TMV225
Kapitel 2

6vning 2.1

Utred injektivitet, surjektivitet, bijektivitet och existens av invers fér funktionen f : X — Y da
f(x) = 22 for foljande mingder X och Y.

a) X=RY=R

D4 kodomiinen for z2 ir R(z%) = [0,00) C Y har vi att den e éir surjektiv. Funktionen #r inte
injektiv, ty om x; = —xo har vi att x7 # 2o men f(x1) = f(z2) (se definitionen for injektivitet).
Funktionen &r bijektiv om den &ar injektiv och surjektiv, men da den &r varken eller sa ar den ej
bijektiv. En funktion har en invers om den &r bijektiv, vilket den ej ar. Det finns alltsa ingen invers.

b) X =R, Y = [0, 0)
Av samma anledning som i a-uppgiften ar funktionen inte injektiv. For att den ska vara surjektiv

ska den uppfylla att
VyeY, Jxe X : f(zx)=y.

For godtyckligt y € [0,00), lat © = \/y. Da ges att

f@) = () =y,

och funktionen &r alltsa surjektiv. Ej bijektiv ty inte injektiv, och ej inverterbar ty ej bijektiv.

c) X =[0,00),Y =R

Da vi nu ej kan vélja negativa 1 eller xo har vi att f(x1) # f(x2) da x1 # o och alltsa ar f injektiv.
Da det inte finns nagot x € [0,00) som kan ge att f(z) = y for nagot y < 0 sa &r ej funktionen
surjektiv. Funktionen ar darmed inte bijektiv och ddarmed inte inverterbar.

d) X = [0,00), Y = [0, )
Funktionen &r injektiv av samma anledning som i ¢, och surjektiv av samma anledning som i d.
Darmed ar den bijektiv, och dven inverterbar.



6vning 2.2
Ange (storsta) definitionsméangd (D(f)) och virdeméangd (R(f)) for funktionen.

a) f(z) = 2°

Funktionen definierad for alla z € R och kan anta alla virden 1 R. Alltsa
D(f)=R(f)=R

b) f(z) =1/

Funktionen definierad for alla z € R utom z = 0 och kan anta alla virden i R utom 0. Alltsa
D(f) = R(f) = R\{0}.
c) f(z) =1/a*

Funktionen definierad for alla = € R utom « = 0 och kan anta alla positiva varden i R (ej inkluderat
0). Alltsa

D(f) =R\{0},  R(f) =R4.
c) f(z) =z
Funktionen definierad for alla positiva z € R samt = 0 och kan anta alla positiva varden i R samt
0. Alltsa
D(f) = R(f) =Ry U{0}.
6vning 2.3
Visa att funktionen &r bijektiv och bestdm inversen.

Per definition ar en funktion bijektiv om den &r injektiv och surjektiv. Vi ska alltsa visa att funk-
tionerna uppfyller féljande definitioner.

Definition 0.1 (Injektiv funktion). En funktion f: X —'Y ar injektiv om
Vo, 20 € X 1 # 19 = f(x1) # f(22).
Definition 0.2 (Surjektiv funktion). En funktion f: X — Y dar surjektiv om
YyeVY, dz € X :y= f(x).

a) f(z) =a°

Vi ser att funktionen ar injektiv, ty om x; # xo sa galler att

flar) = o] # a3 = f(x2).

For att se att funktionen ar surjektiv, lat x = {/y for ett godtyckligt y. Da far vi att for alla y € Y
att
fl@)=2"=(y)° =v,
och dérmed &r funktionen bijektiv da den &r bade injektiv och surjektiv. For att hitta inversen ser
vi att
y=2° = z = Jy,

och har dirmed att f~1(z) = ¢/z.



b) f(x) =1/ +1
Borjar med att undersoka injektivitet. Antag xy # x2, men att f(z1) = f(z2) (ska visa att detta
ger en motségelse vilket da medfor att f(xz1) # f(z2)). Da har vi att

1 1
—+1l=—41 = 21 = x4,
T T2

men vi har antagit x1 # xo, vilket ger oss en motségelse. Alltsa ar f(x1) # f(22) och funktionen
injektiv. For godtyckligt y later vi sedan x = 1/(y — 1). Da ser vi att funtionen &r surjektiv ty

1
fl)= —+1=y—-1+1=y.
y—1

Dirmed #r funktionen bijektiv. Dess invers ges med samma metod som i a-uppgiften som f~1(x) =

1z —1).
c) fla)=vV3—2%2, >0

Antag x1 # 2o men f(x1) = f(x2). Da far vi att

i/S—:c%zi/S—x% = 3—a2? =325 = |7v1| = |72,

vilket blir en motségelse eftersom x; # x5 och x > 0 (om inte 2z > 0 skulle vi t.ex. kunna vilja
x1 = —x9). Motsigelsen medfor att f(x1) # f(x2) och darmed att f ar injektiv. For varje y lat

r = +/3 —y3. Da far vi att
fl@)=\3-(V3-y)2=3-3+ =y,

for alla y < /3, och darmed surjektiv. Alltsa ar funktionen bijektiv. Med metoden i a-uppgiften

ges att f~1(z) =3 — 3.

d) f(z) =va?2+1/z, <0

Antag x1 # x5 och f(z1) = f(x2). Med lite rdkning far vi att
Vat+l  Vai+1 .
X1 i)

2i1+1  a3+1

af
1 1
1+72:1+72 — I1 = T2,
7 T3

men vart antagande att x1 # xo ger en motségelse, och alltsa ar da f(x1) # f(z2), och f darmed
injektiv. Funktionen &r dven surjektiv, ty for varje y < —1 kan vi sitta @ = —1/4/y? — 1, vilket da
ger att
1
f(l'):_va_l 1+ﬁ=—vy2—1+ :_|y|:y7
dd y < —1 (eftersom z < 0). Funktionen &r alltsi bijektiv med invers f~'(z) = —1/v22 -1
(x < —1).



6vning 2.4

Avgér huruvida funktionen ar inverterbar for X =Y = R.

Enligt sats 2.1 i kursboken har vi att en funktion ar inverterbar om och endast om den ar bijektiv.
Vi ska alltsa kolla om funktionen &r injektiv och surjektiv (vilket medfor att den &r bijektiv).

a) flx)=2%—2z

Funktionen &r injektiv om x1 # xo medfor att f(x1) # f(x2), men om z1 = 0 och z9 = 1 ser vi att

fla1) = f(0)=0 och f(z2) = f(1)=1"~1=0,

vilket visar att f(x1) = f(x2) trots att x; # 2. Funktionen &r alltsa ej injektiv, och didrmed ej
bijektiv, och mer specifikt ej inverterbar.

b) f(z) ==z/(a* +1)
For att funktionen ska vara surjektiv kréavs att for varje y € R sa finns « € R sa att f(z) = y. Men
vi ser att

y= :>y172717+y:0,

2 +1

som &r en andragradsekvation med 16sning

1
r=_—= L—1.
2y 4y?

Fran detta ser vi att for y > 1/2 blir uttrycket under kvadratroten negativt, och ddrmed finns inget
x € R som uppfyller f(z) = y for godtyckligt y > 1/2. Funktionen &r alltsd inte surjektiv, och
foljaktligen ej bijektiv och ej inverterbar.

c) f(z) =2"/(2* + 1)
Borjar med att kolla injektivitet. Forst noteras att f(z) # f(—x), sa det récker att undersoka for
1,22 > 0. Antag sedan att x1 > xo. Da noteras att

fan) = 2 T, R Fp— T fay)

zy) = = T - T — = = T

! x%—&—l \}-/ a:%—l—l 2 x%—l—l 1‘%4—1 2/
N————

>z

_ 1
>t

och déarmed att f(z1) # f(x2) da x1 # x2. Da f(x) dven kan anta varje virde i R har vi att f dven
ar surjektiv. Sammanfattningsvis dr alltsa f bijektiv och ddrmed inverterbar.

Q) fz) =a o -1
Vi noterar att funktionen ej &r injektiv, ty om vi exempelvis later 1 = 5 och zo = 3, sa far vi

f@)=5-5-1=1=3-3-1]= f(3) = f(x2).

Funktionen &r alltsa ej injektiv, och ddrmed ej bijektiv och specifikt ej inverterbar.



6vning 2.5
Funktionerna f och g ges av f(z) = x + 1 och g(z) = (1 — 2?)/z. Bestim uttrycket.
a) f+yg

1— a2 x2+x+1—x2_ﬂc+1
x x

b) f/g

c) f—yg

d) f*(x)g(x?)

évning 2.6
Funktionerna f och g ges av f(x) = (z + 1)/2 och g(z) = 3.

a) fog
3+ 1
Flota) ="
b) go f
z+1\° (z+1)3 23+322+3x+1
o) = () <l e el
c) fof
(Aif)—% 2zl 9p 41
— x
R o
d) flog
Borjar med att notera att
z+1 1
y = — I = _—,
x y—1
och dirmed har vi att f~!(z) = 1/(z — 1). D& ges att
1
1 .
[ (g(z)) = 231



6vning 2.7
Los ekvationen.
a)z?—4=2
2?20 —4=0 = z=1+V1+4 = z=1+5
b) 423 — 222 =z
Notera att x = 0 &ar en rot. Forkorta bort x sa far vi resterande tva rétter fran

472 - 22 —1=0 =
, 1 1

vyt T0=
1 1 4 1+
T=—E\/=+ == \/S
4 16 16 4

c) 2t —4224+2=0
Sitt t = 22, DA ges

P—dt+2=0 = t=2+/1-2 — t=2+2,

vilket i sin tur ger att

.131,2 :i\/Q—\/i,

$3,4:i\/2—|—\/§.
d) 2% — 423 + 622 — 4z +1=0

Notera att = 1 ar en rot. Polynomdivision ger

2t —d4ad 4622 —dx+1| a3 —322+3zx—1
ot - 28 r—1

_ — 323+ 622 -4z +1

—3z3 + 322
3x2 —dr+1
3x2 — 3z

. —xz+l

—r+1

0

Detta ger att vi kan skriva ekvationen som
(x—1)(z® =322 +32—1)=(z — 1)* =0,

vilket ger x = 1 (multiplicitet 4).



6vning 2.8
Faktorisera polynomet sa langt som mojligt.
a) 2® — 2% -2z +2

Notera att z = 1 ar en rot. Polynomdivision ger

_ -2 =2 +2 |22 -2
3 — 22 r—1
_ —2rx+2
—2r + 2
0

Alltsa &r x = ++/2 de resterande rotterna, och vi far att polynomet kan faktoriseras som
(= 1)(z = V2)(x + V2).

b) 2% + 2z +5

Vi sétter polynomet till att vara lika med 0 och far rétterna
r=—-1+v1-5=—-1++vV—-4=—-1+2i

och darmed kan polynomet faktoriseras som
(x4+1—2i)(z+ 1+ 20).

c) 23 + 1222 + 48z + 64

Notera att © = —4 ar en rot. Polynomdivision ger

23+ 1222 + 48z + 64 | 22 + 8z + 16

23+ da? T+ 4
8x2 + 48z + 64
822 4 322

16x + 64
16z + 64

0

De faktoriserade polynomet ger en ytterliggare rot & = 4 (multiplicitet 2). Vi kan alltsa skriva
polynomet som
(z+4)°.

d) 423 +82? —4

Vi borjar med att skriva polynomet som
4(x3 + 222 — 1),

varav vi ser att x = —1 &r en rot. Polynomdivision ger



_ 3 4 222 —1|a22+z-1
23+ 2?2 I r+1
x2 —1
22 4+
o —xz-1
—r—1
0

dér vi i det nya polynomet finner tva nya rétter givna av

1 1 4 -1+
2 4 4 2

och dérmed kan polynomet faktoriseras som

(z+1)2z+1—V5)(2z + 1+ V5).

évning 2.9
Forenkla uttrycket.
a) (322727
(%)2232—1 = 97293971 — 921 90 _
b) 23/281/2

23/281/2 — 23/2(23)1/2 — 23/223/2 — 23 — 8

1,3 1\1/4 2
2 9572 (7) —9-395/2 L (9=2\1/4 _o-1/2 L o-1/2 _ 2 _ /5
(2) +(3 +(272) + 7% V2
—2
d) ()21 ()2
(14)213*2( 14 )—2 B 1421372 1472 1
13/ 14 \169 132 14 13-4 147
évning 2.10
Los ekvationen.
a) 429: — 29:71
, , 1
4220 =27 = (297 =2""! = dr=2-1 = 2z = -3
b) 23 = V/5x2

Noterar att 1 = 0 utgor en rot. Den andra roten (med multiplicitet 2) ges enligt

22 =Vhr2 = 2> =5 = x =54



C) 939: — 3a:+1(97w)2

9335‘ — 335‘-‘1-1(9—3:')2 — 3692 — 392+1—4$ — 36;8 — 31—3$ — 95(1 =1 — = %

d) 2222 = /425412

229: 2 \/W/Q — 22:E 2 (24$+2)1/22 1 — 229: 2 22I+1 1 — $2:1 — = 41.

évning 2.11

Forenkla uttrycket.

a) (exp (3()i§xp (5) ) 7

b) =P (—3)exp (2)*

exp (§)
e —Lyexp (2)?
xp (—3) SXP( ) — e 1/3p40-8/3 _ 1 _
eXp(g)
c) exp(2) ,
exp (6)

i A/ 2) e=e%e 8%t = =1,
exp (6)

d) (exp (k) — exp (m)*)(exp (2m) + exp (k)
(exp (k) — exp (m)?)(exp (2m) + exp (k) = (¥ — e>™)(e* + ™) = 2 — '™,

Ovning 2.12

Los ekvationen.

a) S2UD _ oxp (a2)

ele—d — 2t 2 —dr+4=0 = z=2+V4—-4 — z=2.

b) S — exp (exp (0))
wap(exp@)) — T = z=1
exp () i’l_/
c) (%) 12 = /exp (1)
(S = Ve — el s P o s ot
d) 267 — ()2 = £




e(z+2)?

10z _ ew2+4x+4—(;c2—43:+4)
e(®—2)2

2697 — (e7%)? = = 2% —¢

— 99 _ L0z _ 8u
— 2% — ¥ =1.
Lat nu e® = t. Da har vi
2 —2+1=0 = (t—1)>*=0 = t=1,

vilket i sin tur ger x = 0.

évning 2.13

Los ekvationen (for x).
a) €2 4 3e” =4

Lat e* =t. Da far vi att

3 /9 16 —-3£5
2 — 4 = = —— — —_— =
t"+3t—-4=0 = ¢ 2:I: 4+4 5

Da R(e®) ej innehaller negativa virden, ges att e® = 1, vilket i sin tur ger « = 0.

b) 3659071 + 6490 — 4e3w+1

_ : 3 :
365:v 1 + 64:v _ 463:E+1 *659: + 64z _ 46633{:
e

3
— S 4 e —4e=0.
e

Lat e* = t, vilket ger

t2+Et—£—O:>t——E:I: Je?  48e*  —exTe
3 3 6 36 36 6

Da R(e®) inte innehaller negativa vérden, sa har vi att e” = e, och ddrmed = = 1.

c) 2¢* = e+ Vert!

2e% = e+ Vertl = 2¢% — \/ee™/? —e = 0.
Lat e®/2 = t. Da far vi

p_ Ve, e, Ve, [e 8 Je3Je

2 2 4 16 16 4

Da R(e”z) ej innehaller negativa virden noterar vi att e*/? = e'/2, och dérmed = = 1.

d) e2 _ 26mz+1 — _62mx

Lat e™* =t. Da far vi
2 —2t+e>=0 = t=e+Ve2—e2=e¢,
vilket ger att e™* = e och darmed att z = 1/m.

10



6vning 2.14
Forenkla uttrycket.
a) log, 81
log; 81 = {3* =81 — z =4} =4.
b) 10%5(%)

1):{59'3:5*2 = r=-2}=-2

log;s( 2%

c) log,(33)
loga () = (4% = 2% — 2 25 — 5o 52} = 52
d) log,(8v2)

1og4(3i2) = {2t =232 — 92 =972 — 1 =7/2} =7/2.

C)vning 2.15
Forenkla uttrycket.
a) 37 logs(1/5)

golog/s) L L

~ 3175~ 1/5
b) In(=)

c) 10%6(%) +10g6(%)

d) 4logs 3 — 2logg 9
4

3
4logg 3 — 2logg; 9 = log (92> = logg(1) = 0.

6vning 2.16
Invertera funktionen.

a) f(xz) = 3>+

logs(y) — 1

y =31 — logs(y) =52 +1 = == 5

Inversen ges dirmed av f~1(z) = (logs(x) — 1)/5 for > 0.

11



b) g(z) = 4(1 — In(v/2)), >0
y=41-I(v2) = W(Va) =1-% — Va=c W' — o=V
Inversen ges dirmed av g~ 1(x) = e2—z/2

c) h(z) =In(z*) — 2In(2z), 2 >0

4 2
y = In(z*) - 2In(2z) = yzln(%) = eV = % — 1z =2eY/2

Inversen ges dirmed av h~'(z) = 2¢%/2.

d) i(z) = log,(klog,,(z™)), x >0

y = log, (k1og,, (™)) —> ¥ = klog,, (@) —> K"\ = log,,(a") — & =m"" /"
Inversen ges dirmed av i~!(z) = mk" T /m
évning 2.17
Los ekvationen (for ).
a) e =4 e
Lat e* =t. Da fas
tPte—4=0 = t=+Ve—4.
Alltsé ges © = In(v/e — 4).
b) In(ax +a) =a
e’ —a
In(az+a)=a = ar+a=e" = = .
a
c) 2log;o(—z) = 1+ 2log,(8)
1+3 9
2log;o(—w) =14 2logy(8) = logyo(—7) = —— = = =—10" = —100.

d) In(3) +In(x) + In(x — 2)? = In(4) + 3In(x — 1)

12



In(3) 4+ In(z) + In(z — 2)? = In(4) + 3In(z — 1) =
In(3z(z — 2)%) = In(4(z — 1)?) =
3u(x? — 4w +4) =4(2 - 322 + 32 - 1) =
32 — 1227 + 120 = 42° — 122 + 120 — 4 =
2 —4=0 = z=V4

6vning 2.18
Bestam funktionens virdemangd.

a) f(z) = expl(tan(z))
Eftersom R(tan(z)) = R ges R(exp(tan(z))) = (0, 00).

b) g(x) =sin(n/(3 —1/x)), x > 1
Eftersom R(7/(3 — 1/x)) = (%, %) for o > 1 ges R(sin(r/(3 — 1/2))) = (2, 1).

¢) h(z) = exp(sin(rz))
D4 R(sin(rz)) = [—1,1] far vi att R(exp(sin(nz))) = [e7 !, el].

d) i(x) = In(sin(r + exp(3/x)))

Eftersom R(exp(3/x)) = (1, 00), sa har vi R(sin(n+exp(3/x))) = [—1, 1], men da In(x) &r odefinierad
fér « < 0 blir definitionsméngden (0, 1) och ddrmed R(In(sin(m + exp(3/x)))) = (—o0, 0).

6vning 2.19

Bestam uttryckets exakta varde.

a) cos(3)
e (25) o (5) - (5) - § - 3}
b) sin(3Z)
sin (i—ﬂ) = sin (% + E) = sin (Z) cos (%) + sin (%) cos (%) = 12\é§ + %% = ! +2\/§
c) cos(L)

13



Notera att sin(Z) = sin(373), sa vi vill hitta ett uttryck for sin(%). Anvénd additionsformel fér

8
cos ( + g) = cos? (g) — sin? (%),

cosinus och ser att
cos (5 — g) = cos? (g) + sin? (%)

BN|R

Subtraktion av leden ger att

2sin? (g) =1—cos(z) = sin (g) Los(a:).

Stoppa in x = 7/4 sa far vi att

sin

n() -2 -2
8 2 2

évning 2.20
Avgor huruvida uttrycket &r en identitet.
a) sin(z) + cos(z) cot(z) = ﬁ
Vi ser att
sin(z) + cos(x) cot(z) = —— == sin?(z) + sin(z) cos(z) cos(z) =1 = sin®(x) + cos?(z) = 1
sin(z) sin(z) ’
vilket ar en identitet.
. __ sin(4xz)
b) sin(z) cos(z) = 7553
in(4
sin(z) cos(z) = 4%
2sin(2 2
sin(z) cos(z) = W

4sin(z) cos(x) = 2sin(2z) =
2sin(2z) = 2sin(2x).

Uttrycket dr alltsa en identitet.

c) tan(2z) = 2sin(z)(2sin?(x) + 1)

Notera att x — 5 medfor att vinsterledet gar mot oo medan hogerledet gar mot

1 1
. P 2 o 1 _
Illr7{1/2251n(33)(2 sin“(z) + 1) = 2—\/E (22 + 1) 2V/2,

vilket visar att det ej &r en identitet.

14



d) sin(3z) = 3sin(z) — 4sin®(x)

sin(3z) = 3sin(z) — 4sin®*(z) =

) )
)= )
)=
)=

x) + 4sin(z) cos*(z) =

sin(2x) cos(z) + cos(2z) sin — 4sin(z)(1 — cos®(z)) =
2sin(z) cos?(z) + sin(x) cos? () — sin(z) sin’
—sin(z) (sin®(x) + cos?(z)

=1

= 3sin(x

(
(

—sin(x),

T

o~ o~

x —sin

vilket visar att det ar en identitet.

évning 2.21
Los ekvationen.

a) tan(%) = /3

2
tan(g):\/g — g:%—f—ﬂ'n = x:g—&—%’n, n € 7.

b) sin(10x) cos(3z) =0
Dela upp i tva fall, dir sin(10x1) = 0 och cos(3x2) = 0, vilket ger

10y =™ — xl:%’ nez,

32y = = 4 —> Ty ez
= — ™ To = — —. N .
T2 2 2 6 37

c) cos(z?) =1

cos(z?) =1 = 2?=2mn = x=+V2mn, ncZ

d) 2sin?(z) + cos(2z) + sin(z) = 1

2sin?(z) + cos(2z) + sin

(

2sin?(z) + cos?(x) — sin?(x) + sin(x) =1 =
sin?(z) + cos?( (
(

15



6vning 2.22
Bestam uttryckets exakta varde.
1

a) arcsin (—3)

1 1
arcsin ( — 5) = —arcsin (§> = —%.
b) arctan(/3)
arctan(v/3) =

w3

c) arccos(1)
arccos(1) = 0.
d) arctan(—1)

™

tan(—1) = ——.
arctan(—1) 1
6vning 2.23
Bestam uttryckets exakta varde.
a) sin(arcsin(—0.2))

sin(arcsin(—0.2)) = —0.2.

b) arccos(cos(3F))

arccos(cos(37/2)) = arccos(0) =

ro] 3

c) tan(arctan(12))

tan(arctan(12)) = 12
d) arccos(cos(997))

arccos(cos(997)) = arccos(cos(99m — 987)) = arccos(cos(m)) = arccos(—1) = 7.

évning 2.24
Bestam uttryckets exakta varde.
a) tan(cos~1(0.5))
tan(cos~1(1/2)) = tan(n/3) = V3.

b) sin(cos~1(0.8))
Borjar med att hirleda ett uttryck for sin(arccos(x)). Vi har identiteten

sin? 6 + cos? 6 = 1.

16



Lat 6 = arccos(z) (x € [-1,1] och 6 € [0,7]). Detta ger
sin?(arccos(z)) + 22 = 1 = sin(arccos(z)) = V1 — 22,

Lat x = 0.8 sa far vi

1
sin(cos™1(0.8)) = /1 — £ = g
c) tan(cos~1(—0.6))
9
_ sin(arccos(—0.6)) 1—125 4/5 4
t 1(~0.6)) = = =2 __Z
an(cos™(=0.6)) cos(arccos(—0.6)) -3/5 3/5 3
d) tan(sin~*(0.27))
tan(sin=1(0.27)) = sin(arcsin(0.27)) 027 0.27 2t
. ~ cos(arcsin(0.27)) \/1 _ 1207022 B \/1001%%60729 V921t

évning 2.25
Bestam uttryckets exakta varde.

a) arcsin(cos(50°))
arcsin(cos(50°)) = arcsin(sin(40°)) = 40°.
b) arccos(sin(—150°))
arccos(sin(—150°)) = arccos(cos(90° — (~150%))) = arccos(cos(240°)) = arccos(cos(120°)) = 120°.
c) cos(arcsin(cos(30°)))
cos(arcsin(cos(30°))) = cos(60°) = %
d) arccos(sin(arccos(—3)))

arccos(sin(arccos(—1/2))) = arccos(y/1 — 1/4) = arccos(v/3/2) = 30°.
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