TMV225
Kapitel 3

évning 3.1

Bestdm gransvirdet och bestam § som funktion av €.

a) lim, ,3[x? — 3z + 5]

Vi har givet att £ = 3, och da funktionen &r kontinuerlig far vi gransvirdet § = 5 genom att stoppa
in Z. Per definition vill vi hitta §(¢) sa att

|z —Z| < d§(e) = |f(x) —g| <e.

Det vill séga, vi borjar med antagandet att |z — 3| < § (med andra ord att z € (3 — 6,3 +9)), samt
att 0 < 1 (6 &r litet). D& ser vi att

|f(x) = 5| = |#* = 32| = |v(z = 3)| < |z| - |+ — 3| < (0 +3)) < 46 = e.
Hér ser vi att § = /4 uppfyller olikheten. Alltsa kan vi lata
d(e) = min(1,e/4).

Funktionen &r kontinuerlig i punkten & = 3, och déarmed &r gransvéardet § = 3/7 (ges av att stoppa

in z). Lat @ = & + Ax och se hur stor Az far vara:

|f(z + Az) — g

B+Az)+3 3| |6+Ax 3| |7(6+ Ax)—3(14+ Ax)
‘(3+Am)+117‘ ‘14+A3§7‘_‘ 7(14 + Az)
42+ TAz — 42 — 3Ax

7(14 + Ax)

Har gor vi antagandet att |Ax| < 1, vilket da ger att 14 + Az > 13, och dérmed

B B 42 + TAx — 42 — 3Ax
| + M) — 7] = \

7(14 + Ax)

4Ax
7-13

B 4Ax
191

Detta dr i sin tur mindre dn € om |Ax| < 91e/4, vilket ger oss

0(g) = min(1,91e/4).



. T—2
o) i L2

Notera omskrivningen

VI —2 VI —2 1

r—4  (Vr-2)(Vz+2) Vite2

Gréansvérdet for den har funktionen ar g = i. For att bestamma 6(g) later vi z = & + Az, och ser
att (med antagandet |Ax| < 1)
o 1 1| |[4-vVA+Az—-2| | 2—Vi+Ax 2—-Vi+ Az
1 e) ~9l = ’\/m+2 - 4‘ - ‘ WVitBot2) ‘ - ’4@/@%)‘ < ’ 4(V3+2)
@=Vi+Ax)2+ VA4 Az)| 4—4— Az Az
- ’ VB+2)2+Vitar) | |4B12)2+ Vit an)| ‘4(\/§+2)2

Detta #r i sin tur mindre &n € nér |Az| < 4(v/3 + 2)%e. Alltsa

6(e) = min(1,4(V3 + 2)%e).

(z—m)®
T

d) lim,
Funktionen ar kontinuerlig i £ = 7, sa genom att stoppa in Z far vi gransvardet § = 0. Vi skriver
x =T+ Az =7 + Az och ser att (med antagandet |Az| < 1)

Az
m(r—1)

(7 + Az) — m)3
m(m + Azx)

(Az)?
w(m + Ax)

[f(x) =gl =

)

vilket i sin tur &r mindre &n € nér |Az| < w(w — 1)e, och darmed har vi att

d(e) = min(1, w(w — 1)e).

6vning 3.2

Bestam gransvérdet och bestam ¢ som funktion av e.

%48
T+2

Notera omskrivningen

a) limm_>_2

2 +8  (z+2)(a? —22+4)
T+2 (x+2)

=22 -2 +4.

Nér vi nu later x+ — —2 far vi grénsvirdet § = 12. Lat x = —2 + Ax och vi ser att (med |Az| < 1)
If(z) — 9] = |(Ax — 2)® — 2(Ax — 2) + 4| = |(Az)? — 6Ax + 12 — 12| = |Az| - |Az — 6] < 7|Az],

vilket &r mindre &n € nér |Ax| < /7, och vi far ddrmed att

d(e) = min(1,¢/7).

b) lim,_4 % Notera omskrivningen
2 —8r+16  (x—4)?  x—4
2—-16  (z—4)(z+4) z+4



vilket ger oss grénsvérdet § = 0. Skriv nu « = 4 + Az och vi far att (med |Az| < 1)

Ax

|A|

@)1= |G 50| =

(44 Ax)+4 8

+ Az

7 i

vilket i sin tur 4r mindre &n € nér |Az| < Te, och darmed far vi att

4(g) = min(1, 7¢).

: 1 6
c) lim,_,3 [1_3 - 12_9}

Notera omskrivningen

r+3—-6

1

[mi3x26—9} B {(m—g;zj-i-@ 73726—9

](z—mw+®

x+3’

vilket ger att vi far gransvardet § = 1/6. Skriv nu = 3 + Az och vi far att (med |Az| < 1)

F() — 5] = 1 1 [6-(64+Az)| Ax |Ax]
N BTA0)+3 6| | 6(Az+6) | |6(Az+6)| " 30
vilket i sin tur dr mindre &n € nér |Az| < 30¢, och ddrmed far vi att
d(e) = min(1, 30¢).
Notera omskrivningen
r—4/r+3 (Vz—3)(vz—-1) Vo —3

21 @+ )(at+ DV~

vilket ger att vi far gransvardet § = —1/2. Vi ser sen att

[f(z) =y =

1) (z+1)(Vz+1)

Vo —3 1’_’2\/5—6+(x+1)(\/5+1)‘

et D+ 2| T 2@ nE+D)
_|We=DE+2vr+5)| _|(@-D(@+2/+5)
2+ 1)(Vz+1) 2@+ 1) (Vo +1)2
Lat nu z = 1 + Az och antag |Az| < 1 for att fa
(x —1)(z 4+ 2y +5) Ax(Az +2¢/Az + 1+ 6) 14+2vV24+6] 7+2V2
2 +1)(vVr +1)? 2(Az +2)(VAzT + 1+ 1)2 2 2
vilket i sin tur dr mindre 4n e da |Az| < 7+225 =, och dérmed har vi att
2e
d()=min (1, ——— | .
() mln( 7+2\/§>

|Ax|,



6vning 3.3

Bestam (om mojligt) gransvérdet.

. z—k
a) hmz—)lcf ;27]“'2

Eftersom z ndrmar sig k fran vénster, vet vi att < k och ddrmed att

|z — k| (x — k) 1 1

22—k (z+k)(x—k) x4k a—k— 2k

. z—k
b) limg 4 ﬁ

Eftersom z ndrmar sig k fran hoger, vet vi att z > k och darmed att

|z — k| (x — k) 1 1

22—k (x+k)(x—k) x+k ookt 2k

1 2)2 (- 2)2
2(1+2) (z=2)

c¢) lim,_, —

Funktionen kan skrivas om sa vi ser att

(x+2)2—(:v—2)2_x2+4x+4—x2+4a:—4_8 N

x x r—2

Alternativt noterar vi att funktionen &r kontinuerlig i x = 2 och genom att stoppa in vérdet far vi
att

(r+2)? — (z — 2)? 16
= — =8.
T 2
=2
d) lim, o |4x—2|;\7x+2|
Nér x — 0 ser vi att 4o — 2 < 0 och 7z 4+ 2 > 0, vilket ger oss
4o — 2| — |7 2 2—4x -7 2 —11
g A=A o2 2ode T2 TUE -
x—0 x x—0 x€X x—0 x x—0

évning 3.4
Bestdm (om méjligt) gransvérdet.

. 27
a) hmx_>2 \/::7_"_774_3
Multiplicera med ndmnarens konjugat och vi far att

-4 (- +T7+3) (2+2)(z-2)(Vr+T7+3)
Vit7-3  z+7-9 - r—2 = @+)(Ve+7+3),

vilket gar mot 24 nir z — 2.

. 47
b) hmw—)l 23771
Uttnytja konjugatregel, samt att a® — b3 = (a — b)(a® + b* + ab) och se att

2t -1 (+1)@-D@E?+1)  (z+1)(@2+1)
-1  (z—1)@2+2z+1)  (224+z+1) a1

4
3"



C) hmzﬁg 97%
Vi ser har att vanstergransvardet blir
1

lim 5 = 00,
z—=3— 9 — g

medan om vi tar hogergransvardet far vi

lim = —00
=3+ 9 — 22

For att gransvirdet i en punkt Z ska existera, sa ska dess hoger- och vanstergrinsvéirde vara den-
samma. Gransvardet existerar alltsa inte.

d) limg g, VA2
Vi far att
Vida? —24x 436 _ 2Va? —6r+9 _2y/(x-3)° 5
z—3 N x—3 T z—=3 T aosy
6vning 3.5
Givet lim,_,, f(x) = 3 och lim,_,, g(x) = —5, bestam gransvardet.

a) limg o (f(z) +4)

lim (f(2) +4) = lim f(2) + lim4 =344 =7.

r—a T—a

b) limg . (f(2)(g9(2))?)
lim (f(2)(g())*) = lim (f()) lim (g(2)) lim (g(x)) = 3 (=5) - (~5) = 75.

r—a T—a T—a r—a
c) lim,_,, 39}8)%
lim, (=
lim 3g(x)+6 _3 .lmx—>a g(z) 4 — 6 — 3-(=5) +-=-3
r—a f(:r) hmm*)a f(l') hmx%a f(il') 3 3

d) lim,a(f(z) + g(2))

lim (f(x) + g(2)) = lim (f(x)) + lim (g(x)) =3 — 5 = —2.

r—a Tr—a r—a

6vning 3.6
Avgor huruvida funktionen &r kontinuerlig eller diskontinuerlig pa intervallet I.

a) f(z) = 15, I =[-5,5]

Eftersom hoger- och vinstergransvarde skiljer i punkten = —2 € I, sa ar ej funktionen kontinuerlig
dér, och ddrmed diskontinuerlig pa intervallet.

b) f(z) = 735, I =D(/)
Definitionsméngden for funktionen ar D(f) = R\{—2}, och eftersom = = —2 &r enda punkten f &r



diskontinuerlig i, sa dr den kontinuerlig 6ver hela I eftersom —2 ¢ I.

c) f(x) =a* + 723 — (120 +3)2 + 3+ =, I =[-10,100]
Vardera term i f(x) &r kontinuerlig pa intervallet, och eftersom en summa av kontinuerliga funktioner
ar kontinuerlig sa ar hela f(x) det.

Funktionen &r diskontinuerlig i « = 0 och # = 7, men da 0 ¢ I och m ¢ I sa dr funktionen
kontinuerlig.

Ovning 3.7
Avgor huruvida funktionen &r kontinuerlig eller diskontinuerlig (pa sin definitionsméngd).
a)

—x+1, x <0,
f(x) =140, x =0,
41, x> 0.

Funktionen &r kontinuerlig for < 0 och for > 0, sa det aterstar att se om funktionen &r kontin-
uerlig pa punkten & = 0. Dock ser vi att

lim f(z)= lim f(z) =1,

r—0— z—0+

men f(0)=0, vilket visar att funktionen inte uppfyller definitionen for kontinuitet. Funktionen &r
alltsa diskontinuerlig.

b)

fla) = {sin(x), x < /4,

%2(90)7 x> 7/4.

Funktionen &r kontinuerlig for < w/4 och > 7/4. Det géller endast att kolla sa att vinstergransvéirdet
blir samma som hogergransvardet, vilket vi ser genom

Jim sin(r) = — (: ”WZ“)) |

Funktionen &r alltsa kontinuerlig.

c)

f(gc):{4z’ T <l1,

22 4+5x—2, z>1.

Funktionen ar kontinuerlig pa bada sidor av z = 1, sa aterstar att kolla vinstergransvirdet av f(x)
da z — 1. Vi far att

lim 4% =4(=1245-1-2).

rz—1—



Funktionen &r alltsa kontinuerlig.
d)

23 (x —5)?

Py = 2220,

x #5.

Funktionen ar odefinierad i punkten x = 5, och kontinuerlig 6verallt annars. Da vi har att x # 5,
har vi darfor att funktionen ar kontinuerlig.

évning 3.8
Finn de punkter dar funktionen ar diskontinuerlig.
a) tan(3z)

De punkter dir vanster- och hogergransvérde skiljer sig for funktionen tan(z) drin/2+7n forn € Z
eftersom
lim tan(z) = oo, lim tan(z) = —oo.
T 5 — T 5+

Vi far alltsa att tan(3x) ar diskontinuerlig da
1
3r=w/24+7mn = x = 5(71/2—1—7771), n € Z.

b) (I(w+10)2

(z+1)(@—5)
Funktionens hoger- och vanstergransvarde skiljer sig i punkterna x = —1 och = 5 (dér gransvardena
blir antingen oo eller —oo beroende pa om man gar fran vanster eller hoger).
c) sin(%%)

Funktionen sin(1/z) &r kontinuerlig pa R\{0}. Alltsa far vi

2+3=0 = z=-3.
tan(z)
d) r2—1
Téljaren ger de diskontinuerliga punkterna x = n/2 + wn f6r n € Z, men funktionen &r &ven
diskontinuerlig i naimnarens nollstallen, dvs z = +1.

évning 3.9
Bestdm konstanten a sa att funktionen blir diskontinuerlig i punkten Z.

a) fla) = 22, =7

x—a’

Lat a vara sadan att ndmnaren gar mot 0 da x — Z, dvs a = 7.
— z+a® o
b) f(#) = Z—farraaz: T=5

Vi skriver om enligt

x+a3 x+a3

22 —4ax +4a?  (z — 2a)?’

och noterar att ndmnaren gar mot 0 (vilket kommer ge olika hoger- och vénstergransvirden) da
x — 2a. Lat alltsa a = 7/2 = 5/2.



©) f(r) = ficyy T=(n+3)m

acos(z)’
Notera att Z ar 16sningen till ekvationen cos(x) = 0. Vi kan darfor lata a vara godtyckligt reellt tal,
alltsa &r funktionen diskontinuerlig for alla a € R.

d) f(z) = 3snl-az) 5 _ 1@2n+ )7

cos(ax)

Vi loser ekvationen

1
cos(aZ) =0 = aZ = g +m = a (4(2n+ 1)7r) = g(l + 2n),

vilket ar uppfyllt for a = 2.

évning 3.10

Bestam pa vilka intervall funktionen &r kontinuerlig.

a) sz:f Funktionen &r ej definierad for x < 3 pa grund av téljaren. Samtidigt blir hoger- och
vanstergransvardet olika pa grund av ndmnaren i x = 4. Funktionen &r alltsa kontinuerlig pa

intervallet

[3,4) U (4, 00).

b) \Y% (z—3)2

r—1
Vi har att
@37 _|a-3
z—1 -1
Har ar taljaren kontinuerlig for alla € R, men ndmnaren ger en diskontinuitet i punkten z = 1.
Intervallen dér funktionen ar kontinuerlig ar alltsa

(=00, 1) U (1, 00).

1
) Fmr—ars
Borjar med att 16sa ekvationen

22 —322 —x+3=0.

Losningarna ges av 1 = 1, o = —1, z3 = 3. Funktionen blir alltsa diskontinuerlig i dessa punkter,
och dirmed ges intervallet funktionen ar kontinuerlig pa av

(7007 *1) U (717 1) U (1v 3) U (3’ OO)
d) In(sin(x))

Notera att logaritmen inte far ta ett negativt argument, sa vi far undersoka néar sin(x) > 0, vilket
ar for x € (2mn, 2mn+ ) (n € Z), vilket dven motsvarar det intervall funktionen &r kontinuerlig pa.

évning 3.11
Avgor huruvida funktionen ar likformigt kontinuerlig.

a) f(x) =sin(1/x)

I figuren nedan ar funktionens beteende nér x ndrmar sig 0. En likformigt kontinuerlig funktion
beter sig sadant att en &ndring Ay i funktionsvardet kan goras liten for en tillréckligt liten &ndring
Az i argumentet. Da x — 0 ser vi dock att funktionsvérdet borjar svanga oéndligt snabbt, vilket
gor att vi inte kan uppfylla detta krav néra 0. Funktionen &r alltsa inte likformigt kontinuerlig.



sin(1/x)

b) f(x) = 22/2

I figuren nedan &ar funktionens beteende skissat. En likformigt kontinuerlig funktion beter sig sadant
att en dndring Ay i funktionsvirdet kan goras liten for en tillréckligt liten &ndring Az i argumentet.
For den héar funktionen sker inga drastiska dndringar, varken néra 0 eller nér x blir stor. Funktionen
ar alltsa likformigt kontinuerlig.

2x1/2

c) f(z) =272

I figuren nedan ar funktionens beteende skissat nar x borjar ndrma sig 0. En likformigt kontinuerlig
funktion beter sig sadant att en dndring Ay i funktionsvardet kan goras liten for en tillrackligt liten
andring Az i argumentet. For den hér funktionen ser vi att nér x gar mot 0 sa gar funktionen
kraftigt mot co. Detta medfor att funktionen inte ar likformigt kontinuerligt, ty en liten andring i
z-led kommer ge en drastisk dndring i y-led.

33_2




d) f(z) = 2?

I figuren nedan ar funktionens beteende skissat nar x borjar narma sig 0. En likformigt kontinuerlig
funktion beter sig sadant att en dndring Ay i funktionsvérdet kan goras liten for en tillrdckligt liten
andring Az i argumentet. I det hér fallet ser vi att funktionen 6kar mer och mer ju storre x blir,
och dédrav kommer vi for nog stort x inte kunna uppfylla likformig kontinuitet.

.732

C)vning 3.12
Avgér huruvida funktionen ar likformigt kontinuerlig.
_ sin(x)
a) f(z) = ==
I figuren nedan ar funktionens beteende skissat 6ver ett symmetriskt intervall. En likformigt kontin-
uerlig funktion beter sig sadant att en dndring Ay i funktionsvardet kan goras liten for en tillrackligt

liten &ndring Ax i argumentet. I det héar fallet ser vi att funktionen beter sig valdigt snyggt 6ver hela
R med ingen punkt dar funktionsvirdet sticker ivdg. Funktionen ar alltsa likformigt kontinuerlig.

sin(z)/x

b) f(z) = &

I figuren nedan &ar funktionens beteende skissat 6ver ett symmetriskt intervall. En likformigt kontin-
uerlig funktion beter sig sadant att en dndring Ay i funktionsvardet kan goras liten for en tillrackligt
liten &ndring Az i argumentet. I det hér fallet ser vi att funktionen har punkter dar den sticker
ivig snabbt mot oo (i 16sningarna till sin(x) = 0). Funktionen &r alltsa inte likformigt kontinuerlig.

10



x/ sin(x)

c) e*

I figuren nedan ar funktionens beteende skissad. En likformigt kontinuerlig funktion beter sig sadant
att en andring Ay i funktionsvardet kan goras liten for en tillrackligt liten &ndring Az i argumentet.
I figuren ser vi att e® tidigt gar mot oo i exponentiell fart. Detta medfor att nér = blir stérre kommer
vi i en liten &ndring Ax fa en drastisk dndring Ay i funktionsvérdet.

eZL’

d) 6ln(ﬂ’w)

Borjar med att notera att e™(™) = 7z, I figuren nedan &r funktionens beteende skissad. En
likformigt kontinuerlig funktion beter sig sadant att en &ndring Ay i funktionsvirdet kan goras
liten for en tillrackligt liten &ndring Az i argumentet. For den hir funktionen sker en linjir 6kning i
funktionsvéardet for alla x. Eftersom funktionen aldrig sticker ivag kan vi notera att den &r likformigt
kontinuerlig.

T

6vning 3.13

Avgor huruvida funktionen &r likformigt kontinuerlig.

11



a) f(fL') — In(7x)
Notera att f(z) = (7x)2, och eftersom vi sett i Ovning 3.11d att 22 inte ér likformigt kontinuerlig,
kommer heller ej den hér funktionen vara det av samma anledning.

b) f(z) = sin(1/y/x)
Nedan ser vi funktionen skissad. Av samma anledning som att sin(1/z) ej ar likformigt kontinuerlig
pa grund av dess beteende nira x = 0, géller aven att sin(1/y/z) ej ar det.

sin(1/+/7)

2
c) () = miism
Funktionen ar skissad i figuren nedan. Har ser vi att funktionens beteende nira z = 0 beter sig
stillsamt, och nér x blir stort ser vi att funktionen far ett linjart asymptotiskt beteende. Funktionen
ar alltsa likformigt kontinuerlig.

f(x)

3
d) f(z) =%, >0
Funktionen &r skissad i figuren nedan. Hér syns att pa grund av exponentialfunktionen i ndmnaren
sa kommer funktionen smidigt ga mot 0, och har ingen punkt dar den sticker ivdg. Funktionen &r
likformigt kontinuerlig.

f(x)

12



6vning 3.14
Avgor huruvida funktionen ar likformigt kontinuerlig.

Da z > 3 kommer funktionen smidigt ga mot 0. Det som hade gjort funktionen icke likformigt
kontinuerlig &r vi studerat mindre virden pa x sa att ndmnaren gjort att funktionen stuckit ivig
mot co. Funktionen &r alltsa likformigt kontinuerlig.

b) 4 & >3

Nar z blir stor kommer funktionen vaxa snabbare och snabbare och darmed ar funktionen ar lik-
formigt kontinuerlig (av samma anledning som att a2 ej #r).

c) /2o >

sin(z)’
Funktionen kommer sticka ivig i de punkter nir ndmnaren gar mot 0, och alltsa &r funktionen inte
likformigt kontinuerlig.

d m3+3m2+2m+3
x3+3x2+4x+4

Funktionen kan skrivas om enligt
3+ 32% + 22+ 3 _ 1+%+?22+z%
a3 +322 +dr+4  1+34+ 54 47

som kommer bli konstant da  — co. Néra 0 ser vi i figuren nedan att funktionen inte sticker ivég
(den gar mot %)7 och darmed ar den likformigt kontinuerlig.

/()

-

évning 3.15
Avgor huruvida funktionen ar likformigt kontinuerlig.

3
a) z4+2§3iz2+2x’ x>0
Vi kan forkorta bort ett z fran funktionen. Sedan kan vi notera att x = —2 ar en rot till nAmnaren
och skriva funktionen som
3+ 2 +1 1

ri 4203+ 22+ 22 (z+2)(22+1) x+2

Da vi endast kollar x > 0 ar funktionen likformigt kontinuerlig.
4
+

b) zrieriesy © >0

Forkorta bort ett x, sa ser vi att ndr x — 0 sa gar funktionens ndmnare mot 2, och téljaren mot

13



0. Funktionen sticker alltsa inte ivig néra 0, och da vi har hogre grad pa polynomet i ndmnaren
kommer funktionens véarde ga mot 0 for storre x. Funktionen &r alltsa likformigt kontinuerlig.

c) mﬁi’%’ x>0

Om vi forkortar bort ett a ser vi att funktionen inte sticker ivag vid = 0, och da x — oo kommer
funktionen asymptotiskt véxa linjart, vilket betyder att funktionen ar likformigt kontinuerlig.

d) sin(ln(lgchl))7 x 7& 0

Vi ser att nir x — 0 kommer In(z + 1) — 0, och totalt kommer ndmnaren f6r funktionen ga mot 0.
Funktionsvirdet kommer alltsa sticka ivdg mot oo da z — 0, och dérmed &r funktionen ej likformigt
kontinuerlig.

évning 3.16

Bestam om mojligt en Lipschitz-konstant pa intervallet [—10, 10] f6r funktionen genom att anvénda
Lipschitz-konstantes definition.

a) f(x)=kzx+m
Per definition ar f Lipschitz-kontinuerlig med Lipschitz-kostant L; om

|f(x) — f(y)| < Lglz —vy|, Vr,yel.

Vi noterar att
|f(x) = f(y)| = |k +m — ky —m| = [k] - |z —y| = Ly|z — gy,

och alltsa Ly = |k|.
b) f(z) =5
Vi far att
[f@) = fW)l=15=5[=0-|z —y| = Lylx —yl,
och darmed Ly = 0.
c) fle) =1/z

Funktionen ar ej likformigt kontinuerlig, och kan dirmed ej heller vara Lipschitz-kontinuerlig, ty en
Lipschitz-kontinuerlig funktion &r alltid likformigt kontinuerlig.

d) f(z) = |«]

Anvéind omvénda triangelolikheten och fa att

If(z) = )] = ll=| = yl| < |z —yl = Lylz -yl

och dédrmed ar Ly = 1.

6vning 3.17

Bestam (om mojligt) en Lipschitz-konstant for funktionen f(x) = 3 + 24/1 + |z| pa intervallet T
genom att anvanda Lipschitz-konstantens definition.

14



Notera forst att

(@) = F)l = 13+2V1+ 2] =3 =21+ [yl = 2]V/1+ [a] = V1 + [yl
L+ |z =1yl [z —y|

VIl VTR VI T VT
2

< —
ming yes [v/1+ [z + /1 + Jy]

|z =y

och alltsa ges Lipschitz-konstanten av

2
B ming yer [/1+ 2] + /1 + Iyl

Det racker alltsa att notera vilket intervall I vi har och minimera ndmnaren for att f& ut konstanten.
Detta ger for respektive fall att:

a) I =[1,2] = L;=2/(2v2) =1/V2.

b) I=[0,1] = L;=2/2=1.

¢) [=[-1,00 = L;=2/2=1.

d)I=[-1,1] = Ly=2/2=1.

évning 3.18

Bestdm den bésta mojliga Lipschitz-konstanten pa intervallet [—10, 10] for funktionen genom att
derivera. Notera att Lipschitz-konstantens storlek ges av derivatans storsta absolutbelopp.

Vi ska alltsa fa en olikhet pa formen

[f(@) = fw)l < _max [f(§)l|lz —yl,

£€[—10,10]
dér maxvérdet pa derivatan ar Lipschitz-konstanten.
a) f(x)=kzx+m

f'(z) =k = Ly= max ]|k|:|k\

£€[-10,10
b) f(z) =5
@) =0 = Ly= max 00
c) flz) =1/z

Funktionen 1/z &r ej Lipschitz-kontinuerlig pa givna intervallet (ty ej likformigt kontinuerlig).

d) f(z) = |z| For « > 0 har vi f’(x) = 1 och fér < 0 har vi f/'(z) = —1, och dérmed

Ly = "l =1.
f 5E[n}lagfw]lf(é)l
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6vning 3.19

Bestam den basta mojliga Lipschitz-konstanten for funktionen f(x) = 3 4+ 24/1 + |x| pa intervallet
I genom att derivera.

Borjar med att notera att

L_ omz >0,
f’(x):{@

—, omux <0
a) I =11,2
L, = = —
! T+¢
b) I =[0,1]
L ma. ! ‘ 1 1
= X | —| = —— = 1.
T o |ViTte| VI
c) I =[-1,0]
1 1
L= max = —=1.
=, [ e = v
d) I =[-1,1]
£y = g, || e - 2 2
=max<{ max |———|, max =max{ —, —— .
d celo10) | VT—E| el | VT FE Vi
6vning3.20

Bestam den bésta mojliga Lipschitz-konstanten pa intervallet [2, 5] for funktionen genom att derivera.
a) f(z) =a°
f'(z) =22 = Ly = max_|2z] = 10.

z€(2,5]
b) f(x)
'(z) =32 = Ly = 3z?| = 75.

f'(@) =3z f ;g[gfg]l 7|

c) f(z) =am
fl(x) =na"! = L;= m[%xl lnz™ | =n-5""1
z€(2,5
d) f(z) =
/ —n—1 —n— 1
_ — L= ‘_2 2
o) = =na = oo |

16



6vning 3.21

Bestam gransvéardet.

3 2
: z°—4x 44
a) limg o v

2 —da?+dr x(e?—de+4) z(@@-2? x(x—2) 0
2 —4 x2—4 (@ 4+2)(z -2  (z+2) a2
b) lim,_,o &1
Vi ska utnyttja standardgransvardet
-1
lim & =1,
x—0 €T
genom omskrivningen
4% 1 exln(4) -1 et — 1
= . ={t=zln(4)} = ; In(4) = In(4)
2 g2
(2% - 3)? et —622+9 2t -62249  1-%+% 1
© bt —1023 4522 504 5 aneo 5

S5a2(x — 1)2 B S5x2(x2 — 2x + 1)

3\4/5_2 Némnaren gar mot 1 och téljaren mot 0, sa vi far att

4 —
\/% —x z—1
6vning 3.22
Bestam griansvirdet.
a) hmw—>2 %
222 — 2 8§—2
- =3

22—-92 am2 4-92

b) lim; oo vV +3 —Va +4
Multiplicera med konjugatet och vi ser att
+3—-z—-4 -1
vr+d—vr+4= i =
Ve+3+vVe+4 Ve+3+Vo+4 aooo

c) lim, o0 Vot + 22 — Vot + 822
4 2 4 2 2
\/:E4+332—\/a:4—|—8x2= x*+a® —a* -8z _ —Tx _z.
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d) lim, o (1+ )"
Vi har standardgransvardet
. In(1+2x)
lim ————=
x—0 €T

=1

Gor omskrivningen av uttrycket som

1 4x
(1 + ) _ 64xln(1+1/39:).
3z

Lat nu ¢t = 5 (s& att t - 0 dd x — o). Vi far da att

— 64/3.
t—0

e4m1n(1+1/3z) _ e%ln(lth)

évning 3.23

Bestam gransvardet.

a) lim, o0 (1 + 2t )m Skriv om uttrycket enligt

2+z\" In(142+2 (141 41
1+ 5 =7 n(+212):€a: n( +21'+12)_
2x

Létt:% sa att t - 0 d& x — oo, och vi far att
ewln(l«kﬁ«kﬁ) _ e%%ln(1+t+4t2).

Nér ¢ ar nara 0 beter sig argumentet i logaritmen som ~ 1+t, och vi kan anvanda standardgransvardet

for In(1+¢)/¢t da t — 0. Alltsa
Ln(1+¢+4¢?

27/2 4 7/4
Q@ pl/4

Notera att till exempel o® véxer betydligt snabbare &n x, sa faktumet att 2% &r i ndmnaren gor
att funktionen gar mot 0 nér x — oo.

b) lim; e

. In(14+3x
c) limg 00 f@,l )

Av samma argument som i foregaende deluppgift sa gar d&ven den hér funktionen mot 0, dock &nnu
snabbare da In &r langsammare &n z®.

d) lim, o 17;;';@) Vi skriver om uttrycket och far
1—cos(z) 1—y/1- sin®(x) B 1 — 1+ sin?(z) 1 sin’(x) 1 1
32 o 32 3 =0 6

B 2
322(1 + /1 +sin?(z)) 14+ 4/1+sin(z)
—1

—1/2

dér vi anvént oss av standardgrénsvérdet for sin(z)/x da « — 0.

18



6vning 3.24

Bestam gransvéardet.

n CL‘Z— —In(x—
) lim, g M= e
(z+1)(xz—1)
In(z? —1) —In(z —1) In ( z—1 ) _In(x+1) mr In(z+1) 1
sin(mx) B sin(mx) ~ sin(rz)  sin(mz) 7o =0 T’

dér vi anvint standardgransvirdena for sin(z)/z och In(1 + x)/z da  — 0.

b) lim, o &5

e? —cos(x) 1 x e*—cos(z) 1 =x e’ —1 n 1 — cos(z) 1
2sin(z)  2sin(x) x ~ 2sin(z) x x =0 2’

dér vi anvint standardgransvirdena sin(z)/x och (e — 1)/x da @ — 0, samt att

1—cos(z) 1—cos?(x) sin?(xz) x 0
x ~z(l+cos(z)) 22 1+cos(z) @m0

¢) limy oo 2(Va2+1—1x)
241 —22 1
I’(\/I2+171’):x($+ x): x =

1

: z+2 v
d) lim, e (Tig)

Gor omskrivningen

(m—&—;)i _ ooln(22) ewln(l—%ﬁ),
T+

och 1at sedan t = —1/(z + 3). Detta ger

ezln(l—ﬁ) _ e—(%+3) In(14+t) _ e—%ln(l-&-t) e—3In(1+t) e~ L.
——"—— 0
—e1 —1

Ovning 3.25

Bestam gransvardet.

xr
: 3z44
a) lim, o0 (4513)

Fér stora « far vi att funktionen beter sig som (2)®, vilket ger att vi far

3r+4 x_ 3-1—% ¢ 0

b) lim,_,(1 4 3z)/(82)
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(1 + 31,)1/(8@) _ eéln(lJrSz) _ e%ln(lﬂ) 63/8’
t—0
dar vi gjort substitutionen ¢ = 3zx.

z—sin(z)
z—tan(x)

Vi gor forst omskrivningen (med substitutionen = = 3y som ger y — 0 da z — 0)

C) hmx_m =

_ . _ . 3 _ . 3
i & sin(x) ~lim & sin(z) x ~ lim 3y —sin(3y) m (3y) Ly

s—0 x —tan(z) 20 x3 ‘z—tan(z) y=0  (3y)? v—0 3y —tan(3y) Lo’

dar L ar forsta faktorn och L, dr 1 delat med andra faktorn. For L kan vi anvanda identiteten
sin(3y) = 3sin(x) — 4sin®(z),
och far da

. 3y—sin(y) . 3y-—sin(y) . 4sin’(y) 1 4
Lol e Sy e tiE g Cohtar

som darmed ger att vi kan 16sa ut L; = é. Vi anvander liknande strategi for Ly, med identiteten

_ 3tan(x) — tan®(z)

tan(3x) =
an(3z) 1 — 3tan?(z)
Da far vi att
Ly = lim 3y — tan(3y)
y—0 27y3
i 1 3y(1 — 3tan?(y)) — 3tan(y) + tan3(y)
"~ y>0 (1 — 3tan?(y)) 27y3
) 1 3y—tan(y) 1 tan®(y) 9 ytan?(y)
= lim 2 Y 3 o7 3 o7 3
y—0 (1 —3tan’(y)) \27 vy 27y 27 oy
3 1 1
= —L _—— =
ety Ty
sa att vi sedan kan 16sa ut Ly = —1/3. Totala grénsvardet blir da
lim & —sin(z) L, 1/6 1

a0z —tan(z) Ly —1/3 2

(sin(z™))?
1—cos(2z™)

Lat t = 2™, sa att t — 0 da  — 0. Da far vi

(sin(z™))?  sin®(t) sin?(t) _ sin®(¢)

1—cos(2z™)  1—cos(2t) 1 — (cos?(t) —sin®(t)) 2sin

—
~
=
N
7
[e=]
N
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