TMV225
Kapitel 4

évning 4.1

Bestdm funktionens derivata med hjéalp av derivatans definition.

a) f(x) =

lim flx+h)— f(z) lim (v + h)? — 22 — lim 2% + 2zh + h? — 22 ~ lim h(2z + h)
h—0 h 0 h ) h 0 h
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T 2
T x2+hx—2z—h+1 — T
= fo h e (h—2)e—h+1
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d) f(z) =2 —-1/2

— r+h)d - —a34 2
o S f@) ) -y et
h—0 h h—0 h
2% + 30h + 30h® + h® — 2® 4 Lo
= lim
h—0 h
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h—0 h
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h—0 z(x +h)
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évning 4.2

Bestam ekvationen for tangentlinjen till funktionen i den givna punkten.

a) f(x)=22+4, =2

Derivatan ges av f'(x) = 2z, vilket medfor att lutningskoefficienten i = 2 dr k = 4. Vi har alltsa

tangentlinjen
y =4z +m.

For att bestamma m kan vi stoppa in punkten (z, f(x)) = (2,8) och se att
m=8—-4-2=0.

Alltsa y = 4x.

b) f(z) =vVz+3, z=1
Derivatan ges av f'(x) = 1/2v/x + 3, och dérmed &r k = 1/2y/1+ 3 = 1/4. Vi anvénder punkten
(z, f(x)) = (1,2) och far att

1 7

—9_ - ==
m 1

alltsa ar ekvationen for tangentlinjen y = z/4 + 7/4.

c) f(x):xg—_ﬁ, =1

Derivatan ges med kvotregeln av

PN

och alltsa &ar y = %‘” +



d) f(x):ﬁ, x=4
1

Derivatan ges av f'(z) = —5-57z, och dérmed &r k = —5555 = —15. Med punkten (4, 3) ges m
enligt

och darmed ar y = —x/16 + 3/4.

évning 4.3
Lat f(z) = sin(z) och g(z) = cos(z). Bestdm uttrycken.
a)g'of
¢'(xz) = —sin(x), och vi far darmed
g'of =g (f(z)) = —sin(sin(z)).
b) ¢ o f

Vi har att ¢’ (z) = —cos(z) och f'(x) = cos(z), alltsa far vi
g" o f' = "(f'(2)) = — cos(cos(x).
c)gog
gog = g(g'(2)) = cos(—sin(z)),
som #ven ar lika med cos(sin(x)) eftersom cos(x) = cos(—z) (jamn funktion).
d) f'og”
frog" = f'(g"(x)) = cos(— cos(x)) = cos(cos()),
annu en gang eftersom cos(z) dr en jaimn funktion.
évning 4.4

Bestam ekvationen for tangentlinjen till funktionen i den givna punkten.

a) f(x) = arcsin(z), z =0
Derivatan ges av f'(z) = 1/v/1 — z2, vilket ger k = 1. Punkten (0,0) ger sedan att

m=0-0=0.

Alltsa, y = x.
b) f(z) = €%, @ = -1

Derivatan ges av f’(z) = €%, vilket ger k = e~!. Punkten (—1,e~!) ger iven
m=e ' +et =21

och dérmed &r y = e 'z 4 2e~ L.



c) f(x) = arccos(z), z = —/3/2
Derivatan ges av f'(z) = —1/v/1 — 22, vilket ger &k = —1/4/1 —3/4 = —2. Vidare ger punkten
(—v/3/2,57/6) att

5w
= — -3
m 5 ,

alltsa far vi att y = —2x + %’T — /3.
d) f(z) =In(z), x=e
Derivatan blir f/(z) = 1/z, vilket ger k = 1/e. Vidare ger punkten (e, 1) att
m=1-"S=0,
e

och alltsa y = 2

-
évning 4.5

Bestdm funktionen tredjederivata.
a) f(z) =2°

b) f(x) = cos(x)

c) f(z) = In(z)

1 2
f@== @)= M@=
d) f(z) = arctan(z)
1
/ pr—
f (1‘) - 1+$2a
2z 2y-2
[ (x) = T+ 22 =—2z(1+2°)77,
-2 82 622 — 2
") =21+ 2?) 2 +4x(l+2%)72 20 = = :
f7 (@) (I+2%) " +4a(l+27)" 22 AT 22 T TP~ i)
6vning 4.6
Bestam funktionens derivata.
a) f(z) =
3xe3® — 3% 329 — 1
f(x) = = =e —
b) f(x) = arcsin(2%H)
1_ (2m5+1)2 5 5\/25—437225—4.%—1 VA6 —a22 —x) V22— +6



c) f(x) = e** In(22)

d) f(z) = cos(2z) — sin®(x)

f/(z) = —2sin(2z) — 2sin(z) cos(x) = —2sin(2x) — sin(2z) = —3 sin(2z).

évning 4.7
Bestam funktionens derivata i den givna punkten.

a) f(x) = sin(z) cos(z), v =7/4

Férst skriver vi sd att f(z) = § sin(2z) med hjilp av dubbla vinkeln for sinus. D& ges att

J'(z) = cos(2x) = f'(w/4) = cos(m/2) = 0.

2/5 g —3/5

b) f(z)=*—2%Kr—, z=1

Skriv om funktionen som f(z) = x1/573/5 4 273/5=3/5 = x=2/5 4 £=6/5 Da far vi att

2 6 6
! __Z -7/5 _ 2 _.—11/5 "My=_2_2__2
J(e) = =27 = 2 = () S= 2

¢) f() = n(In(a)), o =1/2
Notera att funktionen ej ar definierad i punkten = 1/2 (och darmed ej heller deriverbar...), eftersom
In(1/2) < 0 och D(In(zx)) = (0, c0).
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d) f(x):%a =0
Skriv funktionen som f(x) = (22 + 1)} (22 — 1)~13. Da far vi

f(x) = 3da(z? + 1)1 (2% — 1)1 — 262(2? + 1)V (2? — 1) = f/(0) =0.

C)vning 4.8

Bestam funktionens derivata i punkten 2 = 1 givet att f(1) =1 och f'(1) = 4.
a) zf(z)

Derivatan blir

(zf(2)) = f(z) +zf'(2),

och alltsa ar derivatans vardeixz =1

)+ £y =5
b) f(x)?

x2

Derivatan av f(x)?2~2 blir



och alltsa ar derivatans vardeiz =1
2f(1) /(1) —2f(1)2 =8 =2 = 6.
c) f(f(z))

Derivatan blir

f(z)—z
d) "
Skriver om funktionen som fa)
T)—2x
=1—zf(x)"?!
7@ )

och darmed blir derivatan
—f(x) " +af (@) f (x).

Derivatans varde i x = 1 blir darmed

C)vning 4.9
Bestdm funktionens derivata i den givna punkten.
a) f(z) = In(sin(exp(x))), = = In(r/3)

Om vi skriver funktionen som f(x) = g(h(i(z))), med g(z) = In(z), h(z) = sin(z) och i(z) = exp(z).
Da ges derivatan av f som

"(z) = ¢'(h(i(x))) - b (i(z ~i/x:;~cosex:c -exp(z

(0 = o (W) W (10) - 10) = s - cos(exp(o)-expla),

vilket nér vi stoppar in virdet = In(7/3) ger

! = ! - cos(exp(ln(m -exp(ln(m
1 T
 sin(7/3) +cos(m/3) 3
_2lm_ T
V323 3VB
b) f(t) = arctan(2t) — 2arctan(t), t = —1
Derivatan ges av
L 2
J = T+ (202 7 1+



vilket nar vi stoppar in givna punkten blir

c) f(r) =+rin(r)sin(r), r=1
Notera forst att om f(z) = g(x)h(z)i(z), sa ar
f(z) = g'(@)h(x)i(x) + g(x)h' (x)i(x) + g(x)h(x)i (),
och alltsa har vi derivatan
In(r)sin(r)  sin(r)
NN

och nér vi stoppar in givna punkten far vi

fir)= + /7 In(r) cos(r)

/i1y In(1)sin(1) = sin(1) L
(1) = Wil + il +v/11n(1) cos(1) = sin(1).
=0 =sin(1) =0

d) f(s) = —(1+s35)%/3, s =1
Derivatan ges av
F(s) = —2(1 4 §3/5)2/3 . 3 =215,
3 5
vilket om vi stoppar in s = 1 ger
(1) =222,
évning 4.10
Bestam % uttryckt i  och y (implicit derivata).
a)zy+2y==x
Deriverar vi det hir uttrycket far vi

1—y

"+ =1 = Y =1—y = ¢y = .
y+zy +2y (x+2)y Y V=1

b) In(y) — 23y? = cos(z)

Deriverar vi det hér uttrycket far vi

/
Y3222 — oyy'ad = — sin(z) = (1 —2y%2®)y’ = 32%y> — ysin(x)

;L 3x2y% — ysin(x)

1 — 2y223
c) yIn(y) = wexp(y)
Deriverar vi det hér uttrycket far vi
/ yy/ _ / Yy /Iy
y'In(y) + W exp(y) + wexp(y)y’ = (In(y) + 1 —ze?)y =e
ey

— =
Y In(y) + 1 — zev



d) 5 = /ay

Deriverar vi det hér uttrycket far vi

(zt;)':(ﬁ\@, . (y’+1)(y—(wy)_—g2+x)(y’—1) _ 2{/%*2\\//537?/
- (g, s

, VI — o) — 4y /x)
=T V(e i — valy — 2)?)
, yldyTy — (y —x)?)

VT sayam t (y—2)?)

6vning 4.11
Bestdm funktionens stérsta vérde pa intervallet [0, 1].

a) f(z) = x(1 —2)
Vi f6ljer metoden i Ruta 4.1 i kursboken. Ta forst fram funktionens lokala extrempunkter. Borja
med att ta fram derivatan och 16s ekvationen f/(z) = 0, dvs

1
1-22=0 = = .
2
Vidare &r inte funktionen singuldr pa intervallet. Andpunkterna z = 0,1 ger aven lokala extrem-

punkter. Vi jamfor punkterna och ser att

fO) =0, f02)=5  f1)=0,

och far att storsta virdet funktionen antar pa intervallet ar 1/4.

b) f(z) =2*(1-x)

Derivatan ges av f'(x) = 2x(1 — 2)? — 222(1 — z). Vi 16ser ekvationen f’(z) = 0 och ser att

1
20(1 —2)? = 2221 —2) =0 = 2z(1—2)? =221 —2) = 1l -z =2 — z=3.

Som i foregaende deluppgift finns inga singuldra punkter och &ndpunkterna &r x = 0,1. Notera att

JO =0, S0 J1)=0,

och far att storsta virdet funktionen antar pa intervallet ar 1/16.



c) f(z) = 3wz + 6sin(mx)

Derivatan ges av f'(z) = 3w + 67 cos(z). Vi ser att

1 2
3w + 67 cos(mx) =0 = cos(mx) = —5 = M= :I:?ﬂ- +2mn, n € Z.

Den enda punkten av dessa som ligger i intervallet &r x = 2/3. Vidare finns inga singuldra punkter
och vi har &ndpunkterna = = 0,1. Vi ser alltsa fran

F(0)=0,  f(2/3)=2r+3V3,  f(1)=3m,

att funktionens storsta virde pa intervallet dr 2w + 3/3.

d) f(z) = 55

Derivatan ges av f'(z) = %%zm Vi l6ser ekvationen f/(z) = 0 och ser att
-1
[ —
(x+1)2

inte har nagra l6sningar pa intervallet [0,1]. Det finns alltsa inga stationdra punkter. Vidare har
funktionen inga singuléra punkter, sa det aterstar att kolla &ndpunkterna, dar vi ser att

Alltsa ges storsta vardet i « =0 av f(0) = 2.

évning 4.12
Bestam funktionens minsta virde pa det givna intervallet.
a) f(z) =245 —z|z, I=2,10]

Eftersom |5 — x|z > 0 for alla € I ser vi x = 5 ger det minsta vardet for funktionen. Svaret blir
alltsa 2.

b) f() = Z=L, I =[0.]

21"

Notera att funktionen ar singuldr i x = 1 € I, alltsa

lim f(z) = —o0.

r—1—

For hogergransvirdet far vi +oo, men nér vi diskuterar minsta varde dr det mindre relevant. Funk-
tionen antar ddrmed aldrig ett minsta varde. Notera att vi ddremot har ett infimum fér funktionen,
dvs

inf = —00.

)= e
c) f(z) = —|a* —Allz — 4|, I =[-3,5]

Vi kan skriva funktionen som

o) - (@2 —4)(z —4), we[-3,-2)U(2,4),
VT @@ —4), ze(-2,2)U4,5],



och darmed

) = 322 — 82 — 4, x €[-3,-2)U (2,4),
—32% +8x+4, x€(-2,2)U(4,5].

Vi léser sedan ut att

4427
322 —8r—4=0 — x:%.
Funktionen &r ej singuldr nagonstans, men vi far ocksa kolla &ndpunkterna x = —3,5, och far att
f(=3)=-35, f(5) = —21, samt
44 2V7 (4 +2v7)? 4427 16 + 1677 +28 — 36| |4 +2/7 — 12
=) = - —4 4=
3 9 3 9 3
_ 8+ 16VT||2V7 -8 o _|8+16-3)j2—8) 566 _ 33 _ 112
B 9 3 9 30 93 93 9
> —13,
och likadant kan vi visa att f(x) i andra stationéra punkten &r storre &n f(—3) = —35, som alltsa
ar funktionens minsta vérde.
2
d) f(z) =2, 1=10,1]
Skriv om funktionen enligt
21 D(x—-1
P G [T VY

z—1 r—1
Den har funktionen ar strikt vaxande, och darmed ges minsta vardet av intervallets vinstra &ndpunkt,
dvs x = 0, som ger f(0) = 1.
6vning 4.13
Bestdm alla stationédra punkter till funktionen.
a) f(z) = x + cos(x)

Ekvationen f’(x) = 0 ger oss

1—sin(z) =0 = sin(z) =1 = x:g+27m, n € Z.

b) f(z) = 100z + 200sin(x)

Ekvationen f'(z) = 0 ger oss
1 2m
100 + 200 cos(z) =0 = cos(z) = 5 = T= :i:? +2mn, ne€Z.

c) f(z) = V3x + 2sin(x)

Ekvationen f'(x) = 0 ger oss

3 5)
V34 2cos(z) =0 = cos(m)z—% = m:ig—i—%m, n € Z.

10



d) f(z) = e *sin(2x)
Ekvationen f'(x) = 0 ger oss
—e "sin(2z) + 2¢" % cos(2x) =0 = 2cos(2x) =sin(2z) = tan(2z) =2

tan(2

Ovning 4.14
Bestam samtliga inflexionspunkter till funktionen.
a) f(z) = — o

Inflexionspunkterna ir de punkter som léser ekvationen f”(z) = 0. Vi har att f/(z) = 322 — 2z och
vidare att f”(z) = 62 — 2. Alltsa far vi att

1
6r—2=0 — z=—.
3
b) f(z) = 2% — 2?
Vi far fran f”(z) = 0 att

, 1 1

1222 —2=0 = = =5 = r=+—.

S

c) f(x) =sin(2x)
Vi far fran f”(z) = 0 att

—4sin(2z) =0 = sin(2z) =0 = z = %, n € Z.

d) f(x) = sin(In(x))
Forstaderivatan ges av
£'(w) = cos(In(z))~
x
och andraderivatan av 1 1
f(x)=— Sin(ln(x))ﬁ — cos(ln(x))ﬁ.
Fran f"(z) = 0 far vi ddrmed
sin(Iln(z)) + cos(ln(z)) = 0 = tan(In(z)) = -1
™
= In(z) = 21 + 7™

— z=e T/ pe .

6vning 4.15
Bestam pa vilka intervall funktionen &r véxande respektive avtagande.

a) f(r)=2%+2
Noterar att derivatan &r

f'(@) = 2a,

11



som &r positiv (och dérmed véxande) for alla > 0 och negativ (och ddrmed avtagande) for alla
z < 0.

b) f(r) = 23 — 422
Derivatan #r f'(z) = 322 — 8. Vi noterar att
f()=0 = 21 =8/3, 23 =0,

vilket betyder att derivatan byter tecken vid punkterna x = % och x = 0. Mellan de punkterna har
viatt f/(z) < 0 och innan och efter de punkterna ar f'(x) > 0. Alltsa véixande pa (—oo,0)U(8/3, 00)
och avtagande pa (0,8/3).

c) f(z) = cos(x)

Derivatan ges av f'(z) = —sin(x). Da sin(z) < 01 (m,27) och sin(z) > 01 (0,7), s& har vi
att funktionen &r avtagande pa (notera minustecknet i funktionen) (27n, 27n 4+ 7) och véxande pa
(2mn — m,2mn).

d) f(z) =]z —2|+ |z + 2|
Vi kan skriva funktionen som
2z, da x> 2,
flz) =144, da -2 <z <2,
—2x, dazxz< -2

Ta derivatorna for respektive intervall sa ser vi att funktionen ar vixande for x € (2,00) och
avtagande for (—oo, —2).

6vning 4.16
Bestdm pa vilka intervall funktionen ar véxande respektive avtagande.

a) f(z) = (z—1)°

Derivatan ges av f’(z) = 3(z — 1)?, som alltid &r positiv (och dirmed vixande) for alla 2 € R.

b) f(z) = (z + 2)a3

Derivatan ges av f'(z) = 2% + 32%(z + 2) = 423 + 622 = 22%(2x + 3). Vi har alltsd att f/(z) > 0
da 2z + 3 > 0, vilket 4r da x > —3/2. Med motsvarande argument for negativ derivata har vi att
funktionen ar avtagande for x < —3/2.

c) f(z) =2°(4 - x)”
Derivatan ges av

fl(x) = 32%(4 — 2)? — 2234 — 2)
2?4 —2)(3(4 — x) — 22)
=22(4 — x)(12 - 5z),

som &r negativ endast da 12 — 5z < 0 och 4 — z > 0, vilket 4r da = € (12/5,4), och alltsa vixande
for « € (—o00,12/5) U (4, 00).

d) f(z) =sin(z) — z
Derivatan blir f’(x) = cos(z) — 1, och da cos(z) < 1 for alla x € R sa dr dven funktionen avtagande
for alla x € R.

12



6vning 4.17
Bestdm de punkter pa de givna intervallen dar tangentlinjen till funktionen ar parallell med linjen
fran (a, f(a)) till (b, f(b)).
a) f(il?) = (LC - 1)27 I= [a‘7b]
En rét linje mellan punkterna (a, f(a)) och (b, f(b)) har lutningenskoefficienten
f() = f(a)
b—a

och eftersom lutningen for en tangentlinje i en punkt Z bestams av f/(Z), sa ska vi alltsa 16sa
ekvationen f'(z) = k. For den hir uppgiften blir det

(b—1)2—(a—1)2

k:

(z—1) b a
¥ —2b+1—a?>+2a—1
r—1=
2(b—a)
b2 —2b—a?—2a+2(b—a)
€r =
2(b—a)
. b —a®>  a+b
20b—a) 2
b) f(z) = arctan(x), I =[-1,1]
Vi loser ekvationen
1 arctan(l) — arctan(—1) 1 I+7
1+a2 1—(-1) 1tz 2
4 4 4
— =142 = 2’=——-1 = z=4y/- -1
0 0 ™
c) f(z) = e, I =[~a,d]
Vi loser ekvationen
—a? _ _—(—a)?
e e
—2 T = =
re 50 0,
vilket ger x = 0.
d) f(x) = In(a® +1), I = [1,2]
Vi loser ekvationen
2z In(5) — In(2) In(5/2) o In(5/2)
— = — " - 2r+ ——=0.
2211 3 3 T3
Detta ar en vanlig andragradsekvation som vi kan skriva om enligt
6
A 1=0
S YT R
med losningar
+ —1 2)2
. 3 n 9 11— 3 9 —1In(5/2) 7
In(5/2) In(5/2)? In(5/2)

13



déar vi kan notera att endast den ena av losningarna ligger i det givna intervallet. Alltsa har vi
l6sningen
3—+/9—1n(5/2)2
In(5/2)

Tr =

évning 4.18
Visa olikheten med hjalp av medelvardessatsen.

a) Vo <2 z>1

Medelvérdessatsen sager

) —
e o) = [0 = f@)
b—a
for nagot intervall [a,b]. Lat oss undersoka f(z) = /x pa intervallet (1,x]. Da far vi att
-1 1 1 -1 —14+2 2
\/» \[ B R N \/5 < z—1 t1— x + T+

r—1 27~ 2 > S T2

vilket visar olikheten.

b) 2" > nx —z, z,n > 1

Medelvérdessatsen pa intervallet (1, x] ger
" — 1"

r—1

=nz"'>n = 2" >n(x—1)+1>nx—n,

vilket visar olikheten.

c)e” >ux

Borjar med att kolla fér = > 0, dvs intervallet [0, x] och far
e® — ef

=ef>1 = T >zx+1>a.
z—0

For negativa z kollar vi intervallet (z,0) och far

e® —ef z e~l#l -1
=<l = ——— <1 = —(e " -D<zg| = el > 2| +1
x—0 —|x]
och da vi har {or negativa x att x = —|z|, sa far vi olikheten

e’ >1+x>ux.

d) In(z) <z—1, >0
Vi delar upp analysen i tva intervall, (x,1) och [1, z) for att ticka alla mojligheter av x > 0 (och for
att praktiskt nog In(1) = 0). For (z,1) far vi

In(z) —In(1) —|In(z)|

= >1zm

>1 = |In(z)|>1-2 = —|In(z)|<2z—1,

ST

rz—1

och da —|In(z)| = In(z

~

for x < 1 sa visar det olikheten. For [1,z) far vi att

In(z) —In(1)

1
— _§§1:>1n(x)§z—1.
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6vning 4.19
Bestam linjariseringen av funktionen runt den givna punkten.
a) f(z) = In(@), 7= 1
Linjariseringen av en funktion i en given punkt T ges av
Ls[f](z) = f(z) + f'(2)(z — 7).
Da derivatan ges av f/(z) = 1/, far vi i punkten Z = 1 linjériseringen
1
Lz—1[f](x) =In(1) + I(a: —1)=z-1.
b) f(z) =2z, T=2
Derivatan ges av f'(z) = \/%, sa vi far linjariseringen

1 T T
c) fx)=va2 -5, z=3

Da derivatan ges av f'(z) = T far vi i punkten & = 3 linjériseringen

Leoalfl(e) = Vi+ e =) = T2 = 22,

d) f(z) = cos*(z), z=m/4

Da derivatan ges av f/(z) = —2cos(z) sin(xz) = —sin(2z), far vi i punkten T = 7/4 linjariseringen

Li:ﬂ/4[f](x):%—sin(g> (x—1> =%+%—x: ZZW

évning 4.20
Bestam linjariseringen av funktionen runt den givna punkten.

a) f(z) = xtan(z), = .

Derivatan ges av
J'(@) = tan() + —

cos?(z)’

I punkten = 7 far vi da linjériseringen
Lz [f](x) = mtan(rw) + (tan(ﬂ) + cos;T(w)) (x —7) = mx — 7°.
b) f(x) = exp(1 + In(a)), 7 = 1
Vi kan skriva funktionen som f(x))ee™® = ex, och redan hir ser vi att funktionen #r linjér till att

bérja med (och dédrmed kommer en linjérisering ge tillbaka samma funktion, men vi visar det med
vanliga metoden &dnda). Derivatan ges av

flz)=e.
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Linjériseringen i T = 1 ges alltsa av

Liq[fl(x) =e4e(x —1)=e+ex —e=ex.
c) f(z) = exp(sin(nz)), z =3
Derivatan ges av
I/ (x) = 7 cos(mz) exp(sin(mx)),

och dirmed ges linjariseringen av

La—3)2[fl(z) = eSCGT/2) 4 1 cos (;) esin(37/2) (x — 2) =e L.

d) f(z)= Y22 g7
Derivatan ges av

s i

(z—2)? ’
som i punkten & = 7 blir evaluerad till
2 _3 13
/ __ 6 _ -
F(m = 25 150°
Linjériseringen blir alltsa
3 13 3 91 13x 181 13x
Lye =2 P -7 =24 - =
@) =5 =350 @ =D =5+ 15 " 150 ~ 150 150

évning 4.21

Bestdm en approximation av virdet med hjalp av linjarisering.

a) v37

Valj en 1amplig punkt néra x = 37, dar vi vet virdet pa om vi stoppar in det i funktionen f(z) = \/z
(forslagsvis Z = 36). Vart mal dr att linjarisera funktionen i Z = 36, och sedan stoppa in z = 37,
vilket kommer ge oss en approximation pa /37. Derivatan blir som bekant f'(z) = 2%/5, och
linjariseringen darmed

Lao—solf](x) = V36 + ﬁ@ ~36)=3+ .

Linjariseringens vérde i x = 37 blir nu var approximation, dvs

37 73
Lo B
36[f](37) =3 + D12
b) f(x) = sin(43°)
Vi vet vad f(z) =sin(z) &r 1z = 7/4 (45°), sa vi linjériserar kring den punkten. Derivatan ar som
f(z) = cos(z), och alltsa far vi linjariseringen

Lieryalfl(@) = %—k%(m—z) _i-r, =z
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I punkten z = % (43°) far vi déarfor approximationen

437 1 T 437 1 457 — 437 1 T
L )= (1o = — (1 - ) = — (1 ).
”—”/4“](180) V2 < i 180) V2 ( 180 > 2 ( 90)

c) V67
Vi linjariserar funktionen f(z) = ¥z, rimligtvis i punkten T = 64, da vi i den punkten har det

exakta virdet f(64) = 4. Derivatan blir

! _ 1 —-2/3 _ 1
f (1.) - gm - 3:1?2/37

som i punkten z = 64 ar

N S 1 11
(64 = 3-642/3  3.(641/3)2  3.42 48"

Linjariseringen blir alltsa

T 8 T

1 4
= =4+ —(x— =4— -+ —= .
Lz—ga[f](x) 48(33 64) =4 stm=3t

I punkten z = 67 far vi darfér approximationen

8 67 195 65

Lo 67) = - 4 = = —2 — 22

64[f1(67) 3T TIRT A8 16
d 2.998
3.002

Vi linjariserar funktionen f(z) = g;—;, rimligtvis i punkten £ = 0 da vi vet funktionens exakta vérde
dar. Derivatan blir

oy —B+2)—@B-2) 6
PO =""Gvr  ~Gror
Linjariseringen blir darmed
2
Lz—o[f](x)=1— 3%

I punkten = 0.002 = 5% far vi approximationen
2 1 749
Li— 002)=1—-—=—.
ol£1(0.002) 3 500 750

évning 4.22
Bestam ett uttryck for funktionens ensidiga numeriska derivata.

a) f(x) =2

Den ensidiga numeriska derivatan ges av

Vi far dirmed for f(z) = 22 att

x4+ h)% —2? 2 + 2xh + h? — 22
Dp[f](z) = ( })l = - =22+ h.
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b) f(z) =3

5 e 1

D — z+h T _ x(x _ )

nlfl() h h 2(z + h)
c) f(z)=e"

ex+h_em xeh_ 1
d) f(z) = *
3_ .3 2 2 3
Dh[f](x):(x+h2l ° =3xh+3;h h = 327 + 3wh + h%.

C)vning 4.23

Bestam ett uttryck for funktionens symmetriska numeriska derivata.

a) f(x) =2

Den symmetriska numeriska derivatan ges av

J+h) = fla—h)

Sulfl(z) = oh
Vi far dirmed for f(z) = 22 att
_(+h)?—(x—h)?> x*+2zh+h*—2®+2zh—h?
Sulfla) = EHI 2T — o
b) f(z) =3
% _ 1h 7h7:}11:7h 1
_x+ T— z2—h2 o
c) f(z) =e”
6x+h — e h xeh _ efh
Slfle) = T e
d) f(z) = *
x+h)3—(x—h)3
Salf)(a) = EH 20
B 23 4+ 322h + 3zh? + h3 — 2% + 322h — 3zh? + A3
N 2h
_ 622h + 2h3
N 2h
=322 + hZ.
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6vning 4.24
Berékna funktionens ensidiga numeriska derivata i « =1 fér h = 0.01. (Anvénd réknare.)

a) f(z) = a*

Derivatan blir

h 4 .4
Dulfl(e) = EEIE gt oty a4

I punkten x = 1 och med stegliangd h = 0.01 far vi

Do.o1[f](1) =4 +6-0.01 +4-0.01% + 0.01% = 4.060401.

2
b) f(z) = ng
Uttrycket for derivatan ges av

(33+h)2 _ z?
Du[f)(w) = =L
Stoppar vi in vara vérden far vi
1.012 _ 1
Do.o1[f1(1) = % ~ 0.751244.

C) f(l‘) _ 3tan(2r)
Uttrycket for derivatan ges av
3tan(2(w+h)) _ 3tan(2x)

Dy[fl(z) = 7 ;

vilket med vara varden blir

3tan(2.02) _ 3tan(2)
Do.o1[f](1) = = 1.17220.

0.01
d) In(z + 2)/ /arctan(z2)

Med véara varden instoppade far vi

In(140.0142) In(1+42)
%/arctan((LOl)Q) %/arctan((l)Q)
= = —0.139442.

0.01 0-139

Do.o1[f1(1)

évning 4.25

Berékna funktionens symmetriska numeriska derivata i z = 1 for h = 0.01. (Anvénd réknare.)
a) f(z) = exp(z)

Skriv upp uttrycket for derivatan och stoppa in virden direkt for att fa

el+0.01 _ 61_0'01

So.01[f](1) = — ool — 271833
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b) f(z) = sin(7z)
Skriv upp uttrycket for derivatan och stoppa in varden direkt for att fa
sin(1.017) — sin(0.997)

So.o1[f](1) = 0.02 = —3.14108.

c) f(z) = In(z)

Skriv upp uttrycket for derivatan och stoppa in varden direkt for att fa

In(1.01) — In(0.99)

= 1.00003.
0.02

So.01[f1(1) =

a) () =/1- %

Skriv upp uttrycket for derivatan och stoppa in varden direkt for att fa

So.o1[f](1) = \/1 - \/1 M = —0.707178
0.01 - 0.02 == . .
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