TMV225
Kapitel 5

6vning 5.1
Bestdm funktionens Taylorpolynom Ps[f,z] for z = 1.

a) f(z) = sin(mx)

Taylorpolynomet ges av

I vart fall far vi alltsa

3

Pf 1)) = 3 /O W)@ - D
k=0
e 772 7T3
- ésjn(ﬂ) + gy cos(m)(z — 1) — o sin(m)(z — 1)? — 37 cos(m)(z — 1)

3
=—7(z—1)+ F(x —1)%

b) f(x) = sin(In(a))

Derivatorna ges av

f'(x) = cos(In(x ))35_17
f"(z) = —sin(In(z))z 2 — cos(In(z))z 2,
" (x) = — cos(In(x))z ™2 + 2sin(In(x))z > + sin(In(x))2z > + 2 cos(In(x))z 3,

vilket i punkten x = 1 ar

Alltsa far vi att

Pf 1)) = 5 FO) + 1 (D =)+ g /() =17 + 57 ()~ 1)



c) f(z) =322+ 5z +1
Derivatorna ges av

vilket i punkten x = 1 ar

Alltsa far vi att
Ps[f, 1](z) =9+ 11(z — 1) + 3(x — 1)?
=9+ 1la — 11 +3(2* — 22 +1)
=-2+1lz+32” — 6z +3
=322+ 5z +1,
vilket ar vad vi kan férvénta oss av att géra en polynomapproximation av ett polynom!
d) f(z) = sin(In(z)) + 322 + 5z + 1
I deluppgift b 1oste vi P3[f, 1](z) for sin(In(x)) och i ¢ for 322 + 5z + 1. Deras totala blir alltsa

Py[f,1)(x) = (x — 1) — %(:17 -1+ %(x —1)3 +32% 4+ 5z + 1.

évning 5.2
Bestam Taylorpolynomet P3[f,z] for f(x) = i—i% runt punkten Z.
a)z=0

Forst och framst tar vi fram alla nédvandiga derivator, sa vi sedan kan anvénda dem for alla
deluppgifter. De ges av

N o 1
fi(z) = (z +2)2 - (x—|—2)2’
11 _ —2
f (@-m7
" _ 6

For z = 0 far vi da

1 1 1 1

Ps[f, 1)(x) = af(o) + ﬁf’(O)x + if“(())xz + gf”/(o)fg
11 1,1,
_§+Zz_§m +1—6x .

_ % (—1) + %f’(—l)(x +1)+ %f”(—lﬂx + 1)+ %fm(o)(x U

=(x+1)—(z+1D?°+(xz+1)3

P3[f7 _1}(1")



c)x=-2
Notera att vi delar med 0 i givna punkten. Taylorpolynomet existerar alltsa inte.

d) =2

P1,2)(e) = 5 F2)+ 1 @) =2+ 5 f Q) =27 4+ 57 (2)( — 2P
31 1 , 1
=Z+T6(x—2)—6—4(x—2) +ﬁ(x—2)3.

évning 5.3
Bestdm funktionens Maclaurinpolynom Qs[f].

a) 322 + 5x + 1 + 42

Vi har derivatorna
fl(x) =162 + 6245, f"(x) =482 46, f"(x)=96z.
Maclaurinpolynomet ges av Taylorpolynomet i punkten Z = 0, som alltsa blir

e IO 170

Qs[f1(x) = Ps[f,0](z) = f(0) + f'(0)
=14+5x+322+0,
vilket blir vart ursprungliga polynom, men dar termer av hogre grad dn 3 ar uteslutna.
b) f(z) =1/z

Maclaurinpolynomet ar Taylorpolynomet i £ = 0, men dér delar vi med 0, sa polynomet existerar
ej.

c) f(z) =z
Forstaderivatan ges av ﬁ, och har delar vi med 0 i punkten & = 0, och alltsa existerar ej polyno-
mutvecklingen.

d) f(z) = 23 sin(z)
Derivatorna ges av
f(x) = 32%sin(z) + 23 cos(x),
f"(x) = 6z sin(z) + 322 cos(z) + 3% cos(x) — 2% sin(x),
" (x) = 6sin(z) + 12z cos(x) — 6z% sin(z) — 3z% sin(z) — 2° cos(z).

Notera hér att funktionen samt dess tre forsta derivator alla blir 0 i punkten Z = 0. Maclaurinpoly-
nomet blir alltsa Qs[f](z) = 0.

évning 5.4
Bestam véirdet av funktionens Taylorpolynom Ps[f, 1] i punkten z.

a) flz)=1 z=11

Derivatorna ges av



Taylorpolynomet ges alltsa av
Po[f, () = f(1) + f/()(z = 1) + éf”(l)(w — 1)
=1—(z—1)+ (z — 1)
I givna punkten far vi darfor
P[f,1](1.1) =1—-0.1+0.01 = 0.91.
b) In(z), z =2

Derivatorna ges av

I givna punkten far vi darfor

PR =15 =3,
¢) f(z) = arctan(x), = 0.95
Derivatorna ges av . )
’ o 1" x
f(x)il—‘er? f (’I})— (1+.Z'2)2

I givna punkten far vi darfor

T 005 0052 7 1 1 4007 —41

P[f,1](0.95) = — — —— — —— = — — — — =
2[f,1](0.95) = 7 — = 1 4740 1600 1600

d) f(z) = 2sin(z) cos(x), = =2

Funktionen kan skrivas som f(x) = sin(2x). D& ges derivatorna av
f(z) = 2cos(2x), ' (z) = —4sin(22).
Taylorpolynomet ges alltsa av
Po[f, () = f(1) + f/()(z = 1) + %f”(l)(ff - 1)?
= sin(2) + 2cos(2)(z — 1) — 2sin(2)(z — 1)2.
I givna punkten far vi darfor

Py[f,1](2) = sin(2) 4+ 2 cos(2) — 2sin(2) = 2 cos(2) — sin(2).



6vning 5.5
Anvéand Taylors sats for att uppskatta feltermens storlek for approximationerna i uppgift 5.4.
a)
Taylors sats sdger att funktionen kan skrivas som
f(@) = Pilf,2|(z) + Enlf, 2] (2),
dar E,[f, z](z) ar feltermen som ges av

1
(n+1)!

E,[f. 7)(z) = FOrE) (@ — )t

fér nagot £ mellan & och x. Den hér termens storlek kan sen uppskattas med

1
(n+1)!

x — z|ntt
FO ) e -zt < BT G e e,

Vi behover alltsa ta ut tredjederivatan for varje funktion i Ovning 5.4. For forsta deluppgiften har
vi darfor

och feltermens storlek uppskattas da av (med Z =1 och x = 1.1)

e < B e = e =
A TR S 1 6000 1000
b)
Tredjederivatan hér ges av
2
(@) = 23
Feltermen kan ddrmed uppskattas som (med Z = 1 och = = 2)
213 1 1
Bl @) < 22250 s e = 2 = L
31 e 6 3

c)

Tredjederivatan hér ges av

5 _ —2(1+a%) +82> 62?2

f"(x) = =201 4+ 2%) 7% 4 822(1 + %)

(14 22)3 (1+22)3"
Feltermen kan ddrmed uppskattas som (med z = 1 och = = 0.95)

ETE
Bl 10.95) < P S o).

3! £€[0.95,1]



Hér, for att kunna uppskatta faktorn supge(o.o5,17 [f"'(§)| méste vi veta vart pa intervallet [0.95, 1]
som |f"'(€)| ar storst. For att gora detta deriverar vi funktionen och ser om den dr vixande eller
avtagande pa intervallet. Fjardederivatan ges av

122(1 + 22)3 — 62(622 — 2)(1 + 22)2

4
122(1 + 22) — 62(622 — 2)
B (1+22)*
122 + 1223 — 3623 + 122
B (14 22)*
242 (1 — 2?)
T (a2t

Hir ser vi att () (z) > 0 for alla x € [0.95, 1], vilket betyder att f"(z) #r viixande for alla sadana
. Alltsa géller att

sup [ f"(€)] = [7(1)],

£€[0.95,1]
och vi har att
0.05° 1 4 1 1
Ey[f,1](0.95)| < ——|f"(1)| = = = :
|B2[£,1)(095)] < ==/ (D1 = 55565 = 8000 12 — 96000

d)
Tredjederivatan har ges av
" (z) = —8cos(2z).

Feltermen kan dérmed uppskattas som (med Z =1 och x = 2)

2 -1 1 4 4
Bl 0@ < 22 sup 1)) = Lpes2)) = 2 eostm) = 2.
3! 1.2 6 3 3
€ef1,2]
évning 5.6
Bestdam gransvardet.
a) lim, ,; &=t

Vi kan anvanda konjugatregeln och fa att

21 -1 1
vol_@oDEHD oy
r—1 rz—1 z—1

b) limg 0 i—f
Da e véxer signifikant mycket snabbare &n polynomet 2z, sa gar gransvéardet mot 0. (Gar att visa
genom att enkelt applicera L'Hopital en gang pa gransvérdet.)

sin(3z)
sin(2z)

Vi kan Taylorutveckla sin(z) kring Z = 0 och fa (Maclauringutvecklingen)

C) llmm_m

sin(z) = 2 4+ O(z?).



Gransvardet kan darmed berdknas som

sin(3z)  3x+4+O0(2) 3+ 0(z?) 3
sin(2z) 22+ O(x3) 2+ O(x2) =-0 2

d) lim, o0 &
D4 e* viixer signifikant snabbare &n polynomet z? si gar grinsvirdet mot 0. (Gar att visa genom
att enkelt applicera L’Hopital tva ganger pa gransvirdet.)

évning 5.7
Bestam gransvéardet.
a) limg 04 2 In(z)

Gor variabelbytet ¢t = 1/, vilket gor att t — oo da @ — 0+. Vi kollar alltsa istéllet pa gransvirdet

lim In(1/t)

t—o0 t

Detta ger griansvérdet ” 22”7, sa vi kan applicera L’Hopital och istallet fa gransvérdet

In(z?)
sin?(z)

Vi har att In(z?) — —oo och sin®(x) — 0 da = — 0, vilket totalt sett ger

In(z?)
250 sin?(z)

¢) lim, _, cotrelts
Notera att vi far gransvéardet ” %”. Vi kan alltsa anvinda L’Hopitals forsta regel pa griansvérdet, dvs

vi deriverar téljare och ndmnare och faristéllet gransvérdet

. sin(max) + 1 1

z—1 1

arcsin(x)
sin(x)

Vi far gransvérdet ” %” och anvéander L’Hépitals forsta regel en gang och far

1

lim Y22 g,
2—0 cos(z)
6vning 5.8
Bestam gransvirdet.
) li sin(z?)
a) Mg —0 z tan(z)



Maclaurinutvecklingen av sin(z) och cos(z) ges av

sin(z) = z + O(z?),
cos(x) = 1+ O(z?).

Detta ger oss uttrycket
sin(z?) (22 4+ O0(a®)) cos(x) (2% + O(z®)(1 4+ O(a?))

rtan(z) x sin(x) B z(z + O(z?))
22+ 02! 1+ O(x?)

- 22+ O(xt 14+ O(x?) =—0

) =
)
b) hmIA)O (2x+3;;21)12(23;)*312)

Med Maclaurinutveckling av sin(x) far vi

x sin(z) _z(z+0@?) 2?2+ 0@t 14 0(a?) 1
(22 + 322)(2x — 322) 422 — 924 422 —9x% 4922 20 4

c) limg, 14 \/jv;;—_ll
Konjugatregeln ger

Vo —1 Ve —1 1 1

V-1 Vi-1ve+1 Votl et 2

d) lim, 04 z®

Skriv om uttrycket enligt

7% = ¥ ln(r)’

och da vi i Ovning 5.7a visat att zIn(z) — 0 da = — 0, far vi att

P In(z) 60 -1
z—0+

évning 5.9
Bestam gransvardet.

a) lim, (1 + i)z

Skriv om uttrycket enligt

(1 + 1) — eacln(l—i—%)_
2x

Gor variabelbytet t = % och fa istéallet gransvardet

lim ezt n(1+1)
t—0

Har kan vi utnyttja standardgransvérdet for In(1 + ¢)/t, men for att éva pa Taylorutvecklingar sa
noterar vi att vi har Maclaurinutvecklingen

2
In(l+t)=t— % +O(t).



Vi ser da att uttrycket blir

2
et (t—=5+O(t%) _ ,3-4+0(") ___, o5

t—0
sin(z™))?
b) lim, o 150y
Maclaurinutvecklingar av sin(z) och cos(z) ges av
sin(z) = z + O(2?),
22
cos(z) =1— 5 + O(z).

Vi far da att
(sin(x™))? B (2™ + O(2%™))? B 22" + O(xm) 1+ O(x?)

1
L—cos(20™)  1—1+%7 L 0(z4) 2T L 0@etn)  L+0(?) om0 2

z—sin(z)
z—tan(z)

C) hmw_m

Vi far uttrycket ” %”, sa vi kan anvinda L’Hoépitals forsta regel och kolla istéllet pa griansvirdet

lim 1- cosl(x)
v=0 1 — cos?(z)
Annu en gang far vi” %”, sa vi kan anvinda regeln igen och fa gransvardet
lim 7sin(x) = lim fLSB(@ = 71.
z—0 _ 2 Sl?(f) z—0 2 2
cos?(z)
n 2
d) lim,_,o %
Vi har Maclaurinutvecklingarna
2
In(l+z)=x— 5 + O(a%),

sin(z) =z — O(2*).
Vi far da att

2a(e — % +O(*) _ 22+ 0% _ 2+ 0(x)

rln((14+2)%) 2zln(l4z)
sin(z2)  sin(z2) 22 4+ O(x9) 22+ 0(25) 14+ 0(zt) 20

évning 5.10
Bestam gransvardet.

a) lim, o (1— 1)°

Skriv om enligt
xT
(1 - 1> = #(1-3) = =7 I(+1)



dar vi gjort variabelbytet = —1/t. Antingen anvinder vi standardgréansviardet In(1 + t)/¢, eller sa
anvander vi Maclaurintuveckling och far

e_% In(1+t) —i+o(t?)) _ e~ 1+0() 1

. — e .
t—0
. 1 1
b) lims 0 3 — T=aoeray
Skriv om enligt
1 1 _ 1—cos(z) —x

x  1—cos(x) x(1—-cos(z))’

vars gransvarde gar mot ” %”7 sa vi anvander L’Hopital, och far gransvardet

. sin(z) — 1
lim - = —00.
=0 1 — cos(z) + z sin(zx)

) lim, s (tan(z)) /2

Skriv om uttrycket som

(tan(z))*~™/% = exp ((m — g) ln(tan(x))) .

Eftersom funktionen exp &r kontinuerlig kan vi flytta in lim innanfoér funktionen och analysera

gransvardet
In(tan(z))
1 )

J
2

lim (m - g) In(tan(z)) = lim

T—7/2 r—7/2

som ger gransvardet 7227, sa vi kan anvanda L’Hopitals regel och fa gransvardet

1 T2 2 2
an(x) cos“(x . ) . - 5 . 2 — 5
o @@ o @37 @3] 2z - 3)
@ /2 Ty wom/2 S0E) (o62()  aom/2sin(z) cos(z)  a—m/2 sin(2x)

2 CO:s

vilket ger ett ”%”—gréinsvéirde. Anvéander L’Hopitals igen och far gransvéardet

4z —7F) 0

r—1>I7P/2 2cos(2z)  2cos(m)

Totala gransvérdet gar alltsa mot
exp(0) = 1.

d) lim, o z/*

Vi skriver om uttrycket enligt

. 1 9
{L'l/l — @ ln(x).

Har gar 1/ — oo, medan In(z) — —oo, sa gransvirdet gar mot e~ = 0.

10



6vning 5.11
Avgor huruvida serien ar konvergent eller divergent.

a) 32525 (3/m)"

Sats 5.8 i boken visar att en geometrisk serie pa formen Y ;- a”* konvergerar om och endast om

la| < 1. Vi har N
k
> ()

k=5

dvs med a = 3/m < 1, och dérmed &r serien konvergent.

w1 )\ FHI0
b) Zk 0 (sm(k)Jr?)k:)
Vi noterar forst att

= wk+1 O\ i 7rk+1 MOomk 41 1°>i 7r/<:+1 g

= \ sin(k) + 3k £ \ sin(k) + 3k sin(k) + 3k — \sin(k) + sin(k) + 3k )

- —
>1

Det hér ar en geometrisk serie pa formen ZZO:O a®, med a > 1, vilket medfor att den &r divergent.

Av jamforelsetestet ar da alltsa originalserien divergent.

¢) Sy ko0

Detta &r en p-serie, som den i Sats 5.9. Satsen sdger att serien konvergerar om och endast om p > 1,
och efter 1.001 > 1 sa konvergerar serien.
k3
d) 320 smarEm
Vi ska anviinda Jimforelsetest II (Sats 5.12). Lat a vara termerna i serier och by = k=099, D4 far
vi att
ar _ k*/(5+3k+E>99) k3999 1

= = = L=1.

Eftersom L > 0, s& géller att om Y- by &r divergent si ar Y - ax dven det. Da

e
§ : k—0.999
k=0

ar en p-serie med p < 1, sa &r serien divergent.

évning 5.12
Avgor huruvida serien ar konvergent eller divergent.

a) ZZis ﬁ

Lat [ = k — 2. Da ar serien lika med

N‘)—l

i

som &r en serie kind att vara divergent (p-serie med p = 1).

11



0o 2
b) Yol
Vi noterar att termerna har gransviardet da k — oo
K2 k+1-1 k41 1y )
K2+1 K2+1 k241 k2+1 k241 koo

och gar alltsa inte mot 0, vilket &r det forsta kravet for att en serie ska kunna vara konvergent.
Serien ar alltsa divergent.

3
c) 2;0:1 IQLI«

Vi kollar kvottestet och ser att

(k+1)° 3 3
Gf41 okF1 (k + 1) 1 1 1
ar B o8 2\ Tk) ow P72

Kvottestet sdger att om p € [0,1) sa dr serien konvergent, vilket var serie darmed ér.

S 1
d) > e, 24k
Notera att

for nog stort k (alla k > 4). Eftersom
i 1
il
ar divergent, ar dven var serie det (enligt Jamforelsetest I).

évning 5.13

Avgor huruvida serien ar konvergent eller divergent.
2k)!

a) 30, (172

Notera kvottest

(2(k+1))!

Ak+1 (k+1)21 k2' (2k + 2)' ]CQ'
- - = 2k +2)(2k + 1
a (2) (k+1)21 (2k)! (k2 + 2k + 1)!( +22k+1)

B (2k +2)(2k + 1) .y
TR A2k (K2 +2k) - (k21 1) koo L

vilket visar att serien &r konvergent.

k
b) S5, -
Vi har hér en alternerande serie med avtagande termer sadana att

lim ap =0, app1ar <0, |apg1| < lagl,
k—o0

och dérmed &r alla antaganden for Sats 5.14 om Alternerande testet uppfyllt. Satsen visar alltsa att
serien ar konvergent.

00 —1)k
) Dho ‘15 ln()k)

12



Aven hir har vi en alternerande serie som uppfyller

lim ar =0, axr10x <0, |ags1] < |akl,
k— o0

och som alltsa konvergent enligt det alternerande testet.
oo _1+4k!

d) D k=1 i

Vi noterar att for seriens termer géller

Lekt 1 R 1 1
A+k)!  (O+k)! " (k+D! A+k)! k+1 2(k+1)

for nog stort k (rdcker med k > 3). Eftersom serien

> 1
22(k+1)

k=4

ar divergent sa dr alltsa originalserien dven det enligt Jamforelsetest 1.

C)vning 5.14

Avgor huruvida serien ar konvergent eller divergent.

a) ZZO:O 2%
Vi kor kvottestet och far att
k41
ak-+1 PLEST k =+ ]. ]. 1 ].
— = = — (1 — ) — ==
ay 2% 2k 2 + k) koo p 2’

vilket visar att serien ar konvergent.

k
0 2
b) Yo (£52)

Vi noterar att termerna dr mindre an 1, eftersom

3k2+5
3+ 5k2

<1 = 3k>+5<3+5k> = 2 <2k

vilket géller for alla k > 1. Alltsa kan vi notera att det finns ett tal ¢ sa att (for k > 1)

3k2+5

3ok ~e<b

Vi kan da se att

= 3k 45\ &
Z(3+52> <qu’
k=1 k=1

som &r en konvergent serie (geometrisk serie med argument mindre &n 1), och ddrmed &r var serie
konvergent enligt Jamforelsetest I.

%sin k10
©) il A

13



Eftersom sin(z) < 1 for alla = € R, sa kan vi notera att

< Vhsin(k0) | SN kA & &
yYreew )« R L—(3/2-1/4) _ L—5/4

déar sista ledet ar en p-serie med p > 1, vilket visar att var serie dr konvergent.

o) k
d) 20 i

Notera att % < % for alla k > 4, och darfor har vi
o) 2k [e%s) 9 k o) 1 k
SE=2(7) =2 (3)
k=4 k=4 k=4

vilket 4r en geometrisk serie med argument |a| < 1, som dirmed &r konvergent. Vi har darfor att
var ursprungliga serie ar konvergent.

6vning 5.15
Avgor huruvida serien dr absolutkonvergent, villkorligt konvergent, eller divergent.

o) —1)*
a) D iy ( k)
For att serien ska vara absolutkonvergent sa ska serien

21
>
k=1

vara konvergent, men detta &r en p-serie med p = 1, vilket &r en divergent serie. Daremot uppfyller
serien forutsdttningarna for det alternerande testet, och ar dérmed konvergent. Alltsa &r serien
villkorligt konvergent (konvergent men inte absolutkonvergent).

oo (=D*KVE
b) >, 3%
Borjar med att kolla huruvida serien &r absolutkonvergent eller inte, dvs vi analyserar serien

Sosy
E E
= 3 Pt
Kvottestet ger att
7/2
an S kDT3¢ 1 <k+1>7/2 1( 1>7/2 L
k—o0

1 _
K T

ar k;£2 LG k72 3

3

och eftersom p € [0,1) sa &r serien konvergent. Var originalserie ar alltsa absolutkonvergent.
0o (=1)*(k+1)
) Xk—2 %=1
For att serien ska kunna vara konvergent maste termerna i serien ga mot 0 da k& — oco. Vi noterar

att
kE+1 k—14+1+1 k—1 2 2
k—1 k—1 k—1+k;—1 +k—1 k—oo

vilket visar att serien inte kan vara konvergent. Den &r alltsa divergent.

14



cos(mk) In(k
d) Zk 1 (k+1 )

Notera forst att vi kan skriva cos-termen som
cos(mk) = (—1)*,
eftersom den antar virdet —1 for udda k och véardet 1 fér jamna k. Serien vi analyserar ar alltsa
> k In(k
> T
Vi borjar med att kolla huruvida serien ar absolutkonvergent, dvs kollar pa serien
)
>

k=1

Notera har att

o0 OO1
S RN

kl k=1

dér vi i sista likheten gjort variabelbytet | = k + 1 for att skriva om serien som standardformen

av en p-serie. Har ser vi att p-serien dr divergent (eftersom p = 1), och ddrmed &r inte serien

absolutkonvergent enligt Jamforelsetest I. Notera daremot att originalserien ar en alternerande serie

som uppfyller forutsédttningarna for alternerande testet, och dr ddrmed en konvergent serie. Serien
ar alltsa villkorligt konvergent.

C)vning 5.16
Bestam potensseriens centrum och konvergensradie.

a)z—1+2x—1)2+3x—-1)3+..

En potensserie har formen
o0
E ap(z — )"
k=0
dér Z ar potensseriens centrum. Vi ser alltsa att potensserien vi har, vilken kan skrivas som

ik‘ x—l
k=1

har centrum i £ = 1. Konvergensradien uppfyller

k]
—=L=1
R hooo ||
Vi kollar kvoten L1 )
M _rtl_ =14+-——L=1,
\ak\ k k k—oo

vilket ger oss konvergensradien R = 1/L = 1.

b) Y37, ket

15



Skriv serien som

oo
Kl
Z : k
k=1
. . PR ! . . .
varav vi ser att vi har centrum i £ = —2, samt a; = % For konvergensradien ser vi att

|
laka|  (k+1)! k+1 L= oo,
|(Lk| k! 1 k—o0

vilket ger oss R =1/L = 0.

c) 220:1 % (Izﬁ)k

Vi skriver serien som

=1
Z @(95 +2)",
k=1
och ser att serien har centrum i £ = —2 med a; = ﬁ Vi far dven att
1
lakt1]  GrnaEeT k2k 1/ k 1 1 1
= = = — _— = — 1 _——_— _ L = -,
|a| ﬁ (k+ 1)2k+1 2\k+1 2 k+1) k—oo 2

vilket ger R=1/L = 2.

d) 14 3z +2%+ 2023 + 8lat 4

Forst vill vi skriva pa potensserieform, dvs vi skriver serien som
o k
>

k=0 (k+1)

Potensserien har alltsa centrum i Z = 0, och for att kolla konvergensradien ser vi att

3k+1 2 2
e 3(k—+1)2 k+1 1
Iak+1|:<k;k2>2: (k + )2 :3( + ) :3(1_> —— L=3,

vilket ger R=1/L =1/3.

évning 5.17
Bestdm potensseriens centrum och konvergensradie.

a) 32 Fi(@+ 1

Centrum blir i £ = —1. For konvergensradien noterar vi att
2(k+1)
o] _ Tt _ 2(B+1) 1 L—o
|a] %’f 2k(k+1)  k koo ’

vilket ger R =1/L = cc.
b) >0, 2k%(2z + 3)*

16



Borja med att skriva om serien sa att den blir pa formen av en potensserie, dvs

Z%Q (2 + 3)* Z2k22’“< ) .

k=1
Har ser vi att centrum ligger i & = —% och for konvergensradien ser vi att
2 2
jaren] _ 20k + 1225 k4 1
far] 222 k 5 e >

vilket ger R=1/L =1/2.
) Y 1+k4 (83— *)k

Borja med att skriva om serien pa potensserieform, dvs
14k ( AN R 1+ K X
—=(3-%) - 1 —9),
> i (4-5) =Xt e
varav vi ser att centrum ligger i Z = 9. For konvergensradien noterar vi att

14+ (k+1)%
arnr] _ vir _ VRO (k+ 1)) VE +1\/T(1+k)4
|| oo 3WVE+I1(1+kY)  3WVE+1(1+k%) 3VE+1 1+k

dar den forsta termen gar mot 0 och den andra gar mot 1/3 da k — oco. Konvergensradien blir alltsa
R=1 /L =3.

2k n
d) Zk 1 : (k)xk

(2k
Notera att .
o (D In(k) - In(k)
= (2k) = 8k
eftersom (—1)?* = ((—1)2)* = 1*¥ = 1. Potensserien har centrum i z = 0. Fér konvergensradien ser
att
In(k+1)
k1| _ srDs _ In(k+1) K -1
|a| l’ggg) In(k) (k+1)3 k=0 ’

vilket ger R=1/L = 1.

évning 5.18

Bestdm potensseriens konvergensradie.

a) 0L, 8 (35"

Skriv om pa potensserieform, sa att

3k (3z 41 3k 3k 1\* & ok 1\"
S () SR D) S

17



och notera for konvergensradien att

9k+1

x| _ GEEeET _9 (kN9
la| E%§F 5\k+1 k—o00 5’
saatt R=1/L=5/9.
b) tz+ a2 + a3 + P0at + .
Forst maste vi skriva om uttrycket som en potensserie, vilket blir
k=1 k +1)2
Konvergensradien tas ut genom att notera att
(k1) 2 2 p2(] 4 1)232(] 4 1)2 14 1)2(1 4 1)2
k| _ Gz (R4 D2(R+1)7 KO+ )0+ 5)° (4 p) 0+ 5)
2
wl e R 2p R+ 22 1+ 37

Alltsa ar konvergensradien R =1/L = 1.

c) Zk 1% Bk (3151)’9

Skriv om pa potensserieform enligt
DA (i AR ol i S R "’_
B\ 10 k3 10k 3
k=1 k=1

och da far vi for konvergensradien att

9k:+1

|ak+1|:(k+l)310k+1:9(k)3 .
k—o0

s TR

vilket ger R =1/L = 10/9.
0o k+1 = k
d) Y02 5 (357)
Skriv om pa potensserieform enligt

k=1
For konvergensradien far vi att

2.4k,+1

|aka| _ e 4k ? I
|ak| 2-4k 3\k+1 k— o0

K33k

vilket ger R =1/L = 3/4.
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6vning 5.19

Bestam funktionens potensserie med centrum i Z = 0. (Ledning: Anvdind geometrisk summa med
termuis derivering.)

1
a) 1

Ledningen ger oss att vi ska anvinda geometrisk summa. Sats 5.8 i kursboken ger oss att den ser
ut enligt

vilket i vart fall ger

=0
vilket &r funktionens potensserie med centrum i z = 0 (med faktorer aj = 1).

Anvéand variabelbytet ¢ = 2z, sa noterar vi med geometrisk summa att

1 k = - k. .k
— :——Zt =Y ()t = 3 2k,
k=0 k=0

2
©) Tar
Notera forst att vi har derivatan

ig(li;) - (1—1x)2’

v1lket visar att vi kan ta fram potensserien for och sedan derivera for att fa potensserien for

la:’

(1730)2. Egenskap (iii) i Sats 5.16 i kursboken séger att for en potensserie har vi att

d o o d o)
&Zak(a:—i)k:Zakd T —T) Zk+1ak+1x—x)k
k=0 k=0 k=0

Vi far alltsa att

(11:r)2:(1dsv<1:n) dew kzok“)xk

dér andra likheten kommer fran potensserien for f och sista likheten fran derivering av en
potensserie (vara termer ar ju ay = a1 = 1). Totalt far vi alltsa att

o 2}2 (k+ 1)z

% ((11@2) B (13@3’
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d) g
Vi kan hér notera att




och alltsa om vi dividerar med 2 far vi sambandet

%% ((1—1x>2> N <1—1x>3'

For att fa potensserien vi soker kan vi alltsa derivera potensserien for ﬁ

foregaende deluppgift) och dividera med 2 {or att fa potensserien vi soker. Alltsa

1 1d 1 1d 1 & (k+1)(k+2)
(1_@32@((1_@2)2@;(’““ :ilgk“ foy DD

k=0

(som vi fick ut i

eftersom vi nu har ay = k + 1 och diirmed far ut faktorn aj1(k + 1) = (k + 2)(k + 1) framfor z*.

6vning 5.20

Bestdm serierna. (Ledning: Ansdtt t = x4+ 1, t = x — 1 osv och anvind geometrisk summa och
termuis derivering.)

a) Uttryck 1 i termer av (z + 1)*

Vi anvinder den givna ledningen, och sétter t = x + 1, vilket ger z =t — 1. Vi far da geometriska

suminan
o0

ézﬁz—i——ztk > @+
k=0
(x —1)F
Lat t = 1 — x, sa noterar vi att
S

20 —1 2—-2t—1 1-2t
och lat sedan s = 2¢ for att fa att

1 1 o0 o0
k ki k
1—2t 1—s >t = 2
k=0 k=0
vilket med ¢t =1 — x ger
ka Zle—a’} :Z Bz —1)*
k=0

Observera att hér gjordes tva variabelbyten, men man hade kunnat 16sa det med ett variabelbyte
genom att direkt ansétta t = 2(1 — x).
c) Uttryck 5 i termer av (z + 3)*
Notera forst att

d (1) !

de\z/ 22’
Vi kan alltsa borja med att uttrycka % som en potensserie med centrum i & = —3 och sen derivera.
Lat t =x + 3, sa att x =t — 3. Da far vi




Vi far darfor att (med derivering av potensserie)

1 d /1 d 1 =1 d — (k+1) .
ﬁ:_@(;) dxz3k+1( +3) Z3k+1 dx<x+3) Z 3k+2 (z+3)"
k=0 k=0

d) Uttryck % “‘3 i termer av (z — 1)*

Forst och framst skriver vi om uttrycket till den enklare formen

r+3 z+14+2 z+41 2 2
z+1 z+1 r+1 x+1 z+1
Nu fokuserar vi pa att uttrycka—ltermer av (x — 1)k, Lat t = 1 —z, sd att = 1 — ¢, vilket ger
2 2 1 A ! o= (—1)F x
s+l 2—t 1-% > (5) —X gt =Y -y
k=0 k=0 k=0

Totalt far vi alltsa att

6vning 5.21

Bestam Taylorserien for funktionen runt den givna punkten.

3z

a)e ™ =1

Taylorserien ser ut pa formen

4k (5
ATETORD SRR IR

Vi behover alltsa ta ut ett uttryck for ) (z). Vi noterar att

F(e) = =3¢, @) = (=3)%7%, f@) = (<30 L

och far darfor att f®) (1) = (;:i)k, vilket ger Taylorserien

0 ok
=2, (631)! (z— 1"

k=0

b) sin(2z), z =7
Vi noterar att

f'(z) = 2cos(2x), f"(z) = —4sin(2z), f"(z) = —8cos(2z), fW(x)=16sin(2z), ...,

vilket i punkten Z = 7 ger att f*)(7) = 0 for jimna k och |f*)(z)| = 2* for udda k med varannan
negativ term. Vi kan alltsa uttrycka derivatan i en summa som £ (z) = (—=1)#22¥+1 (dvs, vi hoppar
over alla jamna termer, och later varannan vara negativ). Totalt far vi att

o k22k:+1
Z ,n_)QkJrl7
= (2k +1
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dér vi har bytt ut £ mot 2k + 1 for att endast observera udda ordningens termer.
c) sin®(z), &= —7/2
Forstaderivatan blir
[/ (z) = 2sin(z) cos(x) = sin(2x).
Dérefter far vi

f"(x) = 2cos(2x), f"(x) = —4sin(2z), [P (z) = —8cos(2z), fO(x)=16sin(2z), ...,

vilket liknar féregaende deluppgift. T punkten —7/2 far vi att f*)(2) = 0 for udda k den hir gangen,

och att |f*)(x)] = 25~ for jamna k med varannan term negativ. Eftersom f(—n/2) = 1, far vi
darfor att
0 k22k 1 7 2k
=1
i) =1+ 3 R (o]
11 & (—1)’622’H 7\ 2k
SERERPD (2h)! (++3)
k=1
1 (71)0271 e k22k 1 7 2k
“3t o) (v + ) 2:: — (= +3)
1| o (—1)k22t 2k
=3t @ (#+3)

k=0

d) &5 7=-2

‘/1:2’

Forstaderivatan ges av

i o 3 x—2x—2  x+2
fllx)=2"" =2+ 1)z " = - =3
Andraderivatan ges av

—z+3x+6 2x+6

f'(x) = -2 3 +3(x+2) 7= n 1

€T T

Tredjederivatan ges av

20 — 8xr — 24 6 24
Fr) = 20t — 420 4 6)a 0 = L or e brA el

x5 B x5
I punkten z = —2 far vi alltsa
-1, g J=2) 1 fr(=2) 2

fB(=2) k-1

k! o ok+27

och vi far da Taylorserien




6vning 5.22
Bestam Taylorserien for funktionen runt den givna punkten.
a) ze®, =1
Deriverar och far att
f(x) =xze® + €,
[ (x) = xe® + e + " = we® + 2€”,
" (z) = ze® + €” + 2e" = ze® + 3¢e”,
varav vi ser att for godtycklig derivata har vi
(@) = (& + k),
och mer specifikt i punkten z =1 far vi
FR@) = (k+ e,

och dirmed far vi Taylorserien

(k4 1)e
ATRVEIR PR PR

k=0 ’
b) ze®*, T = -2
Likadant som i foregaende deluppgift ges att

P (@) = (@ + ke,
och dérmed i T = —2 ges att
FP(=2) = (k- 2)e?,

och dirmed far vi Taylorserien

T(f,-2)(z) =) (kk;;) (x4 2)".

k=0

c) z%", T=0

Vi kan forst notera att Taylorutvecklingen av e kring £ = 0 ges av

Observera att detta fungerar for att * = (z — 0)°.

d) ze*, T=a
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Som i de forsta tva deluppgifterna har vi

(@) = (& + ke,
och dédrmed i T = a ges att

F®(a) = (k + a)e”,

och ddrmed far vi Taylorserien

717, al() = 3 EED

k=0

6vning 5.23

Bestam funktionens Maclaurinserie.

a) o
Vi ska alltsa ta ut Taylorserien i Z = 0. Derivering ger

f’(x)Z(l—x)*2+23;(1_z)73:1*x+2x 14z

I—2p  (1-a)*

ff@)y=1-2)3+3(1+2)(1-2)"= l1-z+3+3z 4+32

1—a) (1—z)*
F(x) =2(1 - $)4 +4(4+2x)(1 — x)5 _ 2- 2{: i— i-?;_ 8z _ (6133_—’—531)857

och alltsa

£(0) 1'(0) /(0) f"(0) f™®(0)
o % g T = = Ty Tk

varav vi ser att vi har Maclaurinserien

Z ka*.
k=0
b) cos?(z)
Forstaderivatan ges av
f/(x) = —2cos(z) sin(z) = —sin(2x),
och sedan far vi da att
f"(z) = —2cos(2x), f"(x)=4sin(2z), [P (z)=8cos(2z), ...,

varav vi ser att (i T = 0)

0 for udda k
(k) 0)| = 9 )
0 {2’“17 for jamna k,

med varannan positiv och negativ term for jamna k. Maclaurinserien ges alltsa av forsta termen
f(0) =1, foljt av en summa av derivatorna, dvs

— (—1)k2%-1
1+ Z 7(2]6)! .
k=1
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C) e(1+a:)(17$)

Notera att

_ 2 .2
e(lJrac)(l z) :61 z 2616 x,

sa vi behover endast ta ut en Maclaurinserie for e och sedan multiplicera in e. Maclaurinserien
for e! ges av

s& om vi ersitter t med —z2 far vi

> &

k=0 ’ k=0

Om vi avslutar med att multiplicera in e far vi

Y
k=0
d) sin(z) cos(x)
Notera att av dubbla vinkeln har vi

sin(z) cos(z) = %sin(?:z:),

s& vi behover bara ta ut Maclaurinserien for sin(2z). For sin(¢) har vi Maclaurinserien

oo 1 k
Z (Q(k —’—)1)!152k+17

k=0

sa om vi ersatter ¢ med 2x far vi

i (_1)k 2k+1 i k22k+1 2k+1
£ (2k + 1) (26 + 1))

Avslutar med att multiplicera med % som kom med vid omskrivningen och far
EZ k22k+1 2k:+1 _ i (_1)k22k: x2k+1'
2 (2k + 1)! (2k + 1)!
k=0 k=0

évning 5.24

Bestam funktionens Maclaurinserie.

a) 6—21

Vi har Maclaurinserien for e* som ar



som om vi istéllet stoppar in —2x ger oss

= -2kt
>

k=0

b) sin(3x)

Vi har Maclaurinserien for sin(x) som &r
& OV
' 9
P (2k + 1)!

som om vi istillet stoppar in 3x ger oss

2 (—1)kg2h+l
Z p2kH1
— (2k + 1)!
c) cos(3x)
Vi har Maclaurinserien fér cos(z) som &r
SV
@kt

som om vi istillet stoppar in 3x ger oss

d) sin(z?)

Vi har Maclaurinserien for sin(x) som &r

S CD
22 2k + 1))

som om vi istéllet stoppar in z2 ger oss

SV o _$S CUF s
P (2k+1) < 2k+1

6vning 5.25
Bestéam seriens virde. (Ledning: Koppa serierna till kanda Maclaurinserier.)

a)14+1/3+1/9+1/27+ ...
I Ruta 5.2 i kursboken finns de mest kdnda Maclaurinserierna. Vi noterar att var serie kan skrivas

Som
> (3)
k=0
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1 3

i(;)k:1—§_2'

k=0

vilket vi kénner igen som Maclaurinserien for ﬁ med vérdet = 1/3. Seriens vérde blir alltsa

b) Yol
Notera att serien ser ut som
> (3)-
n=4 €
som liknar Maclaurinserien for 1% med x = e% Dock har vi att serien inte startar pa 0, sa vi
noterar att
/1N =1y 111 11 1
Y(2) =X (@) ts-srtaatamatil
n=4 n=4
=/ 1\n 1 1 1
> (z) ~(Erata+)
n=0
! 11
14 (E+€4+72+1)
- e? 1+e2+et 468
T e2-1 e
b —ef(e?2 1) —et(e?2—1) —e?(e? — 1) — (e2 — 1)
N eb(e2 —1)
_ B —eB b —ef et —ette?2—e?+1
N eb(e? — 1)
B 1
eb(e2 — 1)
[eS) —3)k
©) ity ot
Notera att serien kan skrivas som
= (=8 =3\
Z a2k (ﬁ) ’
k=2 k=2
som nastan ar Maclaurinserien for ﬁ med z = ;—5’ Vi far att
-3\ = /-3\k 3 3 = /=3\k 3
SR -EE - SeEn-E@
k= k=2 k=0
1 +3—7T2_ w2 3—7m2 7w+ (9—7?)
_1—|—% 2 w243 2 m2(n2 4 3)
B 9
m2(72 + 3)
3 5 7
d) % - % + ;05! - 2?47! + .
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Notera att serien kan skrivas som

i (—1)* <7r 2k+1
(g

— (2k +1)!\2

varav vi ser att detta dr Maclaurinutvecklingen f6r sin(z) med z = Z. Alltsa &r seriens vérde

sin(m/4) = 1/v/2. !
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