TMV225
Kapitel 6

évning 6.1
Los ekvationen.

a)br+3=15

12
T+3=10 = =12 = =+

b) 222 — 5 = 3z

3 5 3 9 40 3£7
2% — 5 = 2_Zp_ S o =l ==
T 5=3r = «x 2x > 0 = «x 1 16+16 1

vilket ger 1 = —1 och xo = 5/2.
¢) (¢ +5)(&—5) =0

T = +5.
d) 223 — 22 +10 = 11z

Notera att = 1 &ar en 16sning till ekvationen. Med polynomdivision far vi att

203 — 2?2 —1lx+10 | 222+ 2 — 10
23 — 222 I z-1
2 =11z 410
22— =z
102+ 10
—10z + 10
0

och alltsa kan vi skriva ekvationen som

(x —1)(22% + 2 — 10) = 0.



De tva sista losningarna ges fran

1 1 /1 80 —-1+9
2

— — = :—7:l: —_— _——=
a?+2:c 5=0 = «x 1 16+16 1

dvs vifar #y =1, 29 =2, x3 = —5/2.

Ovning 6.2
Bestdm funktionens rotter.

a) f(z) = exp(z) —exp(2z + 1)
Vi ska alltsa finna de = sadana att f(x) = 0. Vi kan skriva ekvationen som

e” — et = () = ee? — e =0.
Lat t = e* sa far vi att
1 1
t?—~t=0 = t{t—~-)=0,
e e

1

vilket ger 16sningarna ¢; = 0 och to = e, varav vi far 16sningen x = —1 (eftersom e® # 0 for alla

x € R).
b) f(z) =323 -1

¢) f(z) = sin(brz)

sin(57x) =0 = 5mx =mn = x:%, n € 2.

d) f(z) = sin(2z) — cos(2x)

sin(2x) = cos(2z) = 2x:g+7m = x:g+%, n € Z.

C)vning 6.3

Bestam funktionens fixpunkter.

a) g(zr) =5x+3

Vi ska alltsa losa ekvationen g(x) = x.

r=5r+3 = 4o =-3 = x=-3/4

b) g(z) = (z +2)(z - 2)

2

r=(x+2)(z—-2) = 2°—2—-4=0 = =



c) g(x) =z
Uppfyllt av alla = € R.

d) g(x) = '

Forst notera att x = 0 loser ekvationen. Sedan noteras att vi dven har ekvationen 10st for de x
sadana att

dvs z = £1.

évning 6.4
Skriv om ekvationen pa fixpunktsform pa tva olika sétt.

a) 5z +3=15
Vi ska alltsa skriva om ekvationen pa formen g(z) = z. Ett sitt kan vara att helt enkelt 16sa ut
och lata g(x) vara det andra ledet, dvs

g(x) =12/5 = x.
Vidare kan vi flytta 6ver allt som inte &r x och fa att
50+3=15 = z+4z+3=15 = =12 —4z = g(z).

b) 222 — 5 = 3z
Ett forslag ar

2% -5
3

202 —5=31x = z =

och ett annat 345
2?2 5=3c = 22 =32+5 — x= x2 .
T

c) (x+5)(x—5)=0

0=(@x+5)(x—-5) = z=z+(x+5)(z—->5),
0=—(x+5)(z—-5) = z=z—(x+5)(z—5).
d) 223 — 22 +10 = 11z
223 — 2% + 10

11 ’
0=22%—224+10-1lz = xz=x+22° — 2>+ 10 — 11z.

1Mz =222 —224+10 = z =

évning 6.5
Bestdam antalet losningar till ekvationen.

a) (z+1)(x+2)---(z+100) =0

Det blir en 16sning {6r varje parentes (x = —1 for forsta och z = —100 for sista).

b) x = 2sin(z)



Skriv f(z) = x — 2sin(x) och analysera hur manga l6sningar ekvationen f(x) = 0 har (dvs hur
manga ganger funktionen skér y-axeln). Till att borja med noterar vi att £ = 0 &r en 16sning till
ekvationen. Vidare géller att

f(=z) = —x — 2sin(—z) = —z + 2sin(z) = —(z — 2sin(z)) = — f(x),

vilket visar att f &r en udda funktion. Detta betyder att om f(x) har en positiv rot & kommer
den dven ha en rot i —Zz. Vi behdver alltsa endast analysera for = > 0. Vidare ser vi att eftersom
|sin(z)| <1 for alla 2 sa ar x — 2sin(z) > 0 for alla z > 2, och om f har fler rotter ligger de alltsa i
intervallet (0,2]. Vi kan kolla f/(z) = 0 for att finna mojliga lokala extrempunkter i intervallet. Vi
far

f(x)=1-2cos(z) =0 = x = g,
eftersom 7/3 dr enda punkten i intervallet vi kollar pa som uppfyller ekvationen. Vi noterar att i
den hiir punkten giller att f(7/3) = 7/3 — /3 < 0. Som tidigare nimnt kommer x — 2sin(z) > 0
for alla x > 2, vilket betyder att f kommer skdra y-axeln en gang pa intervallet (0,2) och darmed
aven en gang pa (—2,0) eftersom f ar udda. Totalt far vi alltsa tre 16sningar.
c) 22 + 2 = sin(x)
Notera att minsta virdet som vénsterledet kan anta #r 2, eftersom 22 < 0 for alla 2. Déremot &r
sin(z) < 1, vilket visar att vi inte kan ha nagon 16sning till ekvationen.

d) In(z3) = In(2z)
Vi kan skriva om ekvationen med hjilp av logaritmlagarna enligt

In(z®) = In(22) = 3In(z) = In(z) + In(2) = In(z) = %1n(2) =1n(v?2),
vilket har en 16sning = = v/2.

évning 6.6
Avgor, om mojligt, med hjilp av Bolzanos sats huruvida funktionen har rétter pa intervallet [0, 1].
a) f(z) = (z+ 1)(z +2)
Bolzanos sats séger att om f dr kontinuerlig pa slutna och begriansade intervallet [a,b] och f(a) -
f(b) <0, sa har ekvationen f(x) =0 (minst) en rot Z pa det éppna intervallet (a,b), dvs

3z € (a,b) : f(z) =0.

Vi har en kontinuerlig funktionen pa slutna och begriansade intervallet [0, 1]. Vi har dock att f(0) -
f(1) = 2-6 > 0, och har darfor inte antagandena for Bolzanos sats uppfyllda, och kan dérfor ej
avgora med satsen huruvida det finns en rot eller inte.

b) cos(17mx)

Har har vi att
£(0)- f(1) = cos(0) - cos(17m) =1-(—1) <0,

vilket betyder att det finns minst en rot pa intervallet.

c) f(z) = In(0.999 + 2'°)



Har har vi att

£(0) - f(1) = In(0.999) - In(1.999) < 0,

<0 >0
och alltsa finns en rot enligt satsen.
d) f(z)=(z+1)/(x—1.5)
Hér har vi att 1 9
Cf(l) = —— 2
FO) F(1) = =5 == >0,

och alltsa kan vi ej avgora pastaendet med hjalp av satsen da antagandena ej &r uppfyllda.

évning 6.7

Bestam en approximativ 16sning till ekvationen genom att utfora tre iterationer i bisektionsalgorit-
men (manuellt) pa intervallet [a,b] = [0, 2] (berdkna &3).

a) 2 =2

Vi bérjar med att skriva pa formen f(x) = 22 — 2 tillimpar bisektionsalgoritmen pa intervallet [0, 2].
Notera att f(0) < 0 och f(2) > 0 (alltsa funktionens vérde i d&ndpunkterna har olika tecken) vilket
ar ett krav for att starta bisektion. Forst far vi i punkten o = (24 0)/2 =1 att

f)=1-2=-1<0,

vilket ger att roten ligger mellan [1,2] och gor detta till vart nya intervall och upprepar proceduren.
For &y = (24 1)/2 =3/2 far vi

f3/2) =

och alltsa &r vart nya intervall [1,1.5]. For & = 2

=2 >0,

)

8
4
far vi

25 32 7

f(5/4):T6_T6__E<

0,

och vart nya intervall blir [1.25,1.5]. Var approximation blir da mittpunkten &3 = 1.375.
b) z3 =2

Skriv f(z) = 2® — 2. Notera att f(0) < 0 och f(2) > 0. For £ = 1 far vi

och vart nya intervall blir [1,2]. For & = 3/2 far vi

27 16 11

3= -5 =5 >0

och vart nya intervall blir [1,1.5]. For &9 = 5/4 far vi

125 128 3

J/) = o)~ =~ <0,

och vart nya intervall blir [1.25,1.5]. Vi far alltsa &3 = 1.375.
c) 2%+ 72?2 =8z +1



Skriv f(x) = 2% 4+ 72% — 8z — 1. Notera att f(0) < 0 och f(2) > 0. For 2o = 1 far vi
f)=147-8-1=-1<0,

och vart nya intervall blir [1,2]. Fér #; = 3/2 far vi

243 79 8-3 243+63-8—-24-16-32 331

) P I S R R _ 33
13/2) 32 + 4 2 32 32 >0,
och vart nya intervall blir [1,1.5]. For &2 = 5/4 far vi (med riknare)

3061

och vart nya intervall blir [1,1.25]. Vi far alltsa &3 = 1.125.
d) (z — 0.01)(z +10) = 0
Notera att f(0) < 0 och f(2) > 0. For 2o =1 far vi
£(1) = (1 —0.01)(1 + 10) > 0,
och vart nya intervall blir [0,1]. Fér #; = 0.5 far vi
£(0.5) = (0.5 — 0.01)(0.5 + 10) > 0
och vart nya intervall blir [0,0.5]. For &2 = 0.25 far vi (med réknare)

£(0.25) = (0.25 — 0.01)(0.25 + 10) > 0

och vart nya intervall blir [0,0.25]. Vi far alltsa &3 = 0.125.

6vning 6.8

Bestdm en approximativ 16sning till ekvationen z? + 22z = 1 genom att utfora tre iterationer i
bisektionsalgoritmen (manuellt) pa intervallet [a,b] (berdkna Z3).

a) [a,b] = [0,1]
Skriv f(z) = 2% + 22 — 1 = (z + 1)? — 2. Notera att f(0) < 0 och f(1) > 0. Fér &9 = 1/2 far vi

9 8

F1/2)=7-7>0

och vart nya intervall blir [0,0.5]. For &; = 0.25 far vi
f(0.75) = 1.252 =2 < 0

och vart nya intervall blir [0.25,0.5]. For &2 = 0.375 far vi
£(0.25) =1.3752 =2 <0

och vart nya intervall blir [0.375,0.5]. Vi far alltsa &3 = 0.4375.
b) [avb} = [OﬂQ]



Notera att f(0) < 0 och f(2) > 0. For 2o =1 far vi
f)=4-2>0
och vart nya intervall blir [0, 1]. For &; = 0.5 far vi
f(0.5) =152 -2>0
och vart nya intervall blir [0, 0.5]. For o = 0.25 far vi
f(0.25) =1.252 —2 <0

och vart nya intervall blir [0.25,0.5]. Vi far alltsa &3 = 0.375.
c) [a,b] =10,3]
Notera att f(0) < 0 och f(3) > 0. For 2o = 1.5 far vi

f(1.5) =252 —-2>0
och vart nya intervall blir [0, 1.5]. Fér &; = 0.75 far vi

f(0.75) = 1.752 =2 > 0
och vart nya intervall blir [0,0.75]. For &2 = 0.375 far vi

F£(0.375) = 1.375%2 =2 < 0

och vart nya intervall blir [0.375,0.75]. Vi far alltsa &3 = 0.5625.
d) [a,b] = [0,1000]
Notera att f(0) < 0 och f(1000) > 0. For &p = 500 far vi

f(1.5) =500 =2 >0
och vart nya intervall blir [0,500]. For &; = 250 far vi

£(250) =250 =2 >0
och vart nya intervall blir [0,250]. Fér &5 = 125 far vi

f(125) =1252 =2 >0

och vart nya intervall blir [0, 125]. Vi far alltsa &3 = 62.5.

Ovning 6.9

Bestim en approximativ 16sning till ekvationen 27 = 0 genom att utféra 100 iterationer i bisektion-
salgoritmen (med finess) pa intervallet [a,b] (berdkna Z1qg).

a) [a,b] = [-1,1]
Notera att f(—1) < 0 och f(1) > 0. Vi far att o = 0 ger f(0) =0, och vi har darfor hittat en rot.

Efter 100 iterationer ar vi fortfarande pa samma rot, dvs 199 = Zo = 0.

b) [a,b] = [-1 x 107109 1]



1—10—100
2

Vi utfor en iteration och ser att med o = , har vi

1— 107100
f<2)>&

—100 —100
1-10 —2.10 _ _
=100 2200 - g 1—100_g.1(—100

och dirmed &r nésta intervall I; = [—1 x 107100, %} For &; = 2 = 52

far vi att 100
1-3-10
f(22)>&

100 173-10—100} 1-3.107100 _4.19—100
9’ 22 23

. Darefter far vi & =

och darmed ar nésta intervall I, = {—1 x 10~

1—7-107100
f(23>>a

och darmed &r nésta intervall I3 = [—1 x 107100, 1_7§+100] Fortsattningsvis ger detta att I;g90 =

och

100 —100
[—1 x 107100, %}, och vi far darfor att

1— (2100 _1y.19—100 o
( 2103 _ 10100
2

1— 2100 . 10—100 + 10—100 _ 2100 ) 10—100
= 9101

— 2—101(1 + 10—100) _ 10—100

F100 =

c) [a,b] = [-1,1 x 107199]
Med beradkningar analoga med foregaende deluppgift ges att

SE'IOO — _2—101(1 + 10—100) + 10—100.
d) [_2_1007 1]

Vi utfor en iteration och ser att for zo =

1— 2—100
- 0
f( 5 )>,

—100 1—27100
-2 , =

—100

har vi

. 1-2-100 5100
. Forz; = 2 =

2
1_3.2—100
f<22)>&

och dérmed &r nasta intervall I = [—2_100, 1*32+100} Fortsattningsvis ges att

1_9—100_5.5—100 I

och darmed ar nésta intervall I; = [ 52 ar

vi

1— (2100 _ 1) . 27100
_ —100
IIOO - |:_2 ) 2100

och darmed

A 17(210‘;;0%)2‘100 _ 9100 1— (2100 —1)- 9-100 _ 1 _1 4 9-100 9—100 oo
100 = 2 - 9101 — 7 gl01 =T (1—27").




6vning 6.10

Bestam, med hjélp av satsen om mellanliggande véarden, det minsta heltalsintervall pa vilket funk-
tionen antar vérdet «

a) f(z) =

Satsen om mellanliggande virden sédger att om en funktion f &r kontinuerlig pa det slutna och
begrénsade intervallet [a,b], sa antar den alla virden mellan f(a) och f(b). Vi ska alltsa hitta
det heltalsintervall I = [min(f(a), f(b)), max(f(a), f(b))] sa att det finns ett x € (a,b) sadant att
f(z) =7 € I. Viser att detta x ges av & = ++/7 och alltsa kan intervallet vara antingen (1, 2) eller

(=2,-1).

b) f(z) = a*

Hér ges argumentet av . = ¢/ € (1, 2).

c) f(z) = In(3z)

Vi 16ser ut = och ser att detta ges av z = e™/3 & 7.71, vilket ger oss heltalsintervallet (7,8).
d) f(z) = exp(3z)

Vi 16ser ut = och ser att detta ges av z = In(7)/3 ~ 0.38 € (0,1).

C)vning 6.11
Bestédm Lipschitz-konstanten L, och avgér om funktionen &r en kontraktion pa intervallet [0, 1].

a) g(z) = 0.5z

For att g ska vara en kontraktion sa ska det gélla att g : [0,1] — [0,1] med Lipschitz-konstant
L, < 1. T kapitel 4 ldrde vi oss att en funktions bésta Lipschitz-konstant ges av Ly = sup |¢'| (se
Sats 4.12). Lipschitz-konstanten fér g(x) = 0.5z kan alltsa tas genom att notera att ¢'(z) = 0.5
och alltsa L, = sup |¢'| = 0.5. Vidare géller att for ett virde x € [0,1] sa &r g(x) € [0,1] och alltsa
g :10,1] — [0,1]. Alltsa &r g en kontraktion pa [0, 1].

b) g(x) =05z +1

Liksom i foéregaende uppgift ges Lipschitz-konstanten av L, = supl¢’| = sup|0.5] = 0.5, men i
det hér fallet kommer z € [0, 1] ge ett funktionsvérde g(x) € [1,2], vilket medfor att g inte &r en
kontraktion.

¢) g(z) = sin(a)

Ett virde z € [0, 1] kommer ge ett funktionsvéirde g(z) € [0, 1]. For Lipschitz-konstanten ser vi att
Ly, =suplg’| =1, eftersom ¢'(x) = cos(z). Alltsa &r inte g en kontraktion eftersom L, > 1.

d) g(x) =0.999z(1 — x)
Da z(l1—=z) < 1 for alla « € [0,1] sa géller att g : [0,1] — [0,1]. Vidare ges att ¢'(x) = 0.999(1 — 2x)
och dérmed Ly, = sup|g’| = 0.999, vilket medfér att g 4r en kontraktion.

6vning 6.12

Bestdm Lipschitz-konstanten L, och avgér om funktionen g(z) = x/2 + 3/ &r en kontraktion pa
intervallet 1.

a) I=0,1]

Derivatan ges av ¢'(z) = 1 — Z% Nar x narmar sig 0 gar derivatan alltsa mot oo, och diarmed ar



funktionen ej Lipschitz-kontinuerlig (eftersom L, = sup |¢'| = 00).
b) I =1,2]

Har far vi att

1 3 1 3
L,= sup —:‘—‘:5/2,
J ze[1,2] |2 2 2 1
och alltsa &r funktionen ej en kontraktion.
c) I =1[2,3]
Hér far vi att . 3 13
L, = sup —:‘—‘:14,
I e 2 a? 2 4 /

vilket medfér att L, < 1. Vidare géller att g : [2,3] — [2, 3], och alltsa &r funktionen en kontraktion.
d) I =3,4]

Har far vi att
1 3

L:sup2 2

z€[1,2]

och dérmed Ly < 1. Dock géller att g(3) = 5/2 ¢ [3,4], vilket ger att g ej &r en kontraktion.

1 3
=|=-"|=5/16
’2 16‘ /16,

6vning 6.13

Bestam en approximativ 16sning till ekvationen genom att utfora tre iterationer i fixpunktsalgoritmen
(manuellt). Tag g(x) = z + af(x) med f(x) = VL — HL med z¢ = 1 och vilj a = —0.1.

a) 2% =2
Vi far f(z) = 22 — 2 och har startgissning o = 1. Med o = —0.1 ges
r1 =0+ af(re) =1-0.1(12 = 2) = 1.1,
Ty =21 +af(r) =1.1-0.1(1.1% = 2) = 1.179,
r3 =19 + af(vg) = 1.179 — 0.1(1.179% — 2) = 1.2399959.
b) z3 =2
Vi far f(z) = 23 — 2 och har startgissning zo = 1. Med o = —0.1 ges
x1 =0+ af(re) =1-0.1(1° — 2) = 1.1,
o =21 +af(z) =1.1-0.1(1.1° - 2) = 1.1669,
13 = 19 + af(r9) = 1.1669 — 0.1(1.1669% — 2) = 1.2080084068691.
c) 2%+ 722 =8z +1
Vi far f(z) = 2% + 72? — 8z — 1 och har startgissning 2o = 1. Med a = —0.1 ges
v =x0+af(re) =1-01(1°+7-1>-8-1—-1)=1.1,
ry=x1+af(z)=11-01(1.1° +7-1.12 = 8- 1.1 — 1) = 1.071949,
T3 = x9 + af(22) = 1.071949 — 0.1(1.071949° + 7 - 1.071949% — 8 - 1.071949 — 1) ~ 1.0836187.

d) (x —0.01)(z+10)=0

10



Vi far f(z) = (z — 0.01)(x + 10) och har startgissning g = 1. Med o = —0.1 ges

x1 =29 + af(xg) =1—-0.1(1 — 0.01)(1 + 10) = —0.089,
xo = a1 + af(x1) = —0.089 — 0.1(—0.089 — 0.01)(—0.089 + 10) = 0.0091189,
x3 = x9 + af(xs) = 0.0091189 — 0.1(0.0091189 — 0.01)(0.0091189 + 10) ~ 0.010000803.

6vning 6.14

Bestdm en approximativ 16sning till ekvationen z? + 22 = 1 genom att utfora tre iterationer i
fixpunktsalgoritmen (manuellt). Tag g(x) = x + af(x) och xo = 1.

a) a=0.1

Vi har f(z) = 22 + 22 — 1 och startgissning g = 1. Med o = 0.1 far vi

vy =x0+af(re) =1+01(12+2-1-1) =12,
Ty =21 +af(r)) =1.2+0.1(1.22 +2- 1.2 — 1) = 1.484,
T3 =9 + af(va) = 1.484 + 0.1(1.484% + 2 - 1.484 — 1) = 1.9010256.

b) a = —0.1
Vi har f(z) = 22 + 22 — 1 och startgissning g = 1. Med o = —0.1 far vi

r =20+ af(z) =1-01(124+2-1-1) = 0.8,
zy =21 +af(z;) = 0.8 —0.1(0.82 42 0.8 — 1) = 0.676,
x3 = o9 + af(z2) = 0.676 — 0.1(0.676% 4+ 2 - 0.676 — 1) = 0.5951024.

c) a=00
Vi har f(z) = 2% + 22 — 1 och startgissning xg = 1. Med « = 0.0 far vi

1 =x0+af(zo) =1+0.0(1%+2-1-1) =1,
ry=x1+af(z)=1+001>4+2-1-1) =1,
r3 =129 +af(re) =1+001%+2-1-1)=1.
d)a=1
Vi har f(x) = 2% + 22 — 1 och startgissning x9 = 1. Med a = 1 far vi
1+(1%4+2-1-1) =3,
3+(3%2+2-3-1)=17,
17+ (172 +2-17—1) = 339.

x1 = x0 + af ()

x2 =21 + af(xy)

x3 = Ty + af (x2)

6vning 6.15

Rita ett diagram som illustrerar tre iterationer i fixpunktsalgoritmen fér funktionen g. Tag xg = 0.75.
Rita funktionen g tillsammans med grafen for y = 2 och markera iterationerna i diagrammet.

11



a) g(x) = 0.5z

b) g(x) = 2x

c) g(z) =22 -1

0.6 |-

0.4

Q
e 5
= |l
B

10

0.2

0.4

0.6

0.8
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d) g(z) = 2(1 - x)

1
y =
— g(x)
0.8 |- |
0.6 [ |
0.4 - |
0.2 |- |
0 | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
évning 6.16
Formulera Newtons metod for ekvationen.
a) 22 =2
Newtons metod ar en fixpunktsiteration pa formen

f(@n)

T T T (g,
n

n=0,123,..,

med givet startvirde xo € R. Vi har f(x) = 2% — 2 och didrmed f'(x) = 2z. Newtons metod blir
alltsa

2 —2
Tyl = Ty —
+ 2%,
b) z3 =2
Vi har f(z) = 23 — 2 och diirmed f/(z) = 32%. Newtons metod blir alltsa
x> —2
Tyl = Ty —
i 3x2

c) 2° + 72?2 =8z +1
Vi har f(x) = 2% + Tz — 8z — 12 och dérmed f’(z) = 5z* + 14z — 8. Newtons metod blir alltsa

x5 + 722 — 8z, — 1
S5zt 4+ 14z, — 8

Tnyl1 = Ty —
d) (z —0.01)(x+10)=0
Vi har f(z) = (x — 0.01)(z 4+ 10) och darmed f'(z) = 2z + 9.99. Newtons metod blir alltsa

(2 — 0.01) (2, + 10)
2x, +9.99

Tn+1l = Tn —

13



évning 6.17

Bestam en approximativ 16sning till ekvationen genom att utfora tre iterationer i Newtons metod
(manuellt) med 2o = 1. (Metoden finns for varje ekvation i foregaende uppgift).

a) 22 =2

Vi utfor metoden som ér skriven i Ovning 6.16a.

2 2
a2 —2 12 -2
= 20— =1- =15
T 2.1 ’
2 2
a2 =2 152 -2
= — =15— ——— =~ 1.4166667
T o T %15 ’
2-2 1.41666672% — 2

b) 23 =2

Vi utfér metoden som #r skriven i Ovning 6.16b.

x§ —2 13 -2
3 3
-2 1.33333% —2
3 3
Ty —2 1.26389° —2

c) 2%+ 722 =8z +1

Vi utfor metoden som #r skriven i Ovning 6.16c¢.

5 2 5 2
xy+ Txg—8xrp—1 1°+7-12-8-1-1
= 20 — —1- — 1.090909...
T T T T — 8 514+ 14-1-8 ’
5 2 5 2
2%+ T2 — 8y — 1 1.09091° + 7 - 1.090912 — 8 - 1.09091 — 1
=z - = 1.09091 — ~ 1.080574,
T T T T g, — 8 ) 5-1.000914 + 14 - 1.09091 — 8
5 2 5 2
5+ Tl — 8z — 1 1.080575 + 7-1.080572 — 8 - 1.08057 — 1
=2y — = 1.08057 — ~ 1.0804215.
T T T T 4, — 8 805 5-1.08057% + 14 - 1.08057 — 8
2

d) (x—0.01)(z+10)=0
Vi utfér metoden som &r skriven i Ovning 6.16d.
(2o — 0.01)(zo + 10) (1—0.01)(1+ 10)
=29 — =1- ~ 0.091743
1= 220 + 9.99 2-1+9.99 ’
(1 — 0.01)(x1 + 10) (0.091743 — 0.01)(0.091743 + 10)

~ (0.091743 — ~ (0.010656,

= 221 + 9.99 2-0.091743 + 9.99
(22 — 0.01) (s + 10) (0.010656 — 0.01)(0.010656 -+ 10)
— ~ 0.010656 — ~ 0.010000043.
T3 =2 229 + 9.99 2-0.010656 + 9.99
6vning 6.18

Formulera Newtons metod for ekvationen.
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a)z?+x+1=0
Vi har f(z) = 2% + 2 + 1 och dérmed f'(x) = 2z + 1. Newtons metod blir alltsa

2 4+, +1

B |
n

b) x = cos(x)
Vi har f(z) = 2 — cos(x) och ddrmed f'(x) =1+ sin(x). Newtons metod blir alltsa

Ty — cos(zy,)

Intl = T sin(z,)

c) 2> +2x+1=0
Vi har f(z) = 22 + 22 + 1 och dirmed f'(z) = 2x + 2. Newtons metod blir alltsa

22 4+ 2z, +1

Tpn+l = Tn — 2%, + 2
n

d) 4sin?(rx) 4+ 1 = 4sin(mz), = € [0,1]
Vi har f(z) = 4sin®(rx) — 4sin(rz) + 1 och dirmed f'(x) = 8msin(rx) cos(rz) — 4w cos(rx) + 1.
Newtons metod blir alltsa
4sin®(rx,) — 4sin(rz,) + 1
87 sin(mxy, ) cos(mxy,) — 47 cos(mwxy,)

Tn+l = Tp —

évning 6.19

Bestam en approximativ 16sning till ekvationen genom att utfora tre iterationer i Newtons metod
(manuellt) med z¢p = 1. (Metoden finns for varje ekvation i féregaende uppgift).

a)zl+z+1=0

Vi utfor metoden som &r skriven i Ovning 6.18a.

x_x_x3+a:0+1_ _12+1+1_0
P 200 +1 2-1+1
x—x—x%—'_xl—’_l— 702—1—04-1_71
2 201 +1 2.0+1
e @4+l (1P -141 0
ST Top 1 2-(-)+1
b) x = cos(x)
Vi utfor metoden som &r skriven i Ovning 6.18b.
g xo — cos(zp) 1 1 — cos(1) ~ 0.750364
! 0 1+ sin(zo) 1+sin(1) ' ’
x1 — cos(x1) 0.750364 — cos(0.750364)
=z, — ———2 ~0.750364 — ~ 0.739113,
2T T T  in(ay) 1+ sin(0.750364)
X9 — cos(z2) 0.739113 — co0s(0.739113)
=29 — ——F = x0.739113 — ~ 0.73908513
T3 T T sin(a) 1+ sin(0.739113) ’
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c)z?+2x+1=0

Vi utfor metoden som ér skriven i Ovning 6.18c.

x3+210+171712+2~1+17

T T+ 2 2142 0,
x_x_x%+2x1+1_ _024-2-0+1__05
2 2r1 +2 2.0+2 7
2 2
x5+ 2m9 + 1 (—0.5)*+2-()+1
= _—— = —0.5 - — _0.75.
T T T e 1 2 205 (—0.5)+2

d) 4sin?(rx) 4+ 1 = 4sin(rz), = € [0,1]

Vi utfor metoden som &r skriven i Ovning 6.18d.

B 4sin®(rxg) — 4sin(rzg) + 1
8 sin(mwag) cos(mag) — 4w cos(mxg)
4sin?(m-1) —4sin(r-1) + 1

=1- ~ 0.9204225
8msin(m - 1) cos(m - 1) — 4w cos(m - 1) ’

r1 = 2o

4sin®(rxy) — 4sin(rz;) + 1
 8msin(maxy) cos(may) — 4w cos(mxy)
Asin?(r - 0.9204225) — 4sin(r - 0.9204225) + 1
8 sin(7 - 0.9204225) cos(m - 0.9204225) — 47 cos(m - 0.9204225)

4sin®(rxy) — 4sin(ray) + 1

ro = I

~ 0.9204225 — ~ (0.878931,

e T sin(mxg) cos(maa) — 4w cos(mxs)
4sin? (7 - 0.878931) — 4sin(m - 0.878931) + 1
~ 0.878931 — ~ 0.85686169.
8msin(7 - 0.878931) cos(w - 0.878931) — 4 cos(m - 0.878931)
évning 6.20

Rita ett diagram som illustrerar tre iterationer i Newtons metod fér ekvationen. Tag z¢ = 0.75.

a) z = 0.5z

For varje iteration har vi att vi f6ljer tangenten (linjiriseringen) for att vinna nésta iteration pa
z-axeln. Vi kollar for f(z) =  — 0.5z = 0. I det hér fallet foljer vi alltsa tangenten ner till z = 0
och stannar sedan dar i ovriga iterationer.
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0.4 |

—0.2 - |

—0.4 |

b) x = 2x
Har kollar vi for f(xz) = # — 2 = —x = 0. Likadant hér hamnar vi direkt i + = 0 och 6vriga
iterationer ger sedan = = 0.

0.5 - .

—0.5 - .

c)r=xa2-1
Vi kollar for f(z) =2 — 2% +1=0.

2 T T T
ros—
9| ,
76 | | | \
0 1 2 3 4
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d)z=z(1-2)
Vi kollar f(z) =z — (1 —z) =22 =0.

1

0.5 |

0\

° 04 =02 0 02 04 06 08 1

6vning 6.21

Verifiera att uppskattningen i Sats 6.4 ar uppfylld efter tre iterationer med bisektionsalgoritmen f6r
ekvationen enligt Ovning 6.7.

a) 2% =2

Enligt Sats 6.4 sa konvergerar bisektionsalgoritmen ”linjart” mot en rot Z € (a, b) enligt
|Z —dn| <27 —a), n=1,23,..

Fran Ovning 6.7a har vi att for n = 3 fatt fram &3 = 1.375. Roten till flx) = 2% —2 =0 ges av
T = +/2 (dven —v/2 men vi kollar intervalet [a,b] = [0,2] i 6vningen). Enligt satsen ska alltsa

1
V2 —1.375| <27GFD(2 —0) =273 = @

vilket &r samma sak som olikheten 0.039 < 0.125, vilket stammer.
b) 2% =2
Fran Ovning 6.7b har vi fatt &5 = 1.375. Vi har allts att

V2 —1.375| < 27 CG+D(2 - 0) = 0.125,

vilket &r samma sak som 0.115 < 0.125, vilket stammer.
c) 2%+ 72?2 =8z +1
Fran Ovning 6.7c har vi fatt 25 = 1.125. Vi har alltsa att

1.080 — 1.125| < 2=V (2 — 0) = 0.125,

vilket ar samma sak som 0.045 < 0.125, vilket stdmmer.

d) (z —0.01)(z + 10) = 0
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Fran Ovning 6.7d har vi fatt #5 = 0.125. Vi har alltsa att
0.01 — 0.125] < 2-GFD(2 — 0) = 0.125,

vilket ar samma sak som 0.115 < 0.125, vilket stdmmer.

évning 6.22

Bestdm ett approximativt vérde pa Lipschitz-konstanten L, i Sats 6.5 genom att evaluera ¢’ i
startpunkten, sista iterationspunkten och fixpunkten. Verifiera att uppskattningen (6.46) i Sats 6.5
ar uppfylld efter tre iterationer med fixpunktsalgoritmen for ekvationen enligt Ovning 6.13.

a) 22 =2
Vi har i Ovning 6.13 att g(z) = = + af(x) med o = —0.1. Alltsa &r ¢’(z) = 1 — 0.2z, Vi far da i

varje punkt att
g(1)=0.8, f'(1.240) = 0.752, ¢'(V/2) ~0.717.

Vi tar storsta virdet som var approximativa Lipschitz-konstant, dvs Ly ~ 0.8. Enligt Sats 6.5 har
vi efter n iterationer att
| — x| < Ly|Z — 20l

Vi har alltsa att
|V2 —1.240] = 0.174 < 0.8%|v/2 — 1| = 0.212,

vilket stammer.
b) z3 =2
Fran Ovning 6.13b &r ¢/(z) = 1 — 0.322. Vi far da i varje punkt att

g'(1) =07, f(1.208) ~ 0.562, ¢'(V2)~ 0.524.
Vi tar storsta vardet som var approximativa Lipschitz-konstant, dvs L, ~ 0.7. Vi har alltsa att
|V/2 — 1.208] = 0.052 < 0.7%|v/2 — 1| = 0.089,

vilket stammer.
c) 2+ 722 =8z +1
Fran Ovning 6.13c &r ¢/(z) = 1 — 0.52* — 1.4z 4 0.8. Vi far da i varje punkt att

g'(1) = —0.1, f/(1.084) ~ —0.408, ¢'(1.080) ~ —0.392.

Vi tar storsta vérdet (till belopp) som var approximativa Lipschitz-konstant, dvs L, ~ 0.408. Vi
har alltsa att
|1.084 — 1.080| = 0.004 < 0.408%|1.080 — 1| = 0.0054

vilket stammer.
d) (z — 0.01)(z + 10) = 0
Fran Ovning 6.13d ér ¢/(z) = 1 —0.1(z + 1042 —0.01) = 1 —0.1(2z +9.99). Vi far da i varje punkt

att
g’(l) = —0.199, f’(0.0l) ~ —0.001, g’(0.0l) ~ —0.001.
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Vi tar storsta vérdet (till belopp) som var approximativa Lipschitz-konstant, dvs Ly ~ 0.199. Vi
har alltsa att
|0.01 — 0.010000803| = 8.03 x 10~7 < 0.199%]0.01 — 1| = 0.0078

vilket stdmmer.

évning 6.23

Bestam ett approximativt varde pa konstanten M i Sats 6.6 genom att evaluera f’ i startpunkten,
sista iterationspunkten och fixpunkten. Verifiera att uppskattningen (6.50) i Sats 6.6 ar uppfylld
efter tre iterationer med Newtons metod for ekvationen enligt Ovning 6.17.

a) 22 =2

Enligt Sats 6.6 ges foljande uppskattning for Newtons metod efter n iterationer
|Z — &, < M|f(xn)], n=0,1,2,..

dir M = max; 1/|f'| for givet intervall I. Vi har f(z) = 22 — 2 och dirmed f’(z) = 2z. Dirmed
ges att
(1) =2, f/(1.4242) = 2.8484, f'(V2) = 2V/2,

och alltsa approximerar vi M = 1/|2| = 0.5. Vi har ddrmed att

|V2 — 1.4142157| = 2.13 x 107° < 0.5[1.41421572 — 2| = 3.02 x 10~°,

vilket stammer.
b) 2% =2
Vi har f(z) = 2% — 2 och dérmed f’(z) = 3z2. Dirmed ges att

(1) =3, f(1.2599) = 4.762, f'(V2) = 4.7622,
och alltsa approximerar vi M =~ 1/|3] ~ 0.333. Vi har ddrmed att
|V/2 — 1.2599335| = 1.25 x 107° < 0.33333|1.2599335° — 2| = 1.98 x 107°,

vilket stammer.
c) 2® + 722 =8z +1
Vi har f(z) = 2° + 722 — 8¢ — 1 och diirmed f'(x) = 52% + 142 — 8. Diirmed ges att

F/(1) =11, f/(1.0804215) = 13.939, f/(1.08042) = 13.939,
och alltsa approximerar vi M ~ 1/|11| &~ 0.0909. Vi har ddrmed att

|1.08042150933891 — 1.080421541909| = 3.26 x 10~°
< 0.09091[1.080421542° + 7 - 1.080421542% — 8 - 1.080421542 — 1
A~ 4.14 x 1078,

vilket stammer.

d) (z —0.01)(z + 10) = 0
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Vi har f(z) = (z — 0.01)(x + 10) och dédrmed f'(x) = 2z + 9.99. Dérmed ges att
£/(1) =11.99,  f/(0.0100) = 10.01, f(0.01) = 10.01,
och alltsa approximerar vi M = 1/]|10.01] ~ 0.0999. Vi har ddrmed att

|0.01 — 0.010000043| = 4.3 x 10~®
< 0.0999](0.010000043 — 0.01)(0.010000043 + 10)|
~4.3x1078,

vilket stdmmer.

évning 6.24

Bestdm antalet iterationer som krévs for att 16sa ekvationen med bisektionsalgoritmen enligt Ovning
6.7 med en noggrannhet av 1 x 10715,

a) 2 =2
Vi vill alltsa att \\/5 —ip| <1x 10715, Fran Sats 6.4 har vi att bisektionsalgoritmen konvergerar

enligt
|Z — &y <27 (h — a),

och i och med att vi har intervallet [a,b] = [0, 2], s& far vi att
V2 — i, < 27D .2 =27,
Da &r fragan for vilket n vi har att 27" < 10715, vilket 16ses av

151n(10)
In(2)

27" <107 = —nln(2) < -15In(10) = n > ~ 49.83,

och alltsa ar antalet iterationer som kravs n = 50.
b, c, d)

For alla dessa uppgifter géller att konvergensen ges av < 27" och ar alltsa oberoende av givna
ekvationen. Svaret blir alltsa for alla uppgifterna n = 50.

évning 6.25

Bestam antalet iterationer som krévs for att 1osa ekvationen med fixpunktsalgoritmen enligt Ovning
6.13 med en noggrannhet av 1 x 10~'°. Se Ovning 6.22 for uppskattning av Lipschitz-konstanten.

a) 22 =2

Konvergensen ges enligt Sats 6.5 av
| — x| < Ly|Z — 20l

1 6.22a uppskattade vi L, ~ 0.8, och vi ska dédrmed l6sa olikheten

10~15
1071 In (m—u)
0.8"vV2—-1/<107% —= nn(0.8)>In|{— | = n>—"""1 ~150.8,
|\f | < nIn( )_n(|\/§—1|> n > n(0.8)
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vilket ger att antalet iterationer som krévs &r n = 151.
b) 23 =2
16.22b uppskattade vi Ly ~ 0.7, och vi ska ddrmed 16sa olikheten

3 15 1071 ln(|1‘“‘"}2_1i\>
0.7"v2 -1 <107 = nln(0.7)>h| ——— | = n> —""""2 x~93.06
| < nin(0.7) 2 n(WE_u) "= T (07)

vilket ger att antalet iterationer som krévs ar n = 94.
c) 2+ 722 =8z +1
1 6.22c uppskattade vi Ly ~ 0.408, och vi ska ddrmed l6sa olikheten

1 15
10715 1n<|1.080471|)
408™(1.0804 — 1| < 10715 In(0.408) > In | ———— > ————= = 35.71
0.408"[1.0804 — 1] < 107 — n1n(0.408) > n(|1.0804_1> = n> i S 8T

vilket ger att antalet iterationer som kravs ar n = 36.

d) (x—0.01)(z+10)=0
1 6.22d uppskattade vi Ly ~ 0.199, och vi ska darmed losa olikheten

—15

10~1 In (\0.01—1|>
.199™0.01 — 1] < 1071 In(0.199) > In (| —— >N 91,
0.199"0.0 | <10 — n1n(0.199) > n<|0.01_1> — n> (0.199) 387

vilket ger att antalet iterationer som kréavs ar n = 22.
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