Laboration nr 3 (J.L. juni 97)

Vilj ut tva av ekvationerna i bifogade férteckning och studera dem.
1. Betrakta foljande allménna version av Volterra-Lotkas jigar-byte modell:

{ v = (1 —pye)ys — quyl,
yé = (—1 -I-pzyl)yz — qw%

Undersok med hjéilp av datorn sddana parameterval for vilka (1,1) dr en asympto-
tiskt stabil jamviktspunkt! Vilka parameterviirden ger stabilitet men inte asympto-
tisk stabilitet?

2. Relativistiska planetbanor
Enligt Einsteins relativitetsteori & den kraft som paverkar en kropp med massan

m och hastigheten v lika med

mv’

(1 -2y

Hér dr ¢ ljushastigheten. Den relativistiska ekvationen for tvakropparsproblemet
(med koordinatsystemets origo placerat i den ena kroppen) dr da

mv’ X

(1= Dy xP

vilket ger systemet

x 3/2

mx" = ——<1 — k|x’|2>
[x[?

ddr k = 1/c*. Antag nu att rorelsen sker i ett plan s& att x = (2, 2s). Tag m =1

och rita ut banorna dels i fallet & = 0, (som ger planetbanor enligt Newton) och for

nagra positiva virden pa k. (Tag sméa virden, men inte for sma, for da syns inget.)

3. Ett begréinsat trekropparsproblem
Betrakta tva tunga kroppar och en mycket lidtt kropp, vars dragningskraft pa de
tva tunga kropparna kan férsummas. De tva tunga kropparnas rorelse beskrivs da
av 2-kropparsproblemet. Antag nu att alla tre kropparnas rérelse dger rum 1 ett
plan och att man i detta plan infoér ett rorligt koordinatsystem, dir de tva tunga
kropparna ligger i punkterna (—a,0) resp. (a,0). Om m; och my dr de tva tunga
kropparnas massor blir Newtons ekvation for den ldtta kroppen

T+ a T —a
(2" ") = _ml( - Y) —m2( . Y)
1 2

dér
r=+(x4+a)+y? rm=+(r—a)?+y?
Studera den ldtta kroppens dans! (Vilj i forsta hand my = mqg = 1).

4. Kommer minskligheten att 6verleva?
Foljande system dr ett forsok att beskriva spridning av en dodlig, langsam epidemi.

¥ = —pixy + poz,
y' = prxy — psy + pay,
2 = P33y — psz.
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Hér ar

x = antalet oinfekterade

y = antalet ej isolerade smittbérare

z = antalet isolerade smittbirare

Undersok hur maste parametrarna férhalla sig till varandra for att totalpopulationen
skall verleva? Ar det mojligt att vilja parametervirden sa att epidemin endast
drabbar en begrinsad del (sdg 20 procent) av befolkningen?

. Massor av spiraler
Foljande méarkliga system uppfanns av nagra experimentsugna studenter pa kursen:

{:1;’: —psin(z) + g cos(y?)

y' = rsin(x)
Rita manga banor som borjar forsta kvadranten. Varfor blir det pa detta viset?

. Kopplade fjidrar

Tva block dr fista med tre fjidrar. Den ena fjider fdster det ena blocket 1 en
vigg, den andra fister det andra blocket i en motstaende vigg och den tredje féster
de bada blocken 1 varandra. Om z; och x, dr de tva blockens avvikelse fran sina
respektive viloldgen och my, msy dr blockens massor, beskrivs detta kopplade system
av ekvationerna (férutsatt att man bortser fran friktion)

mlxlll = —k‘ll’l + kg(l’z — 1’1)

mgl'/zl = —kgl’g — kg(l’z — 1’1)

Studera blockens rorelser. Undersék ockséd vad som hdnder om man tar med friktion
i analysen.

. Dubbelpendeln

En pendel hdnger i en annan pendel, som i sin tur hinger i ett tak. Om man
bortser fran friktion och luftmotstand och endast rdknar med jordens dragningskraft
kommer denna dubbelpendels rérelse att beskrivas av foljande ekvation:

(my + m2)0) + m20) + (my + ma)gsinf; =0

m107 + ma0y + magsinfy =0

Hér antas bada pendlarna ha lingden 1, medan m; och my dr respektive massor
och 81 och 65 vinkelutslagen. Studera pendlarnas rérelser. Hur ser rérelserna ut om
man ldgger till limpliga friktionstermer?

. Ekologiska nischer
Foljande system forsoker beskriva samspelet mellan tre djurarter med populations-
storlekarna vy, y2, ya:

yi = yi- (1 —y1 —ays — bys)
yh = y2- (1 —bys —y2 — ays)
yh = ys- (1 —ays — bys — ys)

Man kan se a@ och b som matt pa samspelet mellan djurarterna. Sma virden pa
dessa parametrar svarar mot litet samspel (varje djurart haller sig i stort sett till sin
nisch), medan storre viarden svarar mot mer interaktion. En iakttagelse i naturen



10.

11.

ar att djurarter tenderar att scka sig till separata ekologiska nischer. Konfirmerar
denna modell en sadan iakttagelse? Finn nagra positiva parametervirden for vilka
alla arterna kan samexistera och nagra foér vilka arterna inte kan leva samman.
Undersok med datorns hjilp jamviktspunkter och deras egenskaper.

En matematikers framgang och mardrém

Matematikern Duffing hade en gang en svar natt. Ett virrvarr av kurvor snirjde ho-
nom och pa morgonen nér han vaknade hade de onda makterna placerat en méarklig
maskin pa hans nattduksbord. Maskinens lilla metalltunga stod dér och vibrerade
pa ett sdtt som paminde honom om hans mardrém. Duffing insag att de onda
makterna hade byggt denna sataniska lilla apparat bara for att évertyga honom om
att hans mardrom overtriffades av verkligheten. Metalltungans rérelse beskrivs av
foljande ekvation, som senare gjort honom berémd:

:zj"—l—ﬁx’—x—l—x?’:/,ccost

Rita nagra exempel pa Duffings mardromsbilder.

(Forslag pa parametervirden: 8 = 0.2,y = 0.3. Prova fler!).

Rita par av banor med niraliggande startpunkter. Hur langt ifran varandra ligger
banornas slutpunkter?

Hard fjider mot yttre kraft. Vem vinner?
Foljande ekvation beskriver rorelsen hos ett block fist med en hard fjader.

2" 4+ ar’ +x +bad = kcost
Fjaderns hardhet beskrivs av konstanten b. Tva fragor dr naturliga.

(a) Hur skiljer sig rorelsen fran den vanliga mjuka fjadern, da b = 0.

(b) Kan man astadkomma den typ av resonansfenomen som férekom i labbuppgift
1.2omb>07

Perversa modeller fér friktion

I den vanliga beskrivningen av rorelsen hos ett block fist i en fjider antar man att
friktionen dr proportionell mot hastigheten. Hér géller det att studera andra kanske
tankbara modeller for att beskriva friktionen. Antag att friktionen i stéllet dr f(a’).
Man far da ekvationen

2"+ f(2)+ bz =0

(inga yttre krafter). I standardmodellen har man f(u) = au. Testa hur rorelsen
hos blocket paverkas med olika andra val av funktion f. Ett djdrvt férslag som bor
provas dr f(u) = asign(u), ddr

I om u>0
sign(u) = 0 omu=0
-1 om u<0

(Varfor vinder sig Picard i sin grav?)

Varning: Datorn kan ta tid pa sig i denna uppgift. Vilj dartor inte ett stort virde
pa stoppTid i “pars.m”. Man kan skynda pa datorn genom att sinka berdknings-
toleransen genom att med kommandot steg sétta den numeriska toleransen = le-4.
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Jamvikt i férvandling
Studera ekvationen
"+ (x — 1):1;2 =p
och undersok hur jamviktspunkterna varierar vad avser stabilitetsegenskaper med
parametervirden varierande fran —0.1 till +0.1.

Konsten att fororena naturen med méatta

Ett sjosystem bestar av tre sjoar, Storsjon, Lillsjoén och Lagomsjon. Vid Storsjon lig-
ger numera ett pampigt reningsverk och vid Lillsjén lag till helt nyligen en oansenlig
industri. Lagomsjon omsluts av ett ljuvligt naturskyddsomrade. Under tio ars tid
har industrin sldppt ut det giftiga &mnet polyfyphan i Lillsjon. I dag har industrin
slagit igen och reningsverket tagits i drift. Om zy,22 och x5 d&r mingden polyfyp-
han vid tiden ¢ i sjparna Lillsjon, Storsjon resp. Lagomsjon sa anser man sig veta att

x'=Ax+b

—-0.10  0.10  0.04
A= 0.10 —0.15  0.00
0.00 0.05 —0.04

Termen b svarar mot utslippet under de foérsta 10 aren och reningen som féljer
direfter, sa att

10.00
b = 0.00 | om0 <t<10
0.00

0.00
b=| —0.1z; | om10<1¢
0.00

Beskriv utvecklingen av polyfyphan i Lagomsjon fram till i dag och i framtiden.

Pendeln med periodisk yttre kraft
Foljande ekvation beskriver en pendel som utsétts for en yttre periodisk yttre kraft:

2 4+ cx’ +sinae = Fcost

Studera pendelrorelsen for olika parametervirden.

(Exempelvis F' omkring 3, ¢ cirka 0.2).

Rita par av banor med niraliggande startpunkter. Hur langt ifran varandra ligger
banornas slutpunkter?

Katter pa rattan, rattan pa repet

Foljande sytem dr ett forsok att beskriva samspelet mellan tre djurarter, dir x
jagas av y som i sin tur jagas av z. Parametrarna dr valda sa att (1,1,1) &r en
jamviktspunkt, men det finns fler.

y'= (p2+psz—(p2+ps)2)y,

2= pi(—=1+y)=
Bestdam alla jamviktspunkter i den 6ppna forsta oktanten > 0, y > 0, z > 0.
Rita fasportritt i olika plan och dven i rummet (med hjéilp av kommandot tredim).
Underssk med datorns hjdlp stabilitetsegenskaperna hos jamviktspunkten (1,1, 1).



