Kapitel 1

System av ordinira
differentialekvationer

Vi skall hédr studera forsta ordningens homogena system av linjdra differentialekvatio-
ner med konstanta koefficienter. Huvudvikten liggs vid fallet att systemets matris dr
diagonaliserbar. Det generella fallet berors endast oversiktligt i sektion 4.3.

1.1 Inledande exempel

I detta kapitel skall vi studera ett allmént system av ordindra differentialekvationer av
formen

l’/l(t) = Cllll'l(t) + Cllgl'z(t) + ...+ Cllnl'n(t),
l’/z(t) = Clzll'l(t) + Clzgl’z(t) + ...+ Clgnl'n(t), (1 1)

2 (1) = aprx1(t) + anzxa(t) + . oo+ apnaa(t),

dar a;; dr konstanter och 0 < ¢ < oo. Vi kommer ofta att anta att funktionerna
x1(t), ..., x,(1) dr givna vid (tiden) t = 0, sa att

21(0) = ¢1,22(0) = g, ..., 2,(0) = ¢, (1.2)

For att gora det littare att beskriva den allmina teorin infér vi nagra naturliga beteck-
ningar. Vi avstar till en borjan fran att skriva ut variabeln ¢. Skriver vi x; avser vi alltsa
x1(t). Vidare infor vi matrisbeteckningar
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Systemet (3.1) kan d& skrivas

x' = Az,

medan begynnelsevillkoren (3.2) far formen (0) = c.
Exempel 1: (En tidskontinuerlig populationsmodell med tva djurarter)

Lat @ = x(t) beskriva storleken vid tiden ¢ av en djurart som &r bytesdjur for en viss
rovdjursart. Rovdjurspopulationens storlek beskrivs av funktionen y = y(¢). Vi skall nu
stdlla upp en enkel matematisk modell f6r samspelet mellan dessa tva djurarter.

Vi antar att om rovdjursarten inte fanns sa skulle bytesdjurens tillvixthastighet vara
proportionell mot storleken av populationen bytesdjur, d.v.s. 2’ = ax. Nérvaron av rov-
djursarten minskar emellertid tillvixten. Vi antar att tillvixtminskningen &r proportionell
mot rovdjurspopulationens storlek sa att ' = ax — by.

Utan bytesdjuren skulle rovdjursarten dé ut. Vi antar att y' = —d -y om = 0. Men
existensen av bytesdjur gor att rovdjursstamen kan vixa till sig med en hastighet som &r

proportionell mot storleken av populationen bytesdjur. Vi antar saledes att y' = cax — dy.

Samspelet mellan de tva djurarterna beskrivs saledes i denna modell av systemet

2’ = ax — by,
y' = cx —dy,

Exempel 2: Betrakta tre tankar som innehaller saltlésningar i olika koncentrationer.
Vattnet kan fldda mellan tankarna. I foljande diagram anger talen a;; andelen salt som
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flodar fran tank nr j till tank nr k& (per tidsenhet).

a
12

TANK 2

Lat nu x;(¢) vara saltmédngden i tank j vid tiden ¢. Vi antar att saltméngden vid tiden
t =0 dr kind i de tre tankarna, sa att z;(0) = ¢;. Tillvixthastigheten for saltméngden i
tank 1 &r da

!
] = —(a12 + ar3)x1 + azi g + asyas.
o .. .. ! !
Pa samma sitt dr «f, = —(a2;+ag3)xe+a1221+a1323 och 25 = —(as1+as2)rs+a13r1+agsxs.
Vi far alltsa systemet
r_
= —(ai2 + a13)2y Fag1x +asi s,
!
T arery  —(ag + azs)y +aszx3,
!
Ty 1371 +agsry  —(asy + asz)xs,

dér
1'1(0) == Cl,l’Q(O) == CQ,$3(O) = C3.
Exempel 3: Betrakta ett linjart system av ordningen 2, d.v.s.

o
{ T] = @117y + a2y,

o
TH = A1) + ag2%9.

Om man fixerar virdena vid tiden ¢t = 0, sa att

1'1(0) = Cl,$2(0) = C3,

s& kommer (x2(1), 29(t)) att beskriva en kurva i planet med bérjan i (¢q, ¢3). Denna kurva
har tangentriktningen (x, 2}) = (a1121 + a2122, @211 + ag222) 1 punkten (xy, x5). Genom
att rita ut dessa tangentriktningar kan man fa en uppfattning om hur 16sningskurvorna
ser ut. I figuren nedan har vi riktat ut riktningsfilt och en lsningskurva fér systemet
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{ ] = —0.521 + a9,

xh = —x1 — 0.52.
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Exempel 4: En andra ordningens linjér differentialekvation y” 4 ay’+ by = 0 kan skrivas

som ett férsta ordningens system. Satt ndmligen

!
1 =Y, To =Y.

Da ar zf =y’ = x5 och ¢}, = y" = —ay’ — by d.v.s. ¢}, = —ax; — axy. Alltséd dr
!
" / . Ty = T2,
Yy +ay +by—0<:>{ )= —ba, — azs.

Ovningar (avsnitt 3.1)

1. Foljande figur beskriver utbytet av ett giftimne mellan tre sjoar. Vid tiden ¢ = 0

finns 100 kg av giftaimnet 1 den forsta sjon. Skriv upp ett system av ordinéra

differentialekvationer som beskriver har utbytet av giftimnet gar till.

2. Systemet

S T2
rh= —x1+ 21y

ar ekvivalent med en andra ordningens linjar homogen differentialekvation. Utnyttja

detta for att finna alla 16sningar till systemet.
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3. Antag att n x n-matrisen A har egenvirdet 0. Visa att systemet ' = Az har minst
en icke-trivial 16sning som &r konstant.

4. Skriv ekvationen y"” + 2y” + 3y” + ry = 0 som ett system genom at inféra de nya
funktionerna

7 "
=Y, L2 =Y ,T3=1Y .

1.2 Systemet 2’ = Az, A diagonaliserbar

Vi paminner ldsaren om definitionen av egenvirden och egenvektorer till en matris A. Ett
tal Ao (reellt eller komplext) dr ett egenvirde till A om det finns en vektor v sadan att

Av = XNv, v #0. (1.3)

Varje sadan vektor v kallas en egenvektor till egen virdet Ag. Systemet (3.3) dr ekvivalent
med det homogena systemet (A — A\g/)v = 0. Darfor dr Ay ett egenvirde da och endast
da detta homogena system har en icke-trivial 16sning. Det innebér att Ao dr ett egenvirde
da och endast da Ag dr en rot till ekvationen

det(A — AI) = 0. (1.4)

(Lasaren har mojligen sett (3.4) skriven pa formen det(A] — A) = 0, men det &r bara en
ekvivalent beskrivning ty det(Al — A) = (—1)"det(A — AI). Eftersom det(A — Aol) dr
ett polynom av graden n sa finns n rotter, d.v.s. n egenvirden, varav da vissa kan vara
lika. Antag nu at Ay,..., A, dr egenvirdena till A. Till varje egenvirde ordnar vi da en
egenvektor. Om f; &r en egenvektor till egenvirdet A; sa géller alltsa

A.fj:)‘jfjv .fj7£0'

Vi sédger att A dr diagonaliserbar om vi kan vilja egenvektorerna f,..., f, sa att de
bildar en bas 1 R™ kan da pa ett entydigt sétt skrivas € = di f, + ...+ d,. f,,.

Sats 1 Antag att A dr diagonaliserbar med egenvirdena Ay, ..., A\, och att f,,.... f, dr
en bas av motsvarande egenvektorer till A. Da kan varje l6sning till systemet

x = Ax

skrivas

®=deMf +dy Fo 4+ de™f
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dir dy,dsy, ..., d, dr godtyckliga tal.

Bevis: Om @« = @(¢) 4r en godtycklig vektor i R sa kan vi pa ett entydigt sitt skriva

=601 +&Of+.. .+ LT,

Om nu Af, = A; f; sa ér

Ax

GAF +&MASf, .+ GAS,
MG Fr+ X&)+ () S,

Vidare &r
=G0+ &) f+ .+ G F
Dirfor dr systemet &' = Ax ekvivalent med likheterna
() =N&(), j=1,2,...,n.
Enligt Sats 1.1 har dessa ekvationer 16sningarna
() =dje™, j=1,2,...,n.

Detta ger satsen.

Exempel 1: Vi skall 16sa systemet & = Az, 2(0) = ¢, om

-[4 2] 1)

Den karakteristiska ekvationen &r

—1-A -9
4 —1-A

‘:(A—|—1)2—36:0.
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Egenvirden ar alltsa Ay = —7, Ay = 5. For at finna motsvarande egenvektorer f, och f,
l6ser vi systemen (A\;1 — A)f. = 0. Om j = 1 dr detta systems totalmatris

e

Alltsa kan vi vélja t.ex. f; = (3,—-2). Analogt far vi f, = (3,2). Enligt sats 3.1 &r
l6sningarna till ® = Ax alltsa

-7t 5t
®=de " f Fdye®f, = [ 3dve™" 4 3dze } )

—2d1€_7t + 2d2€5t
Héar kan dy och dy villjas fritt. Begynnelsevillkoret &(0) = ¢ ger emellertid att

2(0) = | 303k ] _[1
T —2di+2dy | Tl 1]

Detta ger dy = —1/12,dy = 5/12. Den sokta 16sningen &r alltsa

= [ T

i -7t | 5 5t
¢€ e

1 -7t | 5 5t
—3¢ "+ e,

xl(t) 1
xo(t) —ée‘” + %e5t

Exempel 2: Vi forsoker 16sa systemet &’ = Az, dir

B4 2
A==-| 4 13 -2
91 22 2 10

Detta dr en symmetrisk matris. Eftersom alla saidana matriser dr diagonaliserbara kommer
vi att lyckas nér vi forsoker anvinda Sats 3.1. Vi berdknar forst egenvirdena till 9A.
Egenvirdena till A far vi sedan genom att dividera med 9.

13-X 4 —2 9—X 0 209-))
4 13=X =2 |=| 0 9-=X 209-X) |=(9-X)18=)).
—2 —2 10—\ -2 =2 10-X
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Matrisen A har alltsa egenvirdena 1, 1, 2. Vi stker nu egenvektorerna.

A1 = Ay = 1: Egenvektorerna ligger alla i planet 2z, 4+ 2z — x3 = 0. Som egenvektorer
kan vi t.ex. vilja

fl = (17_170)7f2 :(07172)

As; =2: Eftersom matrisen dr symmetrisk maste varje egenvektor till egenvirdet 2 vara
orgogonal f; och f, d.v.s. mot planet 2z + 225 — 23 = 0. Darfor dr f5 normal till detta
plan. Vi kan alltsa ta f3 = (2,2, —1).

Vi har nu att 1osningarna till systemet @ = Ax &r

dlet —|—2d3€2t
&r = dletfl + dzeth + d3€2tf3 = (—dl + dg)et —|—2d3€2t
2d2€t _d3€2at

dir dy, ds, d3 kan viljas godtyckligt.

Exempel 3: Aven komplexa egenvirden och egenvektorer kan forekomma. Hir ett ex-
empel pa det. Vi sétter

-1 -9
=[]
Vi har da att
—1-A 9 B 9
S8 e
Egenvirdena dr darfor Ay = —1—61, Ay = —146:. For att berdkna motsvarande komplexa

egenvektorer skall vi losa systemen (A;1 — A)f; = 0. For j = 1 far vi ett system med
6 —9
4 61

En egenvektor dr f, = (3,2:). Som egenvektor till egenvirdet —1 4 6: kan vi vilja
f 2 =(-3,2i). Systemet @’ = Ax har alltsa l6sningarna

totalmatrisen

. . —6it 6it
a(l) = e (die™ f | + dye®™ ) = ¢ { 3die 3dae

2@d1 6_6# + 2@6[2 66#
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Om vi enbart &r intresserade av reella 16sning maste vi skriva om denna 16sning. Obser-
verar vi att

Bt — cos(6t) + ¢ sin(6t)
et = cos(6t) — i sin(6t)
far vi
edie™ % — edye® = e((dy — dy) cos(6t) —i(dy + dg) sin(61))
2idye %" + 2idy et = 2(i(dy + dz) cos(6t) 4 (dy — dy) sin(6t))
Hér kan vi vilja dy, dy godtyckligt, d&ven med komplexa virden. Sétt da
A:dl—dg, B:Z(d1+d2)
dvs | .
Det betyder att
3dye70" — 3d,et = 3(Acos(6t) — Bsin(6t))
2id, e 4+ 2idye™0 = 2(B cos(6t) + Asin(6t))

varav
3(Acos(6t) — Bsin(6t))

2(B cos(6t) + Asin(6t))

Aven hir kan vi vélja A och B fritt. Tar vi da A och B reella blir 16sningen x(¢) ocksé
reell.

x(t) =e!

Ovningar (avsnitt 3.2)

1. Los foljande tva system
2) ¥ =6x+2y, x0)=1,
y'=—2r+y, y(0)=1,

b) { ¢ =x-2y, x(0)=1,
y=x—y, y(0)=0.

2. Matrisen till foljande system har egenvirden 2,0.5, —1. Finn alla losningar!

= 1y 4+ a4
xh = — 13
rh= x1 — a2+ 0523
3. Satt
-2 1 0 1
A= 1 -2 11, =10
0 1 =2 1
Visa att A har egenvirdena —2 och —2 #+ /2. Anviind detta for att 16sa begynnel-
sevirdesproblemet
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4* Betrakta systemet x’ = Ax + b. Antag att A &dr diagonaliserbar med egenvirdena
A, ..., A, och motsvarande egenvektorer fy, ... f,. Visa att alla 16sningar kan skrivas

x(t) = dyeMy + .. 4 d, e, 4 x, (1)

dér
x,() =& (O + ...+ & (D,

Bestdm sedan &;(1), ..., &, () uttryckta med hjilp av b och egenvirdena Ay, ..., A,.

5* Antag att A dr en diagonaliserbar n x n-matris och att f,,..., f, & en bas av

egenvektorer med negativa egenviirden —w?, ..., —w?. Betrakta systemet " = A.

Visa att varje 16sning kan skrivas

n

(1) = Y (¢ cos(w;t) + djsin(w;t)) f,

i=1

dér ¢, d; dr godtyckliga konstanter.

1.3 Diskussion 1 det alllmanna fallet

I resten av detta kapitel skall vi diskutera systemet & = Ax utan att gora nagra speciella
antaganden om matrisen A. I denna sektion tédnker vi beskriva i stora drag har teorin &r
uppbyggd. En huvudroll spelar hir Cayley-Hamiltons sats.

Betrakta begynnelsevirdesproblemet

' = Az, z(0) = c. (1.5)

Antag att @ dr en losning till (3.5). D& dr funktionerna x4,...,x, deriverbara pa [0, c0).

Dérfor ger (3.4) dels att 2'(0) = Ax(0) = Ac, dels att
"’ = Ax' = AAe = A%z.
Det fsljer att @(0) = A%c. Upprepad derivation ger sedan att

2 (0) = Afe, k=1,2,3,....

Man kan hdr komma att tdnka pa Taylors formel. Om y #r en skaldr funktion (som
uppfyller vissa forutsittningar) sa géller

2

1) = (0) + 1/ (0) + Ly0) + Ly0) + .
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Nu tillater vi oss at utan vidare kommentar tillimpa denna formel pa den vektorvirden
funktionen «. Vi far da

2 3

t t
x(t) = «(0)+t2'(0)+ Ew”(()) + Tk
12 A

3!

O0)+...=

t?
= c—l—tAc—l—EAzc—l— c+....

Sétter vi A = I = enhetsmatrisen av typ n x n, kan vi skriva

t? 3
xz(t)= ([ +tA+ EAQ + §A3 +...)e.

Med tanke pa exponentialfunktionens Taylorserie

t £y, 1 A
e :1—|—ta—|—aa —|—§a —I—...:ZHG,
k=0
dr det naturligt att nu sitta
tA 2oy s A
e :1+tA+aA +§A +...= HA' (1.6)
k=0

Losningen till (3.5) skulle da helt enkelt skrivas @(t) = ¢"‘e. Man kan bevisa foljande
allménna sats.

Sats 2 Lat A vara en n X n-matris. Da har systemet

{a:’(t):Aa:(t), t>0
z(0)=c

en entydigt bestimd l6sning for varje ¢ € R™. Denna l6sning kan skrivas

Vi avstar fran att genomfora beviset. Lat oss i stéllet diskutera hur satsen kan anvindas
for att i praktiken berikna @(¢). I princip maste man tydligen berdkna A* for varje
naturligt tal k, for att ddrefter berikna . Detta verkar vara en 6verminsklig uppgift.
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Om A #r diagonaliserbar kan vi emellertid enkelt berdkna @(¢) (och ddrmed indirekt dven
¢4) med hjilp av sats 3.1. Detta forhallande antyder att uppgiften att berdkna ¢ trots
allt inte behsver vara omojlig.

Om A &r en godtycklig n x n-matris definierar vi det karakteristiska polynomet P4(z) for
A genom

Pi(z) = det(z] — A).
Som bekant &r nollstéllena till P4 lika med egenvirdena till matrisen A. Man kan visa

foljande viktiga sats.

Sats 3 (Cayley-Hamiltons sats)

Lat A vara en godtyacklig n x n-matris och lat

Py(z)=2"4a, 12"+ . .+ arz+ao

vara dess karakteristiska polynom. Da dr

Py(A)=A" +a, A 4+ @ At aol = 0.

Poingen med Cayley-Hamiltons sats &r att man kan uttrycka alla potenser A* med hjilp
av enbart I, A,..., A"l Satsen ger ju att

A" = —Cln_lAn_l — ... CllA — Clo[.

Det betyder att A™ = ¢,(A) dir ¢, &r ett polynom av grad < n. Genom att multiplicera
bada leden med A, A%, A% ... osv. kan man visa at A"t!, A2 . pa liknande sétt kan
skrivas som polynom i A av grad < n. Det foljer att dven e'? &r ett polynom i A av grad

<n.
Vi ngjer oss hir med att behandla 2 x 2-matriser.

Proposition: Lat A vara en godtycklig 2 x 2-matris med egenvirdena A; och Ay. Da
géller

1
M#EN = = m(emm — Ad) — €2 (A =\ 1)),

M =X = =M +1A-ND).

Bevis av den andra formeln
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Satt Ay = Ay = p och
z(t) = eI+ (A —pul))e.

Uppenbarligen giller @(0) = @. Det ricker dirfor att visa att @’ = Az, ty da ger sats 3.2
att ®(t) = e'e vilket ger resultatet.

Férst deriverar vi och far

2 = pe™(1+tA—pl))e+™A—pule=
= ™A+ put(A—pul))e
Vi jamtor nu detta med
Az = (A +H(A* — pA))e
Det karakteristiska polynomet for A &r Pa(z) = (2 — p)* = 2% — 2uz + p? . Cayley-
Hamiltons sats ger att A? —2uA + p?l =0 dvs A? — uA = u(A — pl). Darfor &dr

Az = " (A + pt(A—ul))e

dvs 2’ = Az. Detta visar den andra formeln.

Exempel 1: Berikna e och 16s begynnelsevirdesproblemet ' = Az, = ¢ om

[ e[

Losning: Det karakteristiska polynomet dr

z—1 =2
-5 z—-4

‘:22—52—6:(z—|—1)(z—6).

Vi har alltsa tva olika egenvirden Ay = —1 och Ay = 6. Saledes ar

1 1
et = —?e_t(A —61)+ ?6675(14 +1)=

l el 4 28 —2¢7t 4 258
—5e~t 4+ 5eft 267t 4 tebt

BN
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Dérfor dr den sokta 16sningen

v — oA Ly l et 4 2¢8 —2e7t 4 28t I
o 1| 7 7| =he P+ 5% 27t 4 5eb 11
l et 4 4¢8
71 —3et 4 10e%

Losningen till begynnelsevirdesproblemet

¥y = x4 222, 21(0) =1,
xh = Bay 4+ daa, x2(0) = 1.

ar alltsa

{ xq(t) = %e‘t i— %€6t

Exempel 2: Berikna ¢ om

Losning: Det karakteristiska polynomet dr

z -1
1 -2

‘:ZQ—QZ—I-lz(Z—l)Q.
Hér finns bara ett egenvirde Ay = Ay = 1. Déirfor blir

e = I+ H(A—T)) = [ (1=t)et e } |

—tet (1+¢t)e
Exempel 3: Metoden att berdkna e'* fungerar d4ven om egenvirdena dr icke-reella. Hir
11
A= [ ! ] |

z—1 1
2 z—1

ett exempel pa det. Sitt

da ar

‘:(2—1)2+2.
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Egenvirdena dr alltsa \y =1 — i\/§, Ay = 1 +4+/2. Darfor dr

tA L _emiV2t (A i VA (1 _
e = 2@\/56[ (A—(1+ \/§)I)+ (A—(1 \/5)]]
1,
= 756 [sin(vV/2t) - (A — 1) + V2 cos(V2t) - 1]

Ovningar (avsnitt 3.3)

1. Bestim e for fsljande tva matriser

b

a3

Los 1 vart och ett av fallen begynnelsevirdesproblemet

x = Aa:,:z;l(()) = 1,1’2(0) = —1.

2. Satt
0 1
= o]
visa att
A cos(t) sin(t)
© = —sin(t) cos(t) |-
Sitt sedan

2 1
B { 2! } |
och berikna e'® pa en eller tva rader.

3. Satt

A=

o O O
o O =
O = o

Visa at A% = 0 och berikna sedan e'4.

4. Satt

o

I
o O3
o O
2 o o

Berikna e,
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1.4 Asymptotiskt upptridande

Lat (x(1),y(t)) vara en 1osning till systemet

2’ = ax + by,
{ Yy =cx+dy (1.7)

Nér ¢ varierar kommer (x(t),y(¢)) att genomlopa en viss kurva i zy-planet. En saddan
kurva kallas en bana till systemet (3.7). Eftersom losningarna existerar for alla ¢ sa later
vi t variera 6ver hela reella axeln, men vi dr primért intresserade av vad som hénder da
t — +o0.

Till varje 16sning till (3.6) hor alltsa en bana. Olika lssningar kan emellertid ge uphov till
samma bana. Lat ndmligen (x(t),y(?)) beskriva en viss bana I' och sétt 2o = 2(0),y0 =
y(0). Vi definierar nu & och g genom att sétta

F(t) = 2t — to), §(t) = y(t — to).

Da dr (&,7) en 16sning till (3.6) sadan att (%, §(¢)) ocksé beskriver banan I'. Skillnaden
ligger i vid vilken tidpunkt som punkten (xo,yo) passeras. I den forsta beskrivningen av
' passeras (xq,yo) vid tiden ¢t = 0. I den andra passeras (2o, yo) vid tiden ¢ = t,, eftersom

T(tg) = x(0) = xo, y(to) = y(0) = yo.

For varje val av punkt (xg,y0) finns det precis en bana I' som passerar genom (o, yo).
Det finns ndmligen precis en losning (2(¢), y(¢)) till (3.7) sddan att («(0),y(0)) = (z0, yo)-

Vi skall nu studera hur banorna till systemet (3.7) upptriader da ¢ — oo for olika virden
pa koefficienterna. Vi avstar fran att presentera en heltdckande teori och néjer oss med
att ge nagra representativa exempel. I dessa exempel spelar naturligtvis egenvirdena till
systemet en entral roll. Egenvirdena ges av ekvationen

)\2—20z)\—|—[3:0

dér
B = ad — be. (1.8)

Egenvérden till (3.7) &ar darfor

AM=a—+va?—08, =a+ya?—[.

Exempel 1: (Egenvirdena icke-reella)

Vi betraktar systemet
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/

¥=ax+y
Yy =—x+ ay.

Déa ér o = a, [ = a®*+ 1. Egenvirden blir alltsd Ay = a —¢, Ay = a + 1. Eftersom
egenvirdena dr olika maste systemmatrisen A vara diagonaliserbar. Eftersom

—i 1 —i 1
S I N

i1 i1
A=hl = {—1 @']N{o 0}

kan vi som egenvektorer vilja
1 1
w=[1] =]

Losningarna till systemet kan alltsa skrivas

[ x ] _ el [ 1 ] 4 dyele=it [ 1 ] _
Yy 7 —1

eat dl ezt _I_ dze—zt B
idle” — idge_lt

cat [ (dy + dz) cos(t) + i(dy — dg)sin(t) ]
i(dy — dy) cos(t) — (dy — dg)sin(t)

Satter vi A =d; 4+ dy och B = i(d; — d3) far vi

{ x = e"(Acos(t) + Bsin(t))
y = e¢"(Bcos(t) — Asin(t))

Tar vi hdr A och B reella blir 16sningarn reella. For att studera lésningarna nidrmare

satter vi
R=+vA?4+ B2

FEftersom

finns det en vinkel ¢ sa att

Da blir
Acos(t) + Bsin(t) = R(cos @ cos A) + sin(p) sin(t)) = Rcos(p — t)

och
B cos(t) — Asin(t) = R(sin(¢) cos(t) — cos(p)sin(t)) = Rsin(p — t).
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Det betyder att 16sningarna dr

{ z(t) = Re* cos(p — 1)
y(t) = Re* sin(p — 1)

I fallet @ = 0 blir
x(t) = Rcos(p — 1), y(t) = Rsin(e —1).

Det innebir att banorna fér systemet dr cirklar som genomléps medurs.

Phase plane of system linear2d

5 , . ,
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Tor o[ R
L (o) T verw oy L T
RN AR VN
IR SRR YA
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PN AN N N N K‘///////
\\\\\\\\&kaé/‘///////
\\\\&RH<7€_/K
NN ‘ ‘ B ‘ e e ]
-5 -4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4 5

a<0, stabil spiral (en bana)
vyl

Om a # 0 blir banorna istéllet spiraler, innatriktade om a < 0 och utatriktade om a > 0.
(Se figurer!)
Losningarna kan alltsa skrivas

z(t) = Re™ cos(p — 1), y(t) = Re*' sin(p — t).

Om a < 0 &r banorna spriraler som gar in mot origo i negativ orientering. Om a > 0 &r

banorna spiraler som gar ut mot odndligheten.

Phase plane of system linear2d
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-5 -4 -3 -2 -1 o
a= 0, centrum , (flera banor)
vyl
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Phase plane of system linear2d
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a>0 , instabil spiral (en bana)yl

I f6ljande figurer har vi dels ritat ut banor, dels ocksa riktningsfiltet for systemet. Vi har
alltsa valt ett rutnidt av punkter och i varje punkt i detta rutndt har vi ritat en pil som

anger tangentriktningen (2/,y") = (ax + y, —x + ay).

Exempel 2: (Reella egenvirden)

¥ =ax+y
y =+ ay.

Betrakta systemet
Hir dr egenvirdena Ay = a — 1, Ay = @ + 1. Lésaren dvertygar sig ldtt om att 16snigarna

har formen
x(t) = Aelr=Dt 4 Belot )t
y(t) — _Ae(a—l)t T Be(a—l—l)t
Om vi vill studera vad som hidnder da ¢ — oo dr det naturligt att skilja pa tre huvudfall,

ndmligen ¢ < —1, —1 < a <1 och a > 1. Dessutom har vi gransfallen ¢ = —1 och a = 1.

Om a < —1 har vi att (¢) — 0 och y(t) — 0 da t — oo, oberoende av valet av A och B.
Om a > 1 kommer |2(t)] — 0o och |y(t)| = oo da t — oo (utom i fallet A = B =0).

Om —1 < a < 1 blir upptriddandet beroende av A och B. I fallet B = 0 komer x(¢) — 0
och y(t) — 0. Annars kommer |z(t)| — oo och |y(t)] — <.

Exempel 3: Betrakta exemplet i 6vning 1 till avsnitt 3.1, alltsa systemet

x' = Ax, x(0) = ¢

—0.03  0.01  0.01 100
A= 0.01 —-0.02 003 |, c= 0
0.02 0.0l —-0.04 0

Genom att utnyttja att varje kolonn har summan noll kan man ganska l4tt fa fram ma-

trisens egenvirder.

—0.03 — A 0.01 0.01 —A —A —A
0.01 —0.02 — A 0.03 =|0.01 —0.02—A 0.03 =
0.02 0.01 —0.04 — A 0.02 0.01 —0.04 — A
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1 1 1 1 1 1
=—X| 0.01 0.02—A 0.03 =—-A| 0 —0.03—-A 0.02 =
0.02 0.01 0.04 — A 0 —0.01 —0.06 — A

= —A((A 4 0.03)(A + 0.06) + 0.0002) = —A*(X + 0.04)(\ + 0.05)
Egenvirdena dr alltsa 0, —0.04 och —0.05. Dirfor kan varje 16sning skrivas
x(t) = dif; + dae™ O, + dye™ V0%,
dar fi, 5, f3 dr egenvektorer till respektive egenvirden. Det foljer att
x(t) » dify da t— oo.

Lisaren overtyger sig latt om att

1
f1 — 2
1

dr en egenvektor till egenvirdet 0. Eftersom kolonnsumman i A dr noll maste vi ha att

(1) +ah(t) + a4(t) =0 for alla .

Darfor ar a1(t) + a2(t) + x3(t) = ¢1 + ¢z + ¢5 = 100 for alla ¢.

Det foljer att
lim 21 (¢) + lim @9(¢) + lim a5(¢) = 100.
t—00 t—00

t—00

Eftersom x(t) — dy f1 foljer det till slut att
di(1+241) =4d; =100, dvs d; = 25.

Saledes har vi att
25

x(t)— | 50 |, da t— oo.
25
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Ovningar (avsnitt 3.4)

1. Betrakta systemet
' = —0.0lz + 0.02y, 2(0)=a
y =0.1z — 0.2y, y(0)=b
Bestam
lim «(¢) och lim y(¢)

t—00 t—00

2. Betrakta systemet
' =2z + by, x(0)=ux
y'=br+2y, y(0)=yo

ddr b > 0. Bestdm gréansvirdena

Jim €0, fim ey

3. Betrakta systemet

=01z +y
y = —2x—0.1y

Rita den bana som passerar genom (3, 3).

4. Matriser
-2 1 1
A= 1 =2 1
1 1 =2
har egenvirdena 0,—3, —3. Finn 75lim x(1) om
—+00
1
x'— Ax, x(0)=| 2
3

5. I ett sjosystem med tre sjoar, Ackeln, Pickeln och Sliskeln sker ett kontinuerligt
utbyte av giftimnet viskofrenol. Amnet &verfors enligt foljande figur, dir siffrorna
anger andelar av &mnet som &vertors per tidsenhet.
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Vid en viss tidpunkt har man upp féljande méngder viskofrenol:
Ackeln 100,  Pickeln 250,  Sliskeln 80.

Hur blir den langsiktiga fordelningen av viskofrenol mellan de tre sjdarna (dvs vad
hinder da t — oo).

. Betrakt systemet

"= —-052x—-05y+2z 20)=1
"= —-0b52x—05y+2z, y(0)=2
"= r+ y—2z, z(0)=3

ISERSE S

Systemets matris har egenvirden 0,0, —3. Bestdm

lim x(1), 75lim y(t) och 75lim z(1).
—+00

t—00 —00

. Lat A vara en diagonaliserbar matris vars alla egenvirden dr < 0. Visa att det for
varje losning till x’ = Ax giller lim x(t) = 0.

Svar

t—r00
l. x' = Ax, x(0) = c dér
—0.03 0.01 0.01 100
A= 0.01 —0.02 003 |, c=1| 0
0.02 0.0l —0.04 0

z1(t) = (1t + ¢2)€’
2. { z3(t) = (art + 1 + c2)é

3. Om f &r en egenvektor till egenvirdet 0 s& &r x(¢) = f en konstant 16sning.

S T2
xh = T — X3
vt = —4xy — 3wy — 223

Svar (avsnitt 3.2)

L. (a) z(t) = 26° — ¥, y(t) = —e" + 2%

(b) x(t) = cos(t) + sin(t), y(t) = sin(?).

1 = —dle_t + nget/z + 2d3€2t
To = 2d1€_t + nget/z — d3€2t
T3 = 2d1€_t — dzet/z + 2d3€2t

e’f\/5 + e_t\/5

3. x(t) = 16_275 V2etVE — \f2e=tV2
2 e’f\/5 + e_t\/5
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4. Omb =@t +...+6.f, ir

Bt om A; =0
fj(t) = { ﬁjlekjt—l om )\] % 0
J /\] J

Svar (avsnitt 3.3)

B o | cos(?) sin(t)
2. ef = {—sin(t) cos(t)

e 0 0
4, etd = 0 e 0
0 0 e

Svar (avsnitt 3.4)

1. Tim 2(f) = %(a 0. lim y(1) = %(a )

t—00

1
2. lim e~ (1) = lim e~y (1) = 5(:1?0 + Yo)

t—00 t—00

Phase plane of system linear2d
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2
4. tliglo x(t) = ;

Ackeln  (3/7)-430
5. ¢ Packeln (2/7)-430
Sliskeln (2/7) - 430

1.5
6. limx(t) = | 2.5
t—00 20

7. Anviand sats 3.1.



