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5 EKVATIONER OCH OLIKHETER

5.1 KOMPLEXA TAL
5.1.1 ALGEBRAISK DEFINITION, IMAGINARA ROTTER

Vilka tal x uppfyller ekvationen x2 = 27 Det dr v/2 och —v/2, eller hur? Man kan
ganska latt visa att /2 inte ir ett rationellt tal, dvs. det kan inte skrivas som en kvot
mellan heltal. Detta var niagot som oroade de gamla grekerna. De kinde till v/2 som
langden av hypotenusan i en ritvinklig triangel med kateterna av ldngd 1. De enda tal
de ville godkinna var dock de rationella. Nir de upptiickte att v/2 inte var rationellt
blev de forstas oroliga. Formodligen &r det inget som har oroat dig, och det finns ingen
anledning att borja oroa sig nu. Matematiker har ju “hittat pd” de reella talen som
innefattar bl.a. v/2 s problemet ir 15st.

Hur 4r det da med ekvationen x> = —1? Denna vet vi att den inte har nigra reella rétter,
eftersom kvadraten av ett reellt tal aldrig kan bli negativt. Finns det anledning till oro?
Tja, det har visat sig att man i manga ldgen faktiskt har nytta ocksa av 16sningar som
inte dr reella och det fina 4r att det finns en konstruktion av ytterligare tal som bl.a. ger
losningar till denna ekvation. Precis som man kunde utvidga de rationella talen till alla
de reella talen, sa kan ocksa de reella talen utvidgas till vad som kallas for de komplexa
talen.

Konstruktionen av de komplexa talen gar till sa hir. Forst infor vi ett nytt tal som kallas
for den imaginira enheten och betecknas med bokstaven i. Vi bestimmer att i-i =
2 = —1. Déarmed vet vi garanterat att det inte kan vara ett reellt tal, eftersom a? >0 for
alla reella tal. De komplexa talen definieras som méngden av alla algebraiska uttryck
a+i-b dir a och b ér reella tal och i 4r den imaginira enheten. Tva komplexa tal &r
lika,a+i-b=c+i-d,omochendastoma=cochb=d.

Addition och multiplikation av komplexa tal definieras nu som addition och multi-
plikation av algebraiska uttryck med den extra regeln att ;> = —1. Vi far dirmed att

(a+i-b)+(c+i-d)=(a+c)+i-(b+d)
och
(a+i-b)-(c+i-d)=ac+i-(ad+bc)+i*bd = (ac —bd) +i- (ad + bc).

Observera hir att multiplikation av tva komplexa tal ger aterigen ett komplext tal pa
formen x + iy dér x och y ir reella tal.

Per definition har vi att i = —1 och vi fir ocksi att (—i)? = (i*)(—1)?> = —1. Dirmed
har vi alltsd tva rotter till ekvationen x> = —1.

Exempel. Latz =2+ 3i ochw = 1—2i vara tva komplexa tal. Vi anvinder definitio-
nerna for att addera

2Hw=2+3)+(1-2))=2+1)+i-(3-2)=3+i
och multiplicera
zw=02+43)-(1-2))=2-1-3-(-2))+i-2-(-2)+3-1)=8—i

de tva komplexa talen z och w. O



Det gar nu att visa att denna addition och multiplikation funkar precis pa samma sitt
som var vanliga addition och multiplikation for reella tal och att de foljer samma regler.
Sammanfattningsvis sa kan man alltsa addera och multiplicera komplexa tal precis som
reella tal forutom att man maste komma ihag att i -i = —1. Det kan vara virt att papeka
att det inte gar att utvidga de komplexa talen ytterligare och fortfarande behélla samma
rikneregler, sa man skulle kunna siga att de komplexa talen #r den slutgiltiga och
fullstédndiga talméngden.

Hur ér det dd med division? Innan vi svarar pa fragan sa infor vi en praktisk beteckning.
Om z = a+ ib sa definieras dess konjugat som Z = a — ib. Produkten av ett komplext
tal och dess konjugat dr

Z=(a+ib)(a—ib) =d* — (ib)* = a® — i*b* = a® — (—1)b* = a® +b*.
Observera att a> 4 b? ir ett icke-negativt reellt tal. Antag nu att z = a +ib # 0, dvs. att
antingen a # 0 eller b # 0. DA ir a® + b* # 0. Siitt

a b a—ib 1

"Tevr e T 2 @°

Da giiller att

(a+ib)(a—ib) a*+b*
a2+ at4br

Vi ser att w dr inversen till det komplexa talet z sa

1
z_(zZ)Z

w=

eftersom vi da far % -z = 1. Ddrmed kan vi definiera division for komplexa tal genom
att sitta

1
E:z-—:z- —womw # 0.
w w (ww)

14
Exempel. Forenkla uttrycket 2:31

- till ett komplext tal pa formen a + ib.
i
Genom att forlinga med konjugatet av ndimnaren och utnyttja konjugatregeln sa far vi
1+i 1 1
= 1+ — 23 =—
243i U+ 5mne=m @3 = ame-n
(2—(=3)+i2-3) 5—-i 5 1

2132 3 13 ‘13

Vi kan kontrollera var rikning genom att multiplicera svaret med 2 + 3i och jaimféra
med 1 +i. (]

S(14)(2-3i)

For ett komplext tal z = a + ib sa kallar man a for realdelen och b f6r imaginérdelen.
Dessa betecknas med Rz respektive Sz, s Rz = a och Iz =b.

Observera att de reella talen dr en delméngd till de komplexa talen. Ett reellt tal &r
helt enkelt ett komplext tal vars imagindrdel &r noll. Viktigt i sammanhanget ar att var
definition av addition och multiplikation fér komplexa tal ger den “vanliga” additionen
for reella tal. Kontrollera i definitionerna genom att sitta b = d = 0. Da blir summan
a+ ¢ och produkten ac. Ett komplext tal som inte dr reellt, dvs. imaginirdelen ej noll,
kallar man for ett imaginart tal.



5.1.2 GEOMETRISK REPRESENTATION, POLARA KOORDINATER
Det har visat sig vara mycket anvindbart att representera komplexa tal som punkter i
ett koordinatsystem. Man later helt enkelt talet a + ib svara mot (a,b). I figur | &r ett
komplext tal a + ib inprickat pa sin plats (a,b).

(a,b)
l2]

argz

Figur 1: Komplext tal i ett koordinatsystem.

Den vagriita axeln (x-axeln) kallas for den reella axeln och den lodrita axeln (y-axeln)
kallas for den imaginira axeln.

Denna geometriska representation av komplexa tal leder naturligt till tva viktiga be-
grepp for ett komplext tal z, ndmligen beloppet av z samt argumentet for z. Beloppet
for z betecknas med |z| och det definieras som avsténdet ifran origo till (a,b). Formeln

for avstand ger att
|a+ib| = / a*+ b2.

Argumentet for z betecknas med argz och det definieras som vinkeln mellan den posi-
tiva x-axeln och linjen ifrén origo till (a,b). Bade belopp och argument dr markerade i
figur |. Normalt viljer man argumentet i intervallet (— 7, £]. Om man gor det sd svarar
varje tal a4 i-b mot ett unikt par (|z|,argz). Man kan alltsa representera ett komplext
tal ocksa med dess belopp och argument.

Vi sig i forra avsnittet att om z = a + ib si var z7 = a*> + b*. Alltsa dr
Z=d*+b =z
vilket dr en likhet vil vird att ligga pa minnet.

Det finns ingen riktigt lika snygg och fin formel for argumentet. I figur | framgar det
att nér a,b > 0, dvs. da (a,b) ligger i forsta kvadranten, sa ir

b b
tan(argz) = " och argz = arctan 2

Detta funkar alltid dd a > 0. (Kom ihag att arctan alltid ger en vinkel i intervallet
(=£,%).) For a < 0 sé far man ldgga till 7 for att fa ritt vinkel och nir a = 0 sa dr
argumentet —7/2 eller /2 beroende pa tecknet pa b. Sammanfattningsvis s har man:

arctan (g) oma >0,
arctan (g)Jrﬂf oma < 0,
oma=0ochb >0,
oma=0ochb <0.

arg(a+ib) =

(ST

(NI}



Emellertid kan man litt kiinna igen de enkla vinklarna 0, /6, /4, /3, /2 etc (se
tabellen i slutet av avsnitt 3.2.2 1 del 1).

Vi ska nu infora ett annat sitt att representera komplexa tal, nimligen med sa kallade
polira koordinater. Lat z = a + ib och sitt r = |z| och v = argz. Fran figur | och
definitionen av de trigonometriska funktionerna sa far vi att ¢ = rcosv och b = rsinv.
Vi far alltsa att

z=a+ib=rcosv+irsinv=r(cosv+isinv).

Detta sitt att skriva det komplexa talet med hjélp av belopp och argument é&r just vad
som kallas for poléra koordinater. Det ursprungliga sittet, a+i- b, kallas for kartesiska
koordinater.

En av styrkorna med de poldra koordinaterna &r att det &r enkelt att multiplicera och
dividera komplexa tal pa poldr form. Lat z = r(cosv+isinv) och w = s(cosw+isinw).
Med hjilp av additionsformler f6r sinus och cosinus (se avsnitt ) sa far vi

w = r(cosv+isinv)-s(cosw+isinw)
= rs((cosvcosw —sinvsinw) + i(cosvsinw + sinvcosw))
= rs(cos(v+w)+isin(v+w)).

Nér man multiplicerar tva komplexa tal sa multipliceras alltsa beloppen och argumen-
ten adderas. Speciellt far vi for inversen % = s(cosw+isinw) till z=r(cosv+isinv)
att |
1 =--z=rs(cos(v+w)+isin(v+w)).
z

Eftersom |1| = 1 och arg 1 = 0 drar vi slutsatsen att

For division far vi ddrmed

[wl

w
= -— och arg— =argw —argz.
Z

Iz|

w

Z

Exempel.  Lat z och w vara komplexa tal med |z| = 2, |w| = 3, argz = 37/8 och
argw = 7 /8. Berikna talen zw och z/w si explicit som mdjligt.

Vi vet att |zw| = |z]|w| =2-3 =6 och att
arg(zw) = arg(z) +- arg(w) =37/8+1/8 = /2.
Alltsa dr zw = 6i eftersom argumentet anger att riktningen &r ldngs positiva y-axeln och

avstandet till origo &r 6.

Vi far ocksa att

Hfﬂj
wl w3

samt
arg(z/w) = arg(z) —arg(w) =37/8—1/8 = w/4.



Argumentet 7 /4 betyder linjen y = x sa att talet &r en positiv multipel av 1+ . Beloppet
av 1 +idr /2 sa

2L VIVE
_S—ﬁ(l—i-l)— 3 + 7

1 kartesiska koordinater. O

Riktigt kraftfulla blir de polédra koordinaterna nidr man ska ta (heltals)potenser av kom-
plexa tal. Heltalspotens &r ju bara upprepad multiplikation, och om vi upprepar argu-
mentet ovan for produkt sa far vi foljande eleganta formel for potens av komplexa tal
uttryckt i polédra koordinater.

De Moivres formel. Lt z = r(cosv+isinv) vara ett komplext tal i polira koordinater.
Da giller att

7' = r"(cos(nv) +isin(nv)).

Exempel. Berikna (1+i)'%,

Man skulle forstis successivt kunna rikna ut (1-+i)2, (1+i)*, (1+i)® etc, men mycket
enklare och mer effektivt blir det att anvinda de Moivres formel. Vi borjar med att
skriva z = 14-i med polira koordinater. Vi har att |z = v/12 + 12 = /2 och argz = 7 /4.
De Moivres formel ger da att
1007
(%))

100 100
ZIOO (\@) (cos <4E> +1i8In

(21/2> . (cos(25m) +isin(257)) = 2%(cos(m) +isin(w)) = —2.

eftersom cos(7) = —1 och sin(x) = 0. O

Ovningar

5.1.1 Forenkla foljande uttryck till formen a + ib.

a. (3+1)— (1—4i) b. (3+i)(1—4i) c. (3—4i)?
d. 1/(1+19) e. 1/(1—4i) f.(3+10)/(1—4i)
g 1/(3+i)+1/(1—4i)
5.1.2 Skriv foljande tal pa poldr form.
a.3i b.1—i c.5+5i

d. 1++/3i e. —1—+/3i

5.1.3 Skriv talen med foljande belopp och argument pa formen a + ib.
alzl=1,argz=—-m/2
b.|z| =4,argz=1
c |zl =2,argz=17/3



5.1.4 Berikna foljande potenser med hjélp av de Moivres formel.

a.medz=1+i
b.z% med z=14+/3i
c.2medz=1—i

5.2 EKVATIONER MED ELEMENTARA FUNKTIONER
5.2.1 POLYNOM MED IMAGINARA ROTTER

Vi har redan i del 1 i avsnittet om andragradsekvationer bestimt reella rotter till an-
dragradsekvationen x> + px +¢ = 0. Vi kom fram till att I6sningarna till denna ges

av
__r PN\ __pP_ (5)2,
X = 2+ (2> q och xp;= 2 5 q.

Dessa hirleddes med hjilp av kvadratkomplettering
X4 pxtg=0 (x+p/2) = (p/2)* —4q

Om uttrycket (p/2)* — ¢ < 0 s far vi inga reella 1osningar. Det visar sig dock att det
finns komplexa 16sningar. Vi far med hjélp av definitionen av den imaginira enheten
och riknereglerna att om a > 0 sa ir

(iva)’ =2 (va)’ = (~1)a=—a och (—=iva)’ = (—i)* (va)’ = (~1)a= —a.

Det gor att om (p/2)2 — g < 0 s ges tva losningar till x> + px+¢ =0 av

x1=—p/2+i\Ja—(p/2)* och x2=—p/2—i\/qa—(p/2),
dér uttrycket under rottecknet bytt tecken och alltsé dr positivt.
Exempel. Los ekvationen x> — 2x+ 5.

Vi observerar att

(g)zfq:(fz/z)%sz1—5:—4<0

sa det finns inga reella 16sningar. Vi anvinder oss av formeln och far

xia=—(=2/2)£i\/—(=2/2)* +5=1+iV4.
Det ger oss 16sningarna
x=1+iV4=1+2i och x=1-iVd=1-2i
O
Vi ser i exemplet och i den allminna formeln att de tva rotterna #r varandras konju-

gat. Denna observation #r nagot som kan generaliseras till alla polynom (med reella
koefficienter). Vi har ndmligen:

Om z ir ett nollstille till ett polynom p(x) med reella koefficienter, sa ér ocksé dess
konjugat Z nollstille till p(x).



Beviset av detta bygger pa enkla rikneregler fér konjugat, samt det faktum att a = a

om a ir ett reellt tal. Vi kan dé hirleda att p(Z) = p(z) och det f6ljer att Z dr ett nollstille
till p om z &r ett nollstélle till p (och p har reella koefficienter).

Nir det giller polynom av hogre grad sa giller det precis som tidigare (se avsnittet
Polynom av hogre grad, faktorsatsen, polynomdivision i del 1) att man kan reducera till
ldgre grad om man kinner till eller lyckas bestimma nagot av nollstillena. Faktorsatsen
funkar for komplexa nollstillen ocksé, dvs. om a + ib dr ett nollstille till polynomet
p(x) sé far man p(x) = (x — (a+ib)) - g(x) dir g(x) ir ett polynom (med komplexa
koefficienter).

Om man har ett nollstille a + ib sa vet vi ju att ocksa a — ib ir ett nollstille och det
dr da praktiskt att multiplicera ihop motsvarande tva faktorer for da far man ett reellt
andragradspolynom och slipper komplexa koefficienter:

(x—(a+ib))(x—(a—ib)) = x*—((a+ib)+ (a—ib))x+ (a+ib)(a—ib)
X2 —2ax+ (a® 4 b?).

Exempel. Vi vet att polynomet x* — 2x> + x> 4 2x — 2 har ett nollstille 1 + i. Bestim
alla andra nollstillen.

Eftersom 1+ &r ett nollstille sa ir ocksd 1 — i ett nollstille. Dirmed kan vi dividera
bort

(x—(1+i))x—(1=i) =2 = (1 +)+ (1 —i)x+ (1 +i)(1 —i) =x* = 2x+2.
Vi gor det med kort division (se avsnittet om polynomdivision i del 1)
X =23 P2 —2 = (3 —2x+2)(ax® + bx +c).

Vi far att x*-termen ger a = 1 och konstanttermen ger —2 = 2¢ si ¢ = —1. Om vi d
jamfor x3-termerna s far vi —2 = —2a+b = —2+bsa b= 0. Alltsa ir

Aol a2 = (=24 2) (P2 - 1).
Ovriga nollstillen ir nu nollstillen till x> — 1, dvs. —1 och 1. Sammantaget far vi att
xi=14+i,xnp=1-i,x3=1,x4=—1

ar samtliga fyra nollstillen till polynomet. (|

I det sista exemplet sa hade vi ett fjirdegradspolynom och fick fyra nollstillen. For
ett andragradspolynom vet vi att vi alltid far tva nollstillen, om man ridknar fallet da
uttrycket under rottecknet blir O (dubbelrot) dubbelt. Ar det sa att antalet nollstillen till
ett polynom alltid 4r samma som graden? Ja, det 4r det och det bygger pa faktorsatsen
och foljande viktiga sats vars bevis ligger langt utanfor denna kurs.

Algebrans fundamentalsats. Varje polynom har minst ett komplext nollstille.

Antag att vi t.ex. har ett fjirdegradspolynom p(x). Detta har ett nollstille r; enligt
satsen och vi kan ddrmed faktorisera p(x) = (x — r1)q;(x) ddr ¢;(x) dr ett polynom
av grad 3. Nu har ju g;(x) ett nollstille r, enligt satsen. Vi kan aterigen faktorisera



q1(x) = (x—r2)g2(x) dér g2 (x) &r ett polynom av grad 2. Nu har ju ¢»(x) ett nollstille r3
enligt satsen. Vi kan aterigen faktorisera gz (x) = (x —r3)g3(x) dér g3(x) &r ett polynom
av grad 1. Polynomet g3 (x) har ett nollstille 4 s& g3(x) = c(x — r4) f6r nagon konstant
¢ och vi far till slut

p(x)=clx—r))(x—r)(x—r3)(x—r4).

Samma resonemang kan man nu gora for polynom av vilken grad som helst och far da
exakt samma antal nollstéllen (riknade med multiplicitet) som graden av polynomet.

5.2.2 TRIGONOMETRISKA ADDITIONSFORMLER

Innan vi tittar pa ekvationer som innehéller trigonometriska funktioner behover vi ga
igenom de trigonometriska additions- och subtraktionsformlerna.

I allménhet ér sin(u +v) ej lika med sinu+ sinv. T.ex. u = v = 30° ger
1

3
sin(u+v) =sin60° = g medan sinu+sinv =2-sin30° =2- 3= 1.

Istillet giller foljande formler (som ocksa 4r bra att kunna utantill):

sin(u 4 v) = sinu - cosv+cosu - sinv
sin(u —v) = sinu-cosv —cosu- sinv

cos(u+v) = cosu-cosv —sinu - sinv
cos(u—v) = cosu-cosv+sinu-siny

__ _tanu-ttany
tan(u + V) ~ l—tanu-tanv

__ _tanu—tany
tan(u - V) ~ T+tanu-tanv

Vi visar férst formeln for cos(u — v) med hjilp av cosinussatsen fran kapitel 3 i del 1.
Tag punkter P = (x1,y1) och Q = (x2,y>) pa enhetscirkeln sé att (x;,y;) = (cosu,sinu)
och (x2,y2) = (cosv,sinv). D dr x{ +y? = 1 och x3 +y3 = 1.

(cosu,sinu) (cosv,sinv)
Rt}

Figur 2: Anvinder cosinussatsen pa den avbildade triangeln.



Tillimpa cosinussatsen pa triangeln AOPQ. Det ger
d*=12412-2-1-1-cos(u—v).
Med avstandsformeln fas ocksa
& = (x-x)’+01-»)’
= N -2u0+5+yi -2+

= (40 + (3 +23) = 2(v -x2 31 32)
= 141—2(cosu-cosv+sinu-sinv).

En jimforelse av de tva uttrycken for d> ger
2—2-cos(u—v)=2—2(cosu-cosv+sinu-sinv)

vilket forenklas till formeln for cos(u —v).

Formeln for cos(u — v) kan sedan utnyttjas for att bevisa de vriga formlerna. Vi limnar
detaljerna till 1dsaren och ger endast en fingervisning till hur det kan goras. For cosinus
av en summa anvénder man

cos(u+v) = cos(u — (—v)) = cosu-cos(—v) + sinu - sin(—v),

och utnyttjar att cos(—v) = cosv och sin(—v) = —sinv. For att bevisa formlerna for
sinus sa kan man utgé ifran

. T T
sin(u +v) = cos (f - (u+v)) = cos ((f —u) —v) .
2 2
Slutligen for att bevisa formlerna for tangens sa startar man med

sin(u +v)

tan(u —+ V) = m

och utnyttjar formlerna for sinus och cosinus.
Exempel. Berdkna sin75° exakt.

Losning: Vi utnyttjar additionsformeln for sinus och far

T T T T T T
sin75° sin(45° +30°) = sin (f + —) = sin — - cos — +cos — - sin —

176 g g TG
1 V3 1 1 B+l (V3+1)V2 (Ve+v2)

V2 2 V2 2 242 4 4
Med additions- och subtraktionsformlerna kan man alltsa beridkna de trigonometriska
funktionerna exakt for fler virden. (|

Genom att sitta ¥ = v i summaformlerna far man direkt formler fér dubbla vinkeln.



sin2u = 2-sinu-cosu

tan2u = 2tanu/(1 —tan’u)
cos2u = cos’u—sin’u
cos2u = 2cos’u—1

cos2u = 1—2sin’u

De tva sista foljer av den forsta formeln for cos 2u med hjilp av trigonometriska ettan.

Vi kan ocksa anvinda formeln for en summa av tva vinklar for att 16sa ekvationer av
typen asin(v) + bcos(v) = c. Det vi ska gora dr att forsoka skriva om viénsterledet pa
formen Asin(u + v), ddr vi kan berdkna bada A och u, och didrmed behélla v som den
enda okinda variabeln.

Med hjélp av additionsformeln for sinus far vi;

Asin(u+v) = A(cos(u) sin(v) + sin(u) cos(v)) = Acos(u) sin(v) + Asin(u) cos(v)
Vi jamfor nu detta med vért ursprungliga vinsterled asin(v) 4+ bcos(v) och ser att vi
maste ha

Acos(u) =a
Asin(u) =b
Om vi anvinder den trigonometriska ettan sa ser vi att
a® +b* = (Acos(u))? + (Asin(u))?
= A%cos?(u) + A% sin? (i)
= A2%(cos?(u) + sin’(u))
=A%1
— A2
Vi fér nu ut ett virde pd A, nimligen A = v/a? + b2. Observera att iiven den negativa

roten uppfyller ekvationen, men att det kommer ge samma svar i slutdndan. Vi kan
ddrmed 16sa ut u ur nagon av ekvationerna

Acos(u) =a
Asin(u) =b

cos(u) =a/A
sin(u) =b/A

Sa vi far darfor

Observera att den bara finns en vinkel mellan O och 27 som uppfyller bada ekvationer-
na. Vi har alltsa kommit fram till f6ljande:

10



asinv+bcosv = Asin(u+v)

diir A = va* + b? och 0 < u < 27 uppfyller cos(u) = a/A och sin(u) = b/A.

5.2.3 TRIGONOMETRISKA EKVATIONER

Om (x,y) #r en given punkt p4 enhetscirkeln x*> +y? = 1, sé #r (enligt definition) cos v =
x och sinv =y (se avsnitt 3.6 i del 1). Omvint, om virdena for cosv och sinv béada ir
givna, sd dr punkten (x,y) entydigt bestimd och vinkeln v bestimd med undantag av en
multipel av 27, dvs. med undantag av ett antal hela varv. Om ddremot endast cosv = a
dr givet, sa kan vinkeln v ligga i tva olika kvadranter, en i 6vre och en i undre halvplanet,
ty cos(—vp) = cosvg. Analogt, om endast sinv = b #r givet, sd kan v ligga antingen i
hogra eller vénstra halvplanet, ty sin( —vg) = sinvy.

Exempel. Los ekvationen sinv = 1/2.

Losning: Vi vet ifran avsnittet om trianglar och trigonometri att sin(7/6) = 1/2. Dir-
med &r v; = /6 en 16sning till ekvationen. Eftersom sin(7w — v) = sinv sd dr dven
vy = — /6 =57/6 en 15sning till ekvationen. Dessutom kan man ju alltid éndra en
vinkel med ett helt antal varv sa att vi + 27, vi +4x, vi + 67, ... ér alla 16sningar till
ekvationen liksom v — 27, vi —4m, vi —67,... . Samma sak om man byter ut v mot
vp. Vi far alltsa att samtliga 16sningar till ekvationen dr

[ m/6+n-2m
| 57/6+n-2m,

dir n dr ett godtyckligt heltal. g

En l6sning, sdsom v = 71/6 i exemplet ovan, kallas for en specifik losning och midngden
av alla 16sningar kallas for den allménna losningen. Vi ska nu ange formler for den
allminna 16sningen for ekvationer som innehaller cosinus, sinus respektive tangens.

. . 1
(For cotangens kan man utnyttja att cotx = —.)

Ekvationen cosv = a, diar —1 < a < 1, har allminna 16sningen

| votn-2m
V= —vo+n-2T,

11



Vo X

-V

Figur 3: Losningarna till cosv = a.

dir n dr ett godtyckligt heltal och v &r en vinkel som satisfierar ekvationen cosvg = a.
Losningarna kan erhéllas genom skirning av enhetscirkeln x> +y?> = 1 med rita linjen
x = a. Ovanstaende kan ocksa formuleras (med vy = 1) som

cosv=cosu<v==2u+n-2w

Ekvationen sinv = b, dir —1 < b < 1, har allménna 16sningen

- vo+n-2m
| m—v+n-2m,

Figur 4: Losningarna till sinv = b.

dir n dr ett godtyckligt heltal och v &dr en vinkel som satisfierar ekvationen sinvy = b.
Losningarna kan erhéllas genom skirning av enhetscirkeln x> +y*> = 1 med rita linjen
y = b. Detta kan ocksa formuleras (med vy = u) som

siny = sinu
om och endast om

v=u+n-2n eller v=nm—u+n-2n

12



Vi har definierat tanv = y/x och visat att tan v #r periodisk med perioden 7. Alltsa géller
att:

Ekvationen tanv = k, dir —oo < k < oo, har allménna 16sningen

Vv=vyg+n-T

T+ Vo

Figur 5: Losningarna till tanv = k.

dir n dr ett godtyckligt heltal och v &r en vinkel som satisfierar ekvationen tanvy = k.
Losningarna kan fis genom skirning av enhetscirkeln x> +y?> = 1 med riita linjer y = kx.
Detta kan ocksa formuleras (med vy = u):

tanv=tanu & v=u-+n-7

Exempel. Los ekvationen sin(2v+1) = 1/2.

Sitt 2v+ 1 =1 och 16s forst ekvationen sinz = 1/2. En 16sning ér
1 =
o= n—- —=— = 300
o= arcsins = ,

sa allménna 16sningen blir

. to+n-2n=mn/6+n-2m
T m—tfo+n-2n=5n/6+n-2m.
Vi far till slut genom att sitta in detta i 2v+ 1 = ¢ och 16sa ut v att

v=-n2=-1p2ip={ TR

Exempel pa 16sningar far man genom att ersitta n med olika heltal. Om vi t.ex. sitter
n =11 de tva olika fallen sa far vi l6sningarna v = —1/2+131/12 ochv=—1/2+
177/12. d

Exempel. 1L0s ekvationen cos3v+cosv = 0.

13



Vi kan skriva om ekvationen som
cos3v =cos(v+ ), ty cos(v+ ) = —cosv.

Diérmed har vi skrivit den pa formen cosw = cosu och som vi sdg ovan sa ir detta sant
om och endast om w = £u+n-27x. Det ger

cos3v=cos(v+m) & 3v=+(v+7)+n-2m.

Vi delar upp i tva olika fall beroende pa teckenvalet i hogerledet.

Fall 1: Ekvationen 3v = +(v+7) +n-2m ger 2v = w+n- 27, dvs.
v=n/2+n-m,
dér n dr ett godtyckligt heltal.
Fall 2: Ekvationen 3v = —(v+ ) +n-2mw ger4v = —w+n- 27, dvs.
v=—n/4+n-n/2=4n/44+m 7/2,

ddr m = (n— 1) &r ett godtyckligt heltal.
Svar:v=m/24+n-mochv=n/4+n-n/2dirn=0,+1,£2,.... O

Anmdirkning: Vi kunde ocksa (i exemplet ovan) anvént formeln cos(w — v) = —cosv.
(Genomfor riakningen och jamfor svaren!)

Exempel. L0s ekvationen sinv + V3 -cosv=0.

Ekvationen kan skrivas tanv = —+/3 efter division med cosv, ty tanv = sinv/ cosv. Det
ar inga problem med att dividera med cosv, ty om cosv = 0 s dr sinv antingen 1 eller
—1 och detta ger ingen 16sning till ekvationen.

Denna ekvation har en 16sning vo = —m/3 = —60°, ty tan(—n/3) = —tan(x/3) =
—+/3. Allminna 16sningen blir dd v =vy+nr = —7 /3 +n- , dir n godtyckligt heltal.
[Alternativ formulering av svaret dr: v =27/3 4+ m- 7, (ddrm =n— 1)]. U

Hittills har vi skrivit om ekvationen sé att den blev pa formen cosv = a eller cosu =
cosv (eller med sin eller tan). Man kan ocksa 16sa ekvationer dér det 4r polynom av en
trigonometrisk funktion cos v, dvs. ekvationer som innehéller termer av typen c(cosv)”.
Strategin &r da att forst ersétta cosv med ¢ och bestimma 19sningarna for polynomekva-
tionen med ¢ som obekant. Dérefter bestimmer man v genom att 16sa cosv = ¢ for alla
16sningar 7 till polynomekvationen. Hér ér det viktigt att komma ihég att |cosv| < 1 och
|sinv| < 1.

2

Exempel. Los ekvationen 2(cosv)* — cosv = 3.

Sitt cosv = z. Kom ihag att det betyder att |z| < 1. D4 fas andragradsekvationen 27> —
z=3,dvs. 22 —1/2-7—3/2 = 0 med rétterna

1 1 3 1 5 3
=-—44/—+==-£>, dvs. z1 == och 1 = —1.
A=y FN\ gty T Ty ATy och e
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Den forsta 19sningen z; = 3/2 ér orimlig, ty |z| < 1. Den andra losningen z = —1 ger
ekvationen cosv = —1 med allmin 16sning

v=4m+n-2x=n+n-2m,

eftersom —7 och 7 skiljer sig at med ett helt varv och dirmed ger samma 16sningar.

Svar:v=n+n-2mx. O

Exempel. Lbs ekvationen sin® v +sin’ v = 2.

Eftersom sinv < 1 for alla v, sd dr
sifdv4sindv< P+ 13=2

med likhet endast for sinv = 1. Alltsa dr sinv = 1 enda mojligheten, dvs. samtliga
16sningar till ekvationen ges av v =m/2+n-27. (]

5.2.4 EKVATIONER MED EXPONENTIALFUNKTIONER

Precis som for trigonometriska funktioner gér det att 16sa (enkla) ekvationer som in-
nehéller exponentialfunktioner. Hér handlar det om stringt vixande eller avtagande
funktioner som antar alla positiva reella tal som virden och som inte antar nagra nega-
tiva virden. Detta ger foljande grundliggande regler:

Ekvationen »* = a (med b > 0 och b # 1) har en unik 16sning x = log;,a om a > 0 men
saknar 16sning om a < 0.

Likheten b* = b” giller om och endast om x = y.

Vi kan alltid uttrycka log;, @ med hjilp av, t.ex., den naturliga logaritmen genom likhe-

ten
Ina

= l = —_—
X 0g,a Inb s
som foljer av logaritmlagarna.

Med hjélp av potensreglerna kan man ibland skriva om en ekvation som innehaller ex-
ponentialfunktioner sa att den blir pa den grundliggande formen b* = a. Kom speciellt
ihdg hir att b = b*bY.

Exempel. Los ekvationen 2° 421 = 6.

Potensreglerna ger att 2° = 2-2*~!. Dirmed kan ekvationen skrivas som 2*~1(2+1) =
6, dvs. 21 = 2. Det gerattx—1=1,dvs. x =2.

En alternativ 16sningsmetod &r att sétta 2° = z. Testa sjdlv att 16sa ekvationen pa detta
sétt. (]

Precis som for trigonometriska funktioner sa kan man ibland 16sa ekvationer som in-

nehiller olika potenser av en exponentialfunktion. Vi pAminner hir om att (b¥)* = b**,

Exempel. Bestim reella Iosningar till ekvationen e>* 4 ¥ —2 = 0.
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Sitt e¥ = z. DA ir e** = (¢*)? = z? och vi far ekvationen 7> +z —2 = 0 med rotter

1 1 1 3
Zl,z—fizt Z+2775:|:§, dvs.zi =1ochz =-2.

Vi delar upp i tva olika fall for de tva olika losningarna.

Fall 1: Om z = 7y, sa far vi e = z; = 1 = ¢ vilket ger x; = 0.

Fall 2: Om z = 75, sa far vi e* = zp = —2 vilket &r en orimlighet, da ¢* > 0 for alla
reella x.
Svar: Ekvationen har den enda reella roten x; = 0. O

Exempel. Los ekvationen 2 -2¥ — 2% = (.

Vi skriver om ekvationen med potensreglerna till 27! = 22*, Detta giller om och endast
omx—+1=2x,dvs. x=1.

Aven denna gér att 1osa genom att sitta 2° = z. Testa dterigen sjilv att gora detta. [

5.2.5 EKVATIONER MED LOGARITMFUNKTIONER

Problemet att 16sa ekvationer som innehéller logaritmfunktioner, log, x (se avsnittet
om logaritmer i del 1), paminner en hel del om att 16sa ekvationer som innehaller expo-
nentialfunktioner. Har handlar det om stringt vixande funktioner om b > 1, respektive
striangt avtagande om b < 1. Logaritmerna dr definierade for alla positiva reella tal och
virdeméngden dr alla reella tal. Detta ger foljande grundliggande regler:

Ekvationen log, x = a har alltid en unik 16sning x = b* > 0.

Likheten log, x = log, y giller om och endast om x = y.

Nir man ska 16sa ekvationer som innehaller logaritmfunktioner sa &r det viktigt att
man har de olika reglerna for logaritmer i farskt minne. Titta tillbaka pa avsnitt 4.6.2
om logaritmer i del 1 av kursen om du inte kinner dig séiker pa dessa.

Exempel. Los ekvationen lg(x?) = 2.

Vi siitter t = x> och far da 1g¢ = 2. Det ger (kom ihdg att Ig #r log,,) t = 10> = 100. Vi
satte r = x2 och far alltsa losningarna x; = 10 och x, = —10.

En liten varning ir pa sin plats hir. Det ir kanske frestande att skriva om Ig(x?) som
21gx, men observera att dessa bara dr lika om x > 0 och att man i sa fall tappar bort
losningen —10. (]

Strategin nidr man har flera logaritmfunktioner 4r att utnyttja logaritmreglerna for att
skriva det som en likhet pa formen Inu = Inv dédr u och v beror pa x.

Exempel. Los ekvationen 2In(x — 1) +1In(x+1) = 31nx.

For att logaritmerna i ekvationen skall vara definierade maste x — 1 > 0, x+ 1 > 0 och
x>0,dvs. x> 1.
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For x > 1 kan vénsterledet av ekvationen skrivas som
2In(x—1)+In(x+1)=In(x—1)*+In(x+1) =In((x— 1)*(x+ 1))
och hogerledet som 3Inx = Inx>. Hirav fas
(x—1)*x+1)=x>, dvs. ¥ —® —x+1=x> eller > +x—1=0.

Denna ekvation har rotterna

1 5 1 5
x1=—§+§%0,6<1 och xgz—i—%%—1,6<1-

Dirmed ligger bade x; och x;, utanfor definitionsomradet x > 1.

Svar: Den givna ekvationen saknar (reella) rotter. ([l

Anmdrkning: Om vi dndrar forra ekvationen till In(x — 1)? 4+ In(x+ 1) = 3Inx s far vi
nagot som ar definierat for alla x > 0 utom x = 1. Den dr ekvivalent till den ursprungliga
ekvationen for x > 1, men har alltsa ett storre definitionsomréade eftersom (x — 1) > 0
for x # 1. Denna nya ekvation har roten x; = (v/5—1)/2 ~0,618.

5.2.6 EKVATIONER MED ABSOLUTBELOPP

Nir det giller ekvationer som innehaller absolutbelopp dr det viktigt att f6lja den all-
ménna strategi vi ordinerade for absolutbelopp i avsnitt 4.4 i del 1. Vi paminner om att
det giller att dela upp i olika fall beroende pa tecknet pa det som man tar absolutbelopp
av for att eliminera absolutbeloppen. Direfter 16ser man ekvationerna som vanligt, men
man maste hela tiden ha i atanke vilket intervall det 4r man jobbar med. Vi illustrerar
med ett par exempel.

Exempel. Los ekvationen |x — 3|+ |[2x+ 1| =5.

Vi har
3| {x—3 for x > 3,
—(x—3) forx <3,
och
et 1] = {2x+1 for 2x+1>0, dvs. x> —1/2,
—(2x+1) forx<—1/2.

Vi maéste alltsd studera 3 olika fall:

Fall 1, x > 3: I detta intervall fas ekvationen (x —3) 4+ (2x+ 1) =5, dvs. 3x =7 som ger
x=7/3.Men 7/3 < 3, dvs. 7/3 ligger inte i det ritta intervallet, varfér x = 7/3
inte dr en rot till den givna ekvationen.

Fall 2, —1/2 < x < 3: Hir fés ekvationen —(x —3) + (2x+1) = 5, som ger x = 1.
Vi finner att x = 1 ligger i intervallet —1/2 < x < 3 och ir alltsd en rot. (Prova
genom insittning i den givna ekvationen!)

Fall 3, x < —1/2: Nu fas —(x—3) — (2x+ 1) = 5, som ger x = —1. Nu ser vi att
x = —1 ligger i ritt intervall och ir alltsa en rot.
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Svar: Ekvationen |x — 3| +|2x+ 1| = 5 har rétterna x; = 1 och x; = —1. O

—1

Figur 6: Centrala delen av grafen av till funktionen f(x) = !sinx-&- %| — |sinx - %

Exempel. Los ekvationen fsinx—!— %| = ’sinx — %|

For enkelhets skull sa borjar vi med att sitta sinx = . Kom ihag att det betyder ju nu
att || < 1.

Vi har

a {(H;) for —1 <1< -3,

och

1‘{t—é for 3 <r <1,
- 1 " 1
—(t—3) for —1<1< 3.

Vi maste alltsa aterigen studera 3 olika fall:

Fall 1, 1 <t < 1:1 detta intervall fas ekvationen ¢ + % =r— %, dvs. % = —% vilket dr
en orimlighet. Alltsa inga 16sningar i detta fallet.

Fall 2, —1 <t < 1: Nu fas ekvationen t + 1 = —(r — 1), som ger t = 0. Vi finner att
t = 0 ligger i intervallet —% <t< % och r alltsa en rot.

Fall3, -1 <t < — %: I detta fall fas samma ekvation som i forsta fallet (ombytt tecken
pa bada sidor) och alltsé en orimlighet.

Enda 16sningen ér alltsa ¢+ = 0. Fran sinx = ¢ far vi da till slut att alla 16sningar ges
av x = n- © med n ett godtyckligt heltal. Grafen till funktionen |sinx + % | — |sinx - %|
finns i figur © och man kan se nollstillena till denna (som ju svarar mot rotter till var
ekvation) vid alla multipler av 7. (]

Ovningar
5.2.1 Los foljande ekvationer.

axt+2x+2=0 b.5x2+3x+1=0
c.3x2+1=73x
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522

523

524

525

5.2.6

5.2.7

5.2.8

529

Foljande polynom har x = 1 4 i som nollstille. Bestdm alla nollstillen till poly-
nomen.

ax—x242 b.ox*—x3+x242

Bestdm ett fjdrdegradspolynom som har nollstéllen i 3 —i,3 4, 14 3i samt
1-3i.

Los foljande ekvationer.
a.cosv=1/2 b.sin2v=1/2
c.cosv=0 d.sinv =2

e.sin(3v—1)=—1

Los foljande ekvationer.
a. cos(m/2 —v) =cos2v b. sin3v = sinv
c.sin3v+sinv =0

Los foljande ekvationer.

a.2-sin’v=1 b. 5sinv —6sin’v = 1
c.2cos’v—3cos?v—3cosv+2=0 d.cosv+costv=2
e.sinv+sin®v=3

Bestim alla reella 16sningar till foljande ekvationer.
a.2"=64 b.4=8
c.4=-8 d. 51 +3.57=38

e.3¥42.3%1 =45

Bestdm alla reella 16sningar till foljande ekvationer.
a.e¥+2-¢"=3 b.3%—4.3"43=0
c.2F ol =l g

Los foljande ekvationer.
a. In(Inx) =1n3 b. 21g(x—1)+1g2 =31g4
c.3In2+In(x—1)—Inx=1In7 d. lgx+1g(x—2)=1g3

e. In(2—x)+2Inx=3In(1—x)

5.2.10 Los foljande ekvationer.

a.jx+1]=1 b. |3—x|=17,5
c.|lx+4|=0

5.2.11 Los foljande ekvationer.

alx=2|+x+1|=4 b.jx=2|+x+1]=3
c. |25 =2 = 2" - 4] d. [1g(2x)| = llg(x)]

5.3 OLIKHETER

Givet tva reella tal a och b uppfylls exakt en av relationerna a < b, a = b och a > b.
Detta till synes enkla och uppenbara faktum ligger till grund for att vi alls kan tala
om olikheter for reella tal. Fragan dr naturligtvis ganska trivial nir det handlar om tva
givna reella tal, det dr bara att jamfora dem och se vilket som é&r storst (dven om det
kan vara ganska jobbigt att gora det utan tekniska hjalpmedel, forsok visa olikheten
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V413 > 6 + +/3 “for hand”). Betydligt intressantare blir det om man har som uppgift
att jamfora storheter som 4r beroende av en eller flera variabler. I avsnittet som foljer
ska vi titta ndrmare dels pa vissa allménna fragor om olikheter, dels pa vissa speciella
typer av olikheter och hur man handskas med dem. Innan man fortsitter ldasa och rikna
hir kan det vara bra att repetera riknereglerna som finns listade i avsnitt 1.4.2.

Forutom de sedvanliga tecknen for mindre &n och storre 4n (<, >) ser man ofta tecknen
< respektive >. De betyder mindre én eller lika med, respektive storre édn eller lika
med. Olikheten 5 > 5 idr sann, medan 5 > 5 #r falsk. Olikheter som innehéller tecknen
<, > kallas for stringa olikheter.

De typiska problemen man stills infor &r: att 1osa olikheter, att bevisa olikheter och att
gora uppskattningar. Vi ska ga igenom vad dessa tre typer av problem dr och hur man
kan 16sa dem.

5.3.1 ATT LOSA OLIKHETER

Detta dr helt analogt med att 16sa ekvationer. Att 16sa en olikhet betyder just att hitta
alla vérden pa en (eller flera) variabler som uppfyller en olikhet. Vi ska titta pa tre
konkreta exempel pa att 16sa en olikhet.

Exempel. Los olikheten —3x+5 < 0iR, dvs. finn alla reella tal x sddana att —3x+5 <
0.

Enligt riknereglerna for olikheter (se avsnitt 1.4.2) far vi en olikhet ekvivalent med den
givna om vi adderar —>5 till bada leden: —3x < —5. Aterigen i enlighet med riiknereg-
lerna kan vi dividera bada leden med —3. Vi far en olikhet ekvivalent med den givna,
forutsatt att vi byter riktning pa olikhetstecknet (eftersom —3 < 0). Vi far alltsa att olik-
heten som skulle 16sas dr ekvivalent med x > 5/3. Alltsé bestar dess 16sningsméngd av
alla reella tal som ér storre én 5/3.

Alternativt hade vi kunnat addera 3x till bida leden for att sedan 16sa 3x > 5. O
y
4 £
X
—t—+—0 4 + | > 2
0 1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

Figur 7: Losningsmingden till olikheten —3x+5 < 0 i R respektive R2.

Exempel. Los olikheten —3x+5 < 01 R?, dvs. finn alla reella talpar (x,y) sidana att
—3x+5<0.

Om vi foljer riknereglerna pa precis samma sitt som ovan far vi aterigen att x > 5/3.
Att y inte star nagonstans betyder att det inte &r nagra restriktioner for y. Losnings-
mingden #r dirmed alla punkter i planet med x-koordinat storre én 5/3 och godtycklig
y-koordinat, dvs. alla punkter i planet till hoger om den vertikala linjen x = 5/3 (en
sadan mingd kallas for ett halvplan). ]
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Exemplen ovan visar bland annat att 16sningsméngden kan se olika ut beroende pa valet
av “bakgrundsméngd”, dven om olikheterna som sddana forefaller identiska.

Exempel. Los olikheten x> +y*> < 2x i R?.

Uttrycken som ingér i vdnster- och hogerledet paminner starkt om uttrycken som bru-
kar inga i en cirkels ekvation (se avsnitt 3.5). Vi borjar diarfor med att flytta ver alla
termer till vinsterledet och kvadratkomplettera. Den olikhet vi far dr ekvivalent med
den givna:

24y’ —1<0.

Ky —2x=(x—1)
Om vi nu adderar 1 till bada leden far vi (x — 1)2 + y2 < 1, ytterligare en olikhet, ekvi-
valent med den ursprungliga. Enligt avstandsformeln bestar 16sningen av alla punkter
i planet ( R?) som befinner sig pa avstand mindre én ett frdn punkten (1,0), dvs. 16s-
ningsmingden ir cirkelskivan med medelpunkt (1,0) och radie 1 (utan den avgréinsan-
de cirkeln). [l

Figur 8: Losningsmingden till olikheten x> 4y < 2x i R2,

5.3.2 ATT BEVISA OLIKHETER

Denna typ av problem har en stark koppling till att 16sa en olikhet. Man skulle kunna
omformulera det som “Visa att alla element i en médngd tillhor olikhetens 16snings-
mingd.”

Exempel. Visa att
a+b

>+ab foralla a,b>0.
Olikheten dr ekvivalent med a + b — 2v/ab > 0 (vilka rdkneregler har vi anvint?). Ef-

tersom a och b ir icke-negativa har vi att a = (\/5)27 b= (\/l;)2 Vi kan med hjilp av
kvadreringsregeln skriva om det nya vénsterledet som

atb—2ab = (f—w;)z.

2
Den givna olikheten ir alltsd ekvivalent med olikheten (\f — \/15) > 0, som up-
penbarligen &r sann for alla icke-negativa a och b. Likhet giller om och endast om
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2
(\f— \/B) =0, dvs. om och endast om @ = b. Med andra ord ér (a+b)/2 = vV ab
om och endast om a = b. (|

Den nyss bevisade olikheten kallas for olikheten mellan aritmetiskt och geometriskt
medelvirde. Det aritmetiska medelvirdet &dr det ”vanliga” medelvirdet dar man sum-
merar talen och delar med antalet tal. Det geometriska medelvirdet av tva icke-
negativa tal dr roten ur deras produkt, och mer allmint sa &r geometriska medelvirdet
av n icke-negativa tal lika med n-te roten ur deras produkt. Det aritmetiska medelvir-
det dr storre n eller lika med det geometriska medelvérdet ocksa for godtyckligt antal
icke-negativa tal, dvs.

ay+ay+---+ay
n

>Vayay...a, foralla aj,a,...,a, > 0.

Likhet giller om och endast om alla talen &r lika med varandra. Den mer generella
varianten dr dock betydligt svérare att bevisa.

Exempel. Visa triangelolikheten for reella tal, dvs. visa att
|a+b| < |a|+|b| foralla a,b € R.
Eftersom bada leden #r icke-negativa #r olikheten ekvivalent med den man far efter

kvadrering. Dessutom giller for reella tal att |x|> = x> (OBS! Giiller inte for komplexa
tal!), s att den givna olikheten dr ekvivalent med

(a+b)? < (la] +]b])?,
och efter utveckling med hjélp av kvadreringsregeln och férenkling med
@ +b*+2ab < |a|* + |b|* 4 2|ab| <= ab < |ab|.
Den sista olikheten &r dock uppenbarligen sann, eftersom det rader likhet nir a och

b har samma tecken samt nér nagot av talen &r noll, medan vi far att vinsterledet &r
negativt och hogerledet positivt nér a och b har olika tecken. (]

Anmdirkning. Eftersom a —b = a+ (—b), och | — b| = |b|, far vi att dven olikheten

|a—b| < al +b|

giller for alla reella a, b.

De olikheter vi visat 4r mycket anvdndbara i olika sammanhang. Vi ska hir ge ett exem-
pel pa hur man kan anvénda olikheten mellan aritmetiska och geometriska medelvirdet
for att 16sa ett geometriskt problem.

Exempel. Bland alla rektanglar med omkrets 8, finn den med storst area.

Beteckna en sadan rektangels sidlingder med a och b. DA &r omkretsen 2(a + b) och
arean dr #r ab. Eftersom det handlar om lingder maste a och b vara positiva. Att om-
kretsen &r 8 betyder att a+b =4, och (a+b)/2 > Vab ger att 2 > Vab. Alltsd giller
att Arean = ab < 4. En rektangel med omkretsen 8 kan alltsa inte ha area storre dn 4. I
beviset av olikheten ovan noterade vi dessutom att likhet uppnas, dvs. arean blir max-
imal, om och endast om a = b. Didrmed &r det kvadraten med sidan 2 som har storst
area bland alla rektanglar med omkrets 8. (]

Exemplet ovan ir ett enkelt specialfall av ett mycket intressant matematiskt problem
som kallas det isoperimetriska problemet.
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5.3.3 ATT GORA UPPSKATTNINGAR

Det hinder ofta att man inte behover veta eller helt enkelt inte kan ta reda pa exakt
vilka vérden en funktion antar. Man kan ibland, alternativt &r man ibland tvungen att
ndja sig med en uppskattning av hur stor (eller hur liten) funktionen kan bli. Vi borjar
med nagra exempel pa grundldggande uppskattningar som kan vara anvindbara.

Exempel. For alla reella tal giller foljande uppskattningar

[sinx] < 1
|sinx] < 100
|xsinx] < |x]
[sinx] < |x]
e > 0
For alla negativa tal giller att e* < 1. O

Man kan alltefter behov vara olika ambitios vid valet av uppskattning. Exemplen nedan
illustrerar ett sammanhang da uppskattningar kan vara aktuella. Samtidigt far vi se hur
ambitionsnivan betriffande uppskattningen kan hojas nir sa behovs.

Exempel. Visa att funktionen

1
3 — (sinx+cosx)

fx) =

dr definierad for alla reella x.

Det enda som skulle kunna stilla till problem ér ndmnaren: den féar absolut inte bli noll.
Vi ska, genom att géra en uppskattning, visa att ndmnaren dr positiv for alla reella x.
Samtidigt far vi se hur man kan anvinda triangelolikheten.

Vi vet att | sinx| < 1 och |cosx| < 1 for alla reella x. Triangelolikheten ger da att
[sinx + cosx| < |sinx|+|cosx| <2 < 3,
och eftersom sinx + cosx < |sinx + cosx| for alla reella x, foljer det att
3 — (sinx+cosx) >3 — |sinx+cosx| > 0.

Nimnaren kan ddrmed aldrig bli noll, och vi far att funktionen dr definierad for alla
reella tal. ]

Exempel. Visa att funktionen

1
2 — (sinx+ cosx)

flx)=

ir definierad for alla reella x.

Precis som ovan far vi att | sinx + cosx| < |sinx|+ | cosx| < 2, samt att

2 — (sinx+cosx) > 2 — |sinx +cosx| > 0.
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Men, eftersom den sista olikheten tillater likhet, ricker inte den uppskattningen for att
visa att nimnaren aldrig blir noll. Det som behdvs dr hogre ambitionsniva vid uppskatt-
ningen.

Man skulle kunna anvinda derivator for att bestimma det storsta vérdet funktionen
g(x) = sinx + cosx kan ha. Hir kommer vi dock att anvinda en annan metod fran
avsnitt for att skriva sinx 4 cosx pa formen A sin(u + x) for ndgot A och u.

Enligt vart resultat fran avsnitt sa giller
asinx+bcosx = Asin(u + x)

dd A =+Va?+b? och 0 < u < 27 &r en 16sning till cos(u) = a/A och sin(u) = b/A.

Ivart fallira=1och b= 1,s8 A =+/12 4+ 12 = /2 och u ir en l6sning till cos(u) =
1/+/2 ochsin(u) = 1/+/2, dvs. vi méste ha u = /4. Vi kan dirfor skriva om funktionen
g(x) som

g(x) = cosx+sinx = v/2 sin (x+ g) .

Vi ser nu att |g(x)| = | sinx + cosx| < v/2, och det fljer att
2 — (sinx+cosx) >2—v2>0.

Nimnaren kan alltsa aldrig bli lika med noll for reella x, vilket betyder att funktionen
f dr definierad i hela R. O

I de bada exemplen ovan far vi en uppskattning for sjilva f pa kopet. Eftersom nim-
naren alltid &r positiv dr dven f positiv, sd vi behover inte skriva belopptecken. Funk-
tionen f kommer att vara som storst ndr ndimnaren dr som minst (notera att tiljaren ar
konstant). Det betyder att funktionen fran det sista exemplet uppfyller

1
0<f(x)§2_ﬁ.

Lésaren kan sjélv fundera 6ver hur motsvarande olikheter ser ut i exemplet innan, bade
med den “grovre” och den “finare” uppskattningen av nimnaren.

5.3.4 RATIONELLA OLIKHETER

I det som aterstar av avsnittet kommer vi att dgna oss at att 16sa vissa typer av olikheter,
dar funktionerna som ingar i vénster- och hogerledet dr funktioner av en variabel.

Vi borjar med en mycket viktig iakttagelse: det dr betydligt enklare att jaimfora ett
uttryck med noll, &n att jaimfora tva uttryck med varandra. Givet t.ex. olikheten AB < 1
kan vi inte séiga sd mycket om nir den giller, medan givet CD < 0 kan vi genast séiga
att den &r sann om och endast om C och D har olika tecken. Det betyder att man néstan
alltid ska halla sig till f6ljande tumregel

Vid behandling av olikheter, flytta alltid 6ver termer s att ena ledet blir 0.

Nista steg (aterigen for att kunna dra nytta av iakttagelsen ovan) dr att férsoka faktori-
sera i det led dir de nollskilda termerna finns, och sedan helt enkelt undersoka nir de
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olika faktorerna dr positiva och negativa. Tyvirr kan faktoriseringen vara ganska svar
att genomfora i praktiken.

Det kommer nu att uteslutande handla om olikheter mellan polynom och/eller rationella
funktioner. Det kan dirfor vara pa sin plats att repetera det som star i avsnitt 4.2 och
avsnitt 4.3.

Olikheter mellan polynom har utseendet

p1(x) < pa(x),

ddr py, pp ér polynom. Skillnaden mellan tva polynom #r aterigen ett polynom. Efter
att ha fort over alla termer till vinsterledet far vi dirfor olikheten

p(x) <0,

dér p dr ett polynom. Vi kan nu (dtminstone i teorin) hitta p:s nollstillen, faktorisera
enligt faktorsatsen for polynom (se avsnitt 2.5) och undersoka de enskilda faktorernas
tecken (i praktiken kan det vara knivigt att hitta nollstéllena). Observera att vi endast
dr intresserade av reella nollstdllen, komplexa tal och olikheter gar inte ihop (fragan
diskuteras nagot utforligare i slutet av avsnittet).

Alla polynom med reella koefficienter av grad minst ett kan faktoriseras i forsta-
och andragradsfaktorer med reella koefficienter, dir andragradsfaktorerna saknar re-
ella nollstillen.

Bevis. T avsnitt sag vi att de imaginéra rétterna kom i par r och 7 och att
(x—r)(x—=F) =x> = (r4+Fx+rF

har reella koefficienter. Darfor ger Algebrans fundamentalsats att ett polynom med
reella koefficienter kan faktoriseras i reella forstagradsfaktorer som svarar mot de reella
nollstillena och reella andragradsfaktorer som svarar mot paren av imaginéra nollstél-
len. (]

Det ir litt att bestimma forstagradsfaktorernas tecken for olika virden pa variabeln x.
Om nagon andragradsfaktor saknar reella nollstillen innebér det att den har konstant
tecken Over hela tallinjen (kan du forklara varfor?).

Om olikheten inte &r string kommer 16sningsméngden #dven att innehélla alla nollstl-
len till p. Vi illustrerar metoden med ett par exempel.

Exempel. Los olikheten x> —3x+2 < 0.

Nollstillena till ¥ — 3x+2 < 0 dr x; = 1 och x, = 2. Olikheten ir alltsd ekvivalent med
olikheten (x — 1)(x —2) < 0. Produkten av de tva faktorerna dr negativ om och endast
om de har olika tecken, vilket intrdffar om antingen x < 1, x > 2, eller x > 1, x < 2.

Den forsta kombinationen dr oméjlig, alltsa dr 16sningsméngden {x € R : 1 < x < 2}.
O

Exempel. For vilka x € R dr 2x° < 7x% 4+ 5x — 4?2

Vi for over alla termer till vénsterledet och far

p(x) =2 —7x* —5x4+4 <0.
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Ekvationen 2x> — 7x2 — 5x+4 = 0 har rotterna x; = — 1, x= % och x3 =4 (visa detta!).
Enligt faktorsatsen &dr da

1
p(x) =2 =T —5x4+4=2(x+1)(x— 5)(x—4).
For att bestimma de x, for vilka p(x) < 0, kan vi sitta upp foljande teckentabell:

x<—-1 x=-1 —1<x<% X % %<x<4 x=4 x>4

(x+1) ——-— 0 +++ + +++ + 4+
(x—4%) ——= — - 0 +++ + 44+
(x—4) —-—-—- - -—- - ——— 0 +++
plx) ——-— 0 +++ 0 -——— 0 +++

I teckentabellen tog vi alla nollstillen till polynomet och delade upp i intervall mellan
dessa. I dessa intervall har faktorerna konstant tecken som fors in i tabellen. Vi ser att
p(x)<0,omx<—1eller%<x<4. O

En olikhet mellan rationella funktioner har (efter att eventuellt ha skrivit termerna i
vardera ledet pa gemensam nimnare) utseendet

fHlx) )
g1(x) ~ g2(x)’

dir f1, f>, 81,82 dr polynom och x tillhor mdngden

{xeR:g1(x) #0, g2(x) # 0}.

Vi borjar med att flytta Gver alla termer till vénsterledet; skillnaden mellan tva rationella
funktioner #r dterigen en rationell funktion, vilket betyder att det ridcker att titta pa
olikheter pa formen

G >0, xe{xeR:g(x)+#0} med f,g polynom.

g(x)

Den omedelbara, néstan instinktiva reaktionen nir man ser olikheten ovan 4r att gora
sig av med ndamnaren, genom att forlinga med g(x). Det far man inte gora! Det &r
namligen sa att g(x) kan ha olika tecken for olika x, och man maste byta riktning
pa olikheten vid multiplikation med negativa storheter. En mojlighet ér att i det ldget
undersoka g:s tecken for olika x-véirden och 16sa olika varianter av olikheten for g > 0
och g < 0. Detta dr emellertid onddigt jobbigt; dessutom ér det litt att missa nagot fall
och dédrmed litt att fa fel eller ofullstindig 16sningsméngd.

Exempel. For vilka reella x giller olikheten

x—1
>0?
x+2

For x # —2, forlang med x + 2. Olikheten ovan dr ddrmed for alla x # —2 ekvivalent
med olikheten (x — 1)(x+2) > 0. For att produkten ska vara positiv maste de tva fak-
torerna ha samma tecken. Detta intriffardax < 1, x < —2ochdax > 1, x > —2, alltsa
dad x < —2 och dax > 1. Eftersom likheten ér tilldten, maste vi lagga till punkten x = 1.
Vi far alltsd 16sningsmingden {x € R:x < —2eller x > 1}. (OBS! x # —2) O
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Exempel. For vilka x ar % >2x—1?

Olikheten kan skrivas:

1 1—2x2
RO = —2x 1= %5
X

X

Hiir dr R(x) en rationell funktion, dér téiljare (och nimnare) kan faktoruppdelas. Tilja-
ren T (x) = 1 — 2x? + x har nollstillena —1/2 och 1, si

T(x)=(-2)(x+ %)(x— D=—2x+1)(x—1)=2x+1)(1—x)

och R(x) = 2x+1)(1 —x)/x.
Vi far foljande teckentabell:

x<—1/2 x=-1/2 —1/2<x<0 x=0 0O0<x<l x=1 x>1

2x+1  ——- 0 +4+ + +++ + +++
l-x  +++ + +4+ + +++ 0o ——-

x ——— - ——— 0 +4+ +  +++
R(x) +++ 0 - ejdef. ++4++ 0o ——-

Vi ser att R(x) >0, om x < —1/2 eller 0 < x < 1. Notera att for x = 0 4r R(x) €j
definierad. g

Anmdirkning. Man kan ocksa skriva R(x) = (—2)(x+ 1/2)(x— 1) /x och bilda en tec-
kentabell med faktorerna (—2), (x4 1/2), (x— 1) och x. (Gor detta!).

Vi pa minner om att den givna olikheten (i exemplet ovan) inte far multipliceras med
x, dvs. den far inte skrivas 1 > x(2x — 1), eftersom x kan vara negativt.

5.3.5 INTERVALL

Vi ser att 16sningsméngderna till de olikheter vi behandlat i R anges av olikheter av
typernax <a, x>b, a<x<b, x<a, x>b,a<x<b,a<x<b, a<x<b.
Mingder som anges pa det sittet forekommer mycket ofta och de har dérfor fatt ett
namn. Alla mingder av typerna ovan kallas intervall. Som redan ndmnts i avsnitt 1.4.1
dr det ldmpligt att infora beteckningar for de olika intervalltyperna som inte innehaller
variabelnamnet (mingden &dr uppenbarligen densamma oavsett vad variabeln heter).
Nedan repeteras definitionerna av alla intervalltyper.
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(—eo,a) ={xeR:x<a},
(—o0,al ={xeR:x<a},
[a,b) ={x€R:a<x<b},
(a,b) ={xeR:a<x < b},
Dl ={xeR:a<x<b},
(a,b) ={xeR:a<x <b},
[b,00) = {x e R:x>b},
(b,0) ={xeR:x>b}.

]

Vi ser att [ respektive | anvinds dé den avgrinsande punkten (den s.k. randpunkten) in-
kluderas i intervallet, medan ( respektive ) anvinds da randpunkten inte inkluderas. In-
tervall som innehaller alla sina randpunkter kallas slutna intervall och sddana som inte
innehaéller nagon av sina randpunkter kallas 6ppna intervall. De 6vriga #r varken slut-
na eller 6ppna. Notera att de bada oéndligheterna dr symboler som inte tillhor R, dér-
med riknas de inte som randpunkter till intervallen. Intervallen (—eo,a|, [a,b], [b,o)
dr alltsa slutna, (—oo,a), (a,b), (b,e0) dr 6ppna och dvriga dr varken slutna eller 6ppna.
I litteraturen forekommer éven beteckningen ]a, b| for det 6ppna intervallet (a,b).

Som en 6vning, ange 16sningsmingderna i alla exempel i avsnittet i termer av intervall.

5.3.6 KOMPLEXA TAL OCH OLIKHETER GAR INTE IHOP!

Vi inledde avsnittet med en kommentar om vad som gor det mojligt att 6verhuvudtaget
behandla olikheter mellan reella tal och/eller funktioner: visentligen handlar det om
att det gar att tala om vinster och hoger, och dirmed definiera riktning pa tallinjen.
Man séger att man har en ordningsrelation pd R. Vanan att arbeta med vissa begrepp
och regler gor att man ofta tenderar att se dem som sjélvklara och mer allméngiltiga
an vad de i sjédlva verket dr. Det ér dédrfor pa sin plats att hér lyfta ett varningens finger.

Olikheter mellan komplexa tal och/eller funktioner har ingen mening.

Att det inte later sig goras betyder inte att ingen hittills kommit pa hur man ska gora.
Det betyder att man kan bevisa att det inte gar att introducera en meningsfull ordnings-
relation i méngden av komplexa tal. Med detta menar vi att det inte gar introducera en
ordningsrelation dir de riknelagar vi dr vana vid giller. Man vill, t.ex., att det for alla
tal x 1 en mingd ska gilla att x2 >0, men for det komplexa talet i har vi att 2=-1<0,
vilket blir en motségelse.

Eftersom uppskattningar fortfarande dr ett mycket viktigt moment i analysen av kom-
plexa storheter giller det att komma ihag att det enda man kan jaimf6ra med olikhetstec-
ken dr komplexa tals och/eller funktioners absolutbelopp (eller mindre ofta t.ex. realdel
eller imaginédrdel).

Ovningar
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5.3.1

532

5.33

534

5.3.5

5.3.6

5.3.7

5.3.8

For vilka x € R giller foljande olikheter?

a.1>22%—x b.xl4+x<1
c.xl+1<x dx2>2x—1
e. x> +2x > 3x2 f.6x3 < 17x% +4x—3
gx+3>2% h. (x—1)2<3/(x+1)

Ll/x<x / 2 < 2 /x (studera forst de bada olikheterna var for sig)

Ange en olikhet med ett andragradspolynom som har 16sningsméngden
a. (—2,3) b. [2,5]

c.{xeR:x< —2ellerx > 5} d. {xeR:x<2ellerx > 3}.
Ange en olikhet med en rationell funktion som har l6sningsmingden

a. (—2,3) b. [-2,3)

c. (-2,3] d. [2,5]

e.{xeR:x< 2ellerx>5} f.{xeR:x<2ellerx > 3}.
Vilka punkter i planet har koordinater som satisfierar féljande olikheter?
a.x—3y>0 b. 2x+3y <4

c.x>4+y*>8 d.1<x?+y*<5.

Visa att t 4+ 1/t > 2 for alla t > 0. Nér uppnas likhet?

Avstandet mellan stiderna A och B dr 100 km. Tva bilister startar fran A samti-
digt, kor fran A till B, vinder direkt, och kor tillbaka till A. Den forste kor fran
A till B med farten 120 km/h; vél framme i B ser han en hastighetskontroll och
kor tillbaka med 80 km/h. Den andre bilisten haller jamn fart 100 km/h. Vilken

av de tva bilisterna kommer tillbaka till A forst?

L6s samma uppgift om den andre bilisten haller farten v km/h, medan den forste
kor fran A till B med farten v; km/h och tillbaka med v, km/h, didr v +v, =
Om du lyckas har du kommit fram till olikheten mellan aritmetiskt och harmo-

niskt medelvirde:
a+b S 2 ’
2 — 1y %

foralla a,b>0.

1
a

Nir uppnas likhet?

Anvind metoden 1 avsnitt for att hitta det storsta virdet av funktionen

a. | sin3x ++/3 cos 3x| b. [v/12 sin3x — 2 cos 3x].
Visa att funktionerna nedan ir definierade for alla x € R.

In(x®—x+1 S
aIn(r’—x+1) 2 42x+2
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6 GRANSVARDEN OCH KONTINUITET

6.1 GRANSVARDESBEGREPPET

Den moderna synen pa grinsvirde kom till under 1800-talet genom framforallt mate-
matikerna Bolzano, Cauchy och Weierstrass. Men langt innan dess hade de grekiska
matematikerna arbetat med griansvérdesberdkningar i samband med geometrin. Mest
kénd &r vil Archimedes som pa 200-talet fore var tid visade hur man kan berékna cir-
kelns ldngd och area som ett griansvérde av regelbundna polygoners ldngder och areor.
Detta ndmndes i kapitel 3. Med samma teknik berdknade Archimedes volym av olika
kroppar.

Vi ska nu titta lite ndrmre pa hur man kan beréikna v/2. Metoden vi ska anviinda ir en
upprepad geometrisk konstruktion som leder till rationella tal som ligger allt ndrmare
V2.

Geometriskt r v/2 forhallandet mellan diagonalen, d, och sidan, s, i en kvadrat. Be-
trakta nu istéllet en storre kvadrat med sidan S = s+ d. Genom att anvinda Pythagoras
sats kan diagonalen i denna kvadrat beriknas till D = d 4 2s.

Vi ska nu approximera v/2 genom att vilja tvd heltal sy och dy och uppdatera dessa
genom att sitta s; = do+s9 och di = dy+2s(. Observera att om sy och dy hade beskrivit
sidan och diagonalen i en kvadrat, sa hade s; och d; varit sidan och diagonalen i den
storre kvadraten. Eftersom sy och dy inte &r sidan och diagonalen i kvadrat, s &r inte
s1 och d; det heller, men det visar sig att dj/s; #r en bittre approximation av V2 #n
vad dy/so dr. Vi noterar ocksa att

d? — 252 = (do+250)> —2(so +do)* = —(d? —253).

Vi testar:

Utga fran talen so = do = 1. Da far vi approximationen v/2 =~ dy/so = 1. Ligg mirke
till skillnaden dy — 259 = 1 —2-1 = —1. Nu berédknar vi 5| och d;

si=141=2, dy=14+2-1=3, och d?—2s7=9-8=1.

Andra approximationen ir alltsi v/2 ~ % (=1,5). Nista approximation fas pa samma
sétt

s9=3+42=5, dry=3+2-2=7, och d3—255=49-50=—1.
Tredje approximationen ir alltsd /2 ~ % (= 1,4). Upprepa proceduren igen och vi far
s3=T+5=12, d3=7+2-5=17, och dj —2s3=289-288=1.

Fjirde approximationen ir v/2 ~ % (= 1.417). Proceduren upprepas géng pa géng,
dvs. vi sitter s, = 5,1 +d,—1 och d, = d,,—1 + 2s,_1. De foljande braktalen &r
41 99 239 577 1393 3363

35" 70" 165" 308" ORs a3 ~ 14142136,

Den sista approximationen r ett korrekt virde pa v/2 avrundat till sju decimaler. Vi
far hir en oindlig foljd av rationella tal d,, /s,. Inget av talen kommer att bli exakt /2,
men man kan fa en approximation som &r sa nidra som man onskar.
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Notera att d, och s, blir allt storre och storre, men skillnaden d? — 2s? fortsitter att
vixla mellan 1 och —1. Dirfér maéste braket d,, /s, ndrma sig ett virde och det gar att
visa att detta virde maste vara just v/2.

En sadan hir odndlig f6ljd av tal kallas helt enkelt for en talf6ljd. Om man anvinder
begreppet funktion, sa kan man alternativt séiga att en talfoljd dr en funktion fran de
positiva heltalen, Z ., till de reella talen. For talfoljden som approximerar v/2 far vi da

41

FZ R F) =1 fQ)= 3, f3) = 2, f4) = 12 f(5) = 55

Ofta brukar man ange talféljder med index istéllet for med argumentet inom parenteser,
vilket for denna foljd blir

41

3 7 17
fl_17f2_§7f3_§af4_ﬁaf5_57""

Exempel. Vi definierar en talfoljd genom

1
f(n) = i , for alla positiva heltal n.
n

De forsta talen i foljden blir

Kanske misstinker du direkt att foljden ndrmar sig 1 alltmer, och omskrivningen

1 1
n+ —14t
n

dr troligen @nnu mer 6vertygande. Inget av talen kommer nagonsin att bli exakt 1, men
skillnaden (som ju ér 1/n) kommer att bli mindre och mindre. O

Vi har hir givit tva exempel pé talf6ljder som bada nidrmar sig ett visst virde. Detta
ir den intuitiva bilden av att en talfoljd har ett grinsvirde. Vi ska hir inte ge den
formella definitionen av vad det betyder att en talfoljd har ett grinsvirde utan ndjer
oss med denna intuitiva mening att den alltmer ndrmar sig ett tal. Vi infor ocksa den
praktiska beteckningen

Jlim f(n) = A,
som betyder att talfoljden f(n) har A som grinsvirde (ndr n — o). For foljden i
exemplet blir det

. n+1

lim =

n—yoo n

1.

Langt ifrdn alla talfoljder har ett griansvidrde. Om vi t.ex. tar f(n) = n sd vixer denna
mer och mer och nidrmar sig inte nagot tal, sa talféljden saknar griansvirde. Ett annat
exempel dr

f(n)=(=1)",

som hela tiden vixlar mellan att vara —1 och 1. Denna ndrmar sig inte heller nagot tal
och saknar darmed griansvirde.
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Det ir inte nagon visentlig skillnad pa grinsvirde for en reell funktion f(x) da x gar
mot odndligheten och grinsvirde for en talfoljd. Vi tittar pa tva exempel pa detta.

Exempel. Vi definierar en funktion f genom

1
iR R, )=

Detta dr samma regel som for talfoljden ovan, och dven nu far vi att funktionen narmar
sig 1 ndr x gar mot odndligheten sa vi har

1
lim £(x) = lim 20— — 1.
X—o0 X—oo X
Borjan av grafen for funktionen finns i figur ©. ]
4 1
2 i
0 ; ; ;
5 10 15

x+1

Figur 9: Borjan av grafen for f(x) = .

Exempel. Vi definierar en funktion f genom
F:Ry — R, f(x) =2+sin(10x)e™™.

Vi vet att sin(10x) kommer att svinga mellan —1 och 1, medan e~ kommer att vara
positiv men bli mindre och mindre nir x véxer. Det betyder att produkten av de tva
termerna kommer att ndrma sig O nir x gar mot odndligheten och

lim f(x) = lim (2+sin(10x)e ™) =2.

X—r00
Borjan av grafen for funktionen finns i figur |0, ddr man kan se att svingningarna
successivt blir svagare och svagare. (]
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Figur 10: Borjan av grafen for f(x) = 2+ sin(10x)e™™.

Aningen mer komplicerat blir det dd man talar om ett griansvirde for en reell funktion
f(x) da x gér mot a dér a &r ett reellt tal. Man tittar dd pa funktionens virde i en liten
omgivning kring punkten a. Med en omgivning kring ¢ menar man ett symmetriskt
intervall kring a, dvs. en omgivning kring a dr en méngd av formen

{x:|x—a| <h}.

Detta illustreras i figur | |. Hér betyder en fylld cirkel att punkten dr med i méngden
och en ofylld cirkel att punkten ej dr med.

O @
a

'}
a—nh a+h

Figur 11: En omgivning till a.

Den intuitiva bilden av att en funktion f(x) har grinsvérdet B d& x gar mot a ir att alla
virden f(x) dr hur nédra B som helst om man bara viljer x # a inom en tillrdckligt liten
omgivning kring a. Observera att vi viljer x skilt fran a, sa att ett eventuellt funktions-
virde i punkten a inte inverkar pa gransvirdet. I figur |7 illustreras att f(x) haller sig
inom avstandet k ifrdan B om x haller sig inom en omgivning. Man kan ocksa se att om
man viljer en mindre omgivning sa kan vi minska k, sa att funktionens virde haller sig
dnnu nirmare B.

|
|
:
|
B2k f----mdommaanioaao Lofenns
|
|
1
|
‘

[
|
|
|
‘ ; 1
a—2h a a+2h

Figur 12: Funktionen f(x) haller sig niira B nir x ligger i en omgivning till a. Ju mindre omgivning man tar,
ju ndrmare B héller funktionen sig.
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Exempel. Funktionen f: R\ {1} — R som ges av regeln

B =32 +4x—2
B x—1

f(x)

dr inte definierad for x = 1. For alla x # 1 kan vi dock forkorta med x — 1 eftersom 1 &r
ett nollstille till téiljaren. Vi far

(x—1)(x*> —2x+2)

x—1

flx)= =x*—2x+2, for x#1.

Denna likhet giller alltsa i varje omgivning kring 1. Om x 4r mycket nira 1 s& kommer
x% —2x+2 att vara mycket nidra 12 —2-142 =1 och

X332 +4x—2

lim=—— = = — limx>—2x+2=1,
x—1 x—1 x—1
eftersom grinsvirdet bara tar hidnsyn till punkter i en omgivning kring 1. (]

Precis som i fallet med grinsvirde i odandligheten &r det inte sikert att griansvérdet i en
punkt existerar. Vi tittar pa tva exempel som illustrerar tva olika skél till att gransvérde
saknas.

Exempel. Funktionen f: R\ {0} — R som ges av regeln
x+1 1

f(x): X :1+;

dr inte definierad for x = 0. Om man nédrmar sig x = 0 fran den positiva sidan, sa gar
funktionsvérdet mot osndligheten (se figur V) och ddarmed kan inte nagot griansvirde da
x — 0 existera.

Om man nirmar sig fran den negativa sidan sa gar funktionsvirdet mot minus oind-
ligheten, eftersom 1/x dé &r negativt och mycket stort. Linjen x = 0 blir dirmed en
vertikal asymptot, se avsnitt .. (I

Exempel. Vi definierar f : R — [0,1) som ges av regeln att f(x) dr decimaldelen
av x. T.ex. ir f(6,34) = 0,34 och f(m) =0,1415297.... Delar av grafen till f finns
i figur | 2. Om man tar en omgivning kring en heltalspunkt, t.ex. x = 1, s& kommer
man att ha viarden som ligger ndra 1 om man &r till vinster om punkten och vérden
som dr ndra 0 om man r till hoger om punkten. Det gér inte att hitta ndgon omgivning
kring en heltalspunkt som inte innehaller bade virden nira 1 och 0 och dirfor saknas
gransvirde i heltalspunkterna. (]

Figur 13: Del av grafen till funktionen som tar decimaldelen av argumentet.
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I stillet for att skriva
lim f(x) = A
X—a

skriver man ibland f(x) - A d& x — a.

Vi kommer ocksa att skriva t.ex. f(x) — oo dd x — @ om x > a (eller x < a), for att
sidga att funktionens virde vixer obegridnsat nir man nidrmar sig a fran hoger (eller
vénster). Observera att detta inte betyder att funktionen har ett grinsvirde da x — a.
Ett griansvérde 4r alltid ett tal och kan inte vara odndligheten.

Foljande enkla rikneregler for grinsvirden dr nyttiga att forsta och kunna tillimpa.

Antag att f(x) — A och g(x) — B dd x — a och att k #r ett reellt tal. Da giller:
o k-f(x) >k-Adix—a
o f(x)+g(x) >A+Bdix—a
o f(x)-g(x) >A-Bdaix—a
fx)

A
e Om B # 0 sa giller ocksda —— — — dax —a

gkx) B
e Om f(x) <g(x)sadarA<B

Ovningar

6.1.1 Berikna foljande griansvirden.

1 1
a. lim b. lim c. lim
x—=2x—1 x—lx—1 x—oo x — 1
d. lim (3 + " cosx) e. lim (3 + ¢ cosx) f. lim (3+ e *cosx)
x—0 X—r00 X—yo0
g. lim tanx h. lim arctanx i. lim arctanx
X—ro0 X—ro0 X——o0

6.1.2 Lat f : R —» Z vara funktionen definerad genom att f(x) dr det storsta heltal
som #r mindre in eller lika med x. S& t.ex. dr f(7w) =3 och f(—4,76) = —5.
Motivera att

lim f(x)

xX—a

inte existerar om a ir ett heltal. Motivera ocksé att det existerar i alla andra fall,
dvs. da a inte &r ett heltal.

6.2 GRANSVARDEN FOR RATIONELLA FUNKTIONER

I det hir avsnittet ska vi med hjilp av nagra exempel se hur man kan beréikna gransvir-
den for rationella funktioner.
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6.2.1 GRANSVARDEN FOR RATIONELLA FUNKTIONER, DA x — xq

Exempel. Bestim grinsvirdet av f(x) = (3x> —5x—2)/(x> —4), dd x — 2.
Daé x — 2, gar uttrycket formellt mot
12—-10-2 0
4—4 0
som 4r ett sa kallat obestiamt uttryck, % ir ju inget tal. Men f(x) &r en rationell funk-
tion, en kvot mellan tva polynom T (x) = 3x> — 5x — 2 och N(x) = x*> — 4. Bada dessa

polynom har x = 2 som nollstille. Enligt faktorsatsen (se kapitel 2) dr d& (x —2) en
faktor bade i T'(x) och i N(x). Vi far

T(x)=(x—2)(3x+1) och N(x)=(x—2)(x+2).
For x # 2 dr alltsa

T(x) (x—2)(3x+1) 3x+1
CON(x) (x—2)(x+2) x+2°

som gér mot 7/4 da x — 2. Vi har alltsa

lim f(x) = %

x—2

eller f(x) —7/4,dax — 2. O

6.2.2 GRANSVARDEN FOR RATIONELLA FUNKTIONER, DA x — o ELLER x — —oo
Vi har att 1/x gér mot noll, da x — oo eller x — —oo. Detta &r en viktig observation da
man skall berdkna grinsvirden da x — oo eller x — —oo.

Exempel. Bestim grinsvirdet av

(202 —x+ 1) (263 +4x> —x+2)
3x5 +4x* —5x+ 1

, da x — oo,

fx) =

Formellt gar f(x) mot = d& x — . Detta dr ocksa ett obestimt uttryck. Uttrycket
for f(x) kan dock omformas sé att man kan dra en slutsats om eventuellt griansvirde.
Bryt forst ut hogstagradspotensen i bade tiljare och nimnare. Eftersom tiljaren &r en
produkt bryter man ut hogstagradspotensen ur varje faktor. Vi far

PR=1/x+1/x*)-32+4/x—1/x2+2/%)
¥(B+4/x—5/x*+1/x5)
21 x4+ 1/x)(244/x—1/x2+2/x7)
3+4/x—5/x*+1/x5
(2+0+0)(2+0+0+0) 4

=_, di oo,
3+0+0+0 3’ ax—

= [forkorta med x°] =

fx) =

Alltsa har vi att 4
lim f(x) = 3

X—>o0
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eller f(x) —4/3,dax — oo, O

Anmdirkning. Vi far i exemplet ocksa att Em flx)=4/3.
X—>—o0

Metoden att bryta ut den hogsta potensen i bade tiljare och nimnare fungerar alltid nér
man ska berikna grinsvirden av rationella uttryck da x — oo eller x — —oo. Om hogsta
potensen i ndmnaren dr storre dn den i téljaren sa blir grinsvérdet 0, medan om hogsta
potensen i téljaren dr storre dn den i ndmnaren sa saknas grinsvirde. I fallet, som i
exemplet, med samma hdgsta potens sa blir grinsvirdet kvoten mellan koefficienterna
for den hogsta potensen.

Ovningar

6.2.1 Bestidm grinsvardet av
a. (2x—6)/(x*—9),ddx — 3
b. (¥ +x—2)/(3x* —x—2),ddx— 1
c. (2% 4+3x+1)/(4x*> +3x—1),dax — —1
d. (522 —9x—2)/(x* x> —x—2),dax —2
e. (x* +3x —3x% —8x+3) /(x> +4x> +4x+3), dd x — 3.

6.2.2 Bestidm grinsvérdet, da x — oo respektive x — —oo, av
a. (2x+1)/(3x—1)
(324 2x—4)/(2—x—x?)
(2 +7)/(5x° +dx+1)
2x—1)(x® =3)/(x=7+1)
32+ 1)(1=5x)(x? —x+6) /(420 +x> — 1).

N
- ( )
(33 1) (1 =5x) (32 —x46) /(400 +x3 — 1).

b
c
d
e
f.

6.3 NAGOT OM ASYMPTOTER FOR RATIONELLA FUNKTIONER

For att bittre forsta en kurva kan det ibland vara anvindbart att hitta rita linjer som
kurvan ndrmar sig, si kallade asymptoter.

En rit linje, till vilken en rorlig punkt pa en given kurva obegriansat nirmar sig, da
punkten allt mer avldgsnar sig fran origo, kallas asymptot till kurvan.

Man kan dela in asymptoterna till y = f(x) i tre olika typer:

1° vertikala (lodréta) asymptoter, som fas dé |y| — e men x — x¢ (4ndligt),
2° horisontella (vagriita) asymptoter, d& x| — e men y — yo (dndligt),

3° sneda asymptoter, dé |x| — oo och [y| — co.
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y=kx+m

Figur 14: De tre olika typerna av asymptoter.

Den forsta typen, vertikal asymptot x = a, uppstar da en funktion gér mot odndlighe-
ten eller minus odndligheten da x — a. En horisontell asymptot, y = b, uppstar da en
funktion har griansvérdet b da x — oo eller x — —oo. For den tredje typen, sned asymp-
tot y = kx+ m, sa uppstar denna nér funktionen niarmar sig denna linje da x — oo eller
X — —oo. Mer exakt sd #r en riit linje y = kx+m asymptot till kurvan y = f(x) d& x — oo
om och endast om

lim (7(x) — (ke +m)) =0,

och motsvarande for x — —co. Antag nu att den rita linjen y = kx 4+ m dr asymptot till
kurvan y = f(x) da x — eo. D giller alltsa att

lim (f(x) —kx—m) =0.

X—ro0

Men da giller ocksa att

fim L) ZRr=m o
X—yo0 X
eftersom uttrycket for stora x bara blir mindre om vi dividerar med x. Men det betyder
att
—kx — k
0= tim 7% M im T g B IO
X—s00 X X—oo X X—oo X X—o0 X
sa
lim @ =k.
X—y0 X

Dessutom har vi att

lim (f(x) —kx—m) =0 < lim (f(x) — kx) = m.

X—ro0 X—yoo

Detta bevisar foljande sats som dr mycket anvindbar vid bestamning av sneda asymp-
toter y = kx +m.

En rit linje y = kx + m &r asymptot till kurvan y = f(x) da x — oo, om och endast om
bada griansvirdena

}1_[}1010@ =k och }i_r}g(f(x)ka) =m

existerar. Analogt da x — —oo.

Anmdirkning. Naturligtvis finns det kurvor y = f(x) som saknar asymptoter, t.ex. saknar
kurvan y = /x asymptot.
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3x?
(x—1)(x+2)°
For bestimning av asymptoterna undersoks de olika fall man far, da y eller x gar mot
oo eller —oo.

Exempel. Bestim eventuella asymptoter till y = f(x), om f(x) =

1° Vi har att

B 3x2 _ [ e dix—1 och x>1
Y= (x—=1)(x+2) —oo,ddx—1 och x<1,
och att
_ 3x? [ —ee,dix— -2 och x>-2
yi(x—l)(x—i—Z) oo, ddx— —2 och x<-2.
Alltsa dr linjerna x = 1 och x = —2 tva vertikala asymptoter.

2° Vidare giller att

y=f(x)=—< 3 —3 di x — too.

1 2
=) (1+3)
Alltsa dr y = 3 en horisontell asymptot.

3° Det finns ingen sned asymptot eftersom kurvan har horisontella asymptoter da
X — oo,

Vi papekar att som vi sag sd ger ndmnarens nollstillen i en (fullstindigt forkortad)
rationell funktion de vertikala asymptoterna. (]

241

Exempel. Bestim eventuella asymptoter till y = f(x), om f(x) = T
X

Nimnaren x+ 1 ger direkt att

Flx) — ) di x— -1 och x> -1
x —o da x——1 och x<-1.

Alltsa dr x = —1 en lodrit asymptot. Vidare ar

241l 21+ )

flx) = X1 a1+

vilket visar att f(x) inte har ndgot grinsvirde da x gir mot o eller —eo. Det finns alltsd
ingen horisontell asymptot.

For att finna eventuell sned asymptot undersoker vi forst kvoten f(x)/x da x gar mot oo
och —ee,
f) 241 X2+ 1+%
X xeD) 2(1d) T4l
da x gér mot e och —oo. Enligt satsen ovan sa giller att om det finns en sned asymptot
y =kx+m, sd ir k = 1. Vi undersoker nu enligt receptet i satsen f(x) —kx= f(x)—1-x
for att bestimma eventuellt m.

)

241 24 1) — 1) 1-x 1-1
f)—1ax=SF G oxd D Iox g

x+1 x+1 _x+1:1+%

——1,
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da x gar mot 0 och —eo. Vi har saledes funnit att linjen y = x — 1 &r en sned asymptot
till y = f(x) da x gér mot o och —co.

Ett annat sitt att bestimma asymptoter da x gar mot o och —eo ir att utféra polynom-
division sa att man far

dir r(x) har ldgre grad in n(x). Eftersom r(x) har ldgre grad én n(x), s kommer kvoten
mellan dem att ga mot 0 da x gar mot oo eller —eo. Det betyder att

lim f(x) = lim (p(x) + r(x)) = lim p(x).

x—roo x—ro0 n(x) X0

Om p(x) dr en konstant har y = f(x) alltsd en horisontell asymptot, och om p(x) ir ett
forstagradspolynom kx +m s har y = f(x) en sned asymptot y = kx 4+ m. Om p(x) har
grad storre én 1 sd har y = f(x) ingen asymptot d& x gir mot oo eller —eo

I detta fall far vi

f(x):x—1+x+1.

Precis som ovan ser vi att y = x — 1 #r en sned asymptot till y = f(x). [

Ovningar

6.3.1 Bestim eventuella asymptoter till y = f(x), om f(x) dr

al/(x—2) b x/(x+2)

c. 1/(x* ~4) d. (x+1)/((x—2)(x+3))
e. (2 +2x+1)/(¥*+x-2) f.(2x% —4) /(x> +1)

g (x*=3)/(x+2) h. (2x% +x)/(8 — 4x)

6.3.2 Antag att
A X+ a1 X"+ ag
X4 by x4+ by
med a,, # 0, dvs. att f(x) &r en rationell funktion. Visa att kurvan y = f(x)
a. har en vagrit asymptot: y = 0, om m < n,
b. har en vagrit asymptot: y = a,, om m = n,
c. har en sned asymptot: y = a,+1x+a, — ayy1bp—1, omm=n+1,
d. saknar savil vagrit som sned asymptot om m > n+ 1. (Kurvan kan ha lodrit
asymptot).

fx) =

6.4 KONTINUITET

Ofta beskrivs kontinuitet med: ”Man kan rita grafen till y = f(x) utan att lyfta pennan.”
Ett bra siitt att tinka, men inte tillrickligt. Det fungerar pa funktioner som sinx, 3x> +
Sx—17.

Men vi vill ocksa kunna siiga att funktioner som f(x) = )—lc och g(x) = tanx &r kontinu-
erliga. Da passar inte den enkla formuleringen ldngre. Deras grafer kan inte ritas utan
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att man lyfter pennan. Vi borjar med att definiera vad det betyder att en funktion ar
kontinuerlig i en punkt.

Antag att funktionen f &r definierad i ett intervall (a — h,a+ h). Vi séger att f dr kon-
tinuerlig i punkten a om

lim f(x) existerar och lim f(x) = f(a).

x—a x—a

Det dr med andra ord tre krav som skall vara uppfyllda for att funktionen f skall vara
kontinuerlig i punkten a.

e Funktionen f ska vara definierad i punkten a och i ett intervall med a som mitt-
punkt.

e Uttrycket f(x) skall ha ett grinsvirde da x gar mot a.

e Detta grinsvirde ska vara just f(a).

Anmdrkning. Det forsta kravet kan synas onddigt skarpt. Man kan ju tycka att t.ex.
f(x) = v/x #r kontinuerlig i punkten O trots att den inte &r definierad i ett intervall
kring 0. Det gar att utvidga begreppet kontinuitet genom att bara betrakta de punkter
som bade ligger i ett intervall kring a och i definitionsméingden till funktionen. I vart
exempel med /x, sd skulle detta betyda att vi bara intresserar oss for grinsvirdet da vi
ndrmar oss 0 fran hoger, eftersom funktionen inte dr definierad till vinster om 0. Detta
behandlas inte i detalj hir, men tas upp i inledande hogskole- och universitetskurser.

Om funktionen #r definierad i ett intervall (a — h,a + h), men ndgot av de tva andra
kraven inte dr uppfyllt sa sdger man att funktionen &r diskontinuerlig i punkten.

Vi ska nu utifrén definitionen av kontinuitet i en punkt ge definitionen av att en funktion
ir kontinuerlig.

Vi sdger att f dr en kontinuerlig funktion om f dr kontinuerlig i varje punkt i sin
definitionsméngd.

Alla de elementéra funktioner som behandlades i kapitel 4 &r kontinuerliga (i vissa
fall krivs det att vi utvidgar definitionen av kontinuitet pa det sitt som diskuteras i
anmarkningen ovan). For en del funktioner foljer detta direkt av riakneregler for gréins-
virden, i andra fall 4r det mer komplicerat att bevisa. Dessa bevis hor ocksd hemma i
en inledande hogskole- eller universitetskurs.

Den tredje och sista definitionen om kontinuitet handlar om kontinuitet pa ett intervall.

Vi siger att f dr kontinuerlig pa intervallet I om [ dr en delméngd av f:s definitions
mingd och f dr kontinuerlig i varje punkt a € I.

Exempel. Funktionen f(x) = % dr kontinuerlig i varje punkt i definitionsméngden och
alltsd en kontinuerlig funktion. Den dr ddremot inte kontinuerlig pa intervallet (—oo, o)
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eftersom den inte 4r definierad i punkten 0. Det &r inte heller mojligt att utvidga f till
en funktion som &r kontinuerlig pa (—eo, ), eftersom funktionen saknar gréinsvirde da
x — 0. Oavsett vilket véirde som tilldelas f(0) dr den utvidgade funktionen diskonti-
nuerlig i punkten 0. (I

Exempel. Funktionen
3 2
X’ =3x"4+4x-2
fo) ==
dr en kontinuerlig funktion, men den ér inte kontinuerlig pa intervallet (—eo, o) ef-
tersom den inte dr definierad i punkten 1. Vi sag dock i avsnitt 6. att
3 3x24-4x—2
T S S T N S
x—1 x—1 x—1
Eftersom f(x) har ett grinsvirde da x — 1 dr det méjligt att utvidga f till en funktion
som &r kontinuerlig pa (—eo,o0). Funktionen

=32 +4x—2
g) =4 T om x;«_é 1
1 om x=1

dr kontinuerlig pa (—oo,0) dvs. pa hela R. O

Antag att f ér kontinuerlig pa det slutna och begrénsade intervallet [a, b]. DA giller att
e f har ett storsta virde och ett minsta virde pa [a, D).
e f antar alla viarden mellan det storsta och det minsta vérdet.

e bilden av [a,b] ér ett slutet begrinsat intervall.

Dessa egenskaper #r konsekvenser av bade kontinuitetsbegreppet och egenskaper hos
de reella talen. Den forsta aterkommer vi till i néista kapitel da vi bestimmer storsta
och minsta virde for en funktion. Den andra egenskapen utnyttjas bland annat da man
loser ekvationer med numeriska metoder. Den tredje egenskapen &r egentligen bara en
omskrivning av de tva forsta. Vi avslutar med ett exempel pa en tillimpning av den
andra egenskapen.

Exempel. Visa att ekvationen f(x) = x* — 2x> — 20x? + 6x + 35 = 0 har fyra reella

rotter.

Vi ska bestéimma fyra intervall av typen [n, n+ 1] dér n dr ett heltal, som innehéller exakt
en rot. For att gora detta anvinder vi den andra egenskapen nir f(n) och f(n+ 1) har
olika tecken for att dra slutsatsen att f(x) = 0 for ndgot x € [n,n+ 1].

Vi berdknar ett “lagom stort” antal funktionsvérden f(n) dér n ir ett heltal och erhaller:

f(=5)=380 f(-4)=75 f(-3)=-28
f(=2)=-25 f(

f(1)=20 f(2)=-33 f(3)=—-100
f(4)=-133  £(5) (



Eftersom f(—4) =75 >0 > —28 = f(—3) sa finns x; i intervallet [—4,—3] sa att
f(x1) = 0. Ekvationen x* — 2x*> — 20x? + 6x + 35 = 0 har alltsd en rot x; i intervallet
[—4,—3] Pd samma siitt ser vi att det finns en rot x; i intervallet [—2, —1], x3 i intervallet
[1,2] och x4 i intervallet [5,6]. Alltsa har ekvationen minst 4 reella rotter, och da den
bestar av ett fjardegradspolynom sa har den ocksa hogst 4 reella rotter. O

Ovningar

6.4.1 Bestém intervall [n,n+ 1], ddr n ir ett heltal, for de tre reella rétterna till X -
3x—1=0.

6.4.2 Bestim intervall av lingden % till den positiva roten till ekvationen 2sinx = x.

6.4.3 Bestim, om mojligt, virden pa konstanten ¢ sa att funktionen f dr kontinuerlig
da

3_9,2 _
x°—=2x"+4x—3 omx#l

@ /() = {c o omx=1
b, £(x) = {;‘l omx#0

c omx=0

6.4.4 Avgor om funktionen f #r kontinuerlig da

a.f(x):{l omx >0

0 omx<O0

1 omx>0
b. = -
) {O omx <0

2

x*=3x omx>0
c. = -
f) {0 omx <0
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7  DERIVATA OCH INTEGRALER

Det som ger matematiken dess styrka &r, i viss man, dess talang som o6vertriffat hjilp-
medel vid prognoser om framtiden. En stor del av denna forméga vilar pa det som
kallas integral- och differentialkalkyl, dvs. rdkning med integraler och derivator.

Det ska genast papekas att detta inte bara beror pa mojligheten att gora direkta utrik-
ningar utan ocksa, och kanske @nda mer, pa den begreppsbildning som vuxit fram som
frukten av matematikers vedermddor genom arhundraden. Bade integration och deri-
vering anvinder pa ett avgorande sitt grinsvirdesbegreppet, och det var forst nér detta
tog sin slutgiltiga form i borjan av 1800-talet som metoderna fick en solid teoretisk
grund. En sddan grund ir helt avgorande for en vetenskap som anser sig vara exakt.

Detta kapitel handlar just om hur grinsvirdesbegreppet anvinds for att ge innebord at
tva andra begrepp: derivator och integraler. Du kommer ocksa att fa se hur elegant man
ibland lyckas rikna med dem och hur man kan tolka dem i olika sammanhang. Och
allt detta med bara ett forvanansvirt litet antal regler och grundldggande funktioner i
verktygsladan! Det du inte kommer att fa se dr vilka knep man kan ta till nir man inte
langre lyckas ridkna “exakt”, vilket, om sanningen ska fram, dr det normala nidr man
forsoker tillimpa matematik i vardagen. Nu gor inte detta sa mycket fér — som sagt —
redan begreppsbildningen &r av avgdrande intresse.

7.1 DERIVATANS DEFINITION

Det matematiska begreppet derivata har sin motsvarighet i ett mer alldagligt och na-
got oprecist begrepp som kan kallas momentan fordndringstakt. Det anviinds i flera
sammanhang som inte direkt har med matematik att gora, t.ex. nir man talar om mar-
ginaleffekter.

I ett foretag kan man tala om marginalkostnader, i sammanhang som ror statens be-
skattning av medborgare kan man tala om marginaleffekter som kan uppsta om viss
lagstiftning genomfors. Vissa, men langt ifran alla, som anvinder siddana begrepp &r
forstas medvetna om att det finns en precis matematisk formulering i bakgrunden. De
som vet det, inser att det &r samma sak som dyker upp i olika sammanhang.

Exempel. Ett foretag har vid ett visst tillfille ett 6verskott av produktionsmedel (ar-
betskraft och maskiner). En bestéllning inkommer som gor att foretaget okar sin pro-
duktion. Kostnaden per ytterligare producerad enhet som krivs for att tillgodose ef-
terfragan blir liten eftersom foretaget inte behover investera i ny arbetskraft eller nya
maskiner: marginalkostnaden for att producera en enhet mer #r vid det tillfillet lag.

Vid ett annat lidge utnyttjar foretaget sina produktionsmedel fullt ut. I det ldget leder en
Okad efterfragan till att foretaget maste nyanstilla, investera i nya maskiner eller borja
anvinda gamla som ir ineffektiva och inte ldngre anvinds: marginalkostnaden for att
producera en enhet mer 4r vid detta tillfille hog. (]

Exempel. En hungrig student har slagit pa stort och kopt en stek for att smorja kraset
en helg. Steken sitts in i ugnen med en vilplacerad stektermometer. Aromen far det att
vattnas 1 munnen. Under de forsta tio minuterna stiger temperaturen raskt och studen-
ten, som hoppas pa snar fortiring, 16ser ett sudoku for att skingra tankarna. Nar det &r
klart avldses termometern igen. Men nu visar sig temperaturen stiga i en besvérande
langsam takt. |
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I bada exemplen finns det en funktion f i bakgrunden. I det forsta dr f(x) foretagets
kostnader (miitt i kronor t.ex.) for att producera x enheter. I det andra fallet &dr f(x)
temperaturen som stektermometern visar vid tidpunkten x.

Béda handlar dessutom om att virdet pa funktionen f fordndras i olika takt vid olika
vérden pa variabeln x.

flx1) |
f(x2)

/

Figur 15: Olika differenskvoter nédr x = x; respektive x = x,.

For att mita i vilken takt funktionens vérden fordndras i ndrheten av ett specifikt virde
X = a pa variabeln ska vi ta reda pa fordndringen i funktionens virden i férhallande till
fordndringen i variabeln. Lat oss vilja ett virde pa variabeln x i nédrheten av a (x # a).
Ett matt pa fordndringstakten i a ges da av den sa kallade differenskvoten

f(x) = f(a)

X—a

dvs. forandringen i funktionsvérden mellan x och a i forhéllande till foréndringen mel-
lan x och a, variabelns fordndring. Det 4r i detta sammanhang brukligt att man infor
beteckningen A f som forkortat skrivsitt f6r forindringen i funktionsvirde f(x) — f(a)
och Ax for fordndringen i variabelns vérde x — a, sa att differenskvoten kan skrivas

n ()

men detta beteckningssitt gor talet a osynligt, trots att det i sjdlva verket &r viktigt.

Vid nidrmare eftertanke star det klart att detta inte fungerar som matt pa funktionens
forandringstakt i a. For det forsta sidgs ju inget om hur néra x ska ligga a, for det andra
beror ju differenskvoten inte bara pa a utan ocksé pa vad x ér: olika x i nirheten av a
kan ge olika differenskvoter.

Det som aterstar att gora for att fa nagot som bara beror pa a ér att lata x nirma sig a,
dvs. ta grinsvirdet av differenskvoten ovan nir x gar mot a.

Nu uppstar emellertid ett nytt problem: om man i differenskvoten ersitter x med a, far
man ett uttryck av typen “0/0”. Sadana uttryck kan vara vad som helst; ibland kan man
ge dem mening, men langt i fran alltid. Det precisa sittet att siga detta dr att man inte
kan vara siker pa att differenskvoten har nagot grinsvirde nir x gar mot a. Foljande
definition &r dédrfor pa sin plats:
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Vi utgar fran att funktionen f &r definierad for alla virden pa variabeln x i ndrheten av
talet a. Funktionen sdgs da vara deriverbar i a om differenskvoten

f(x) = f(a)

X—a

har ett grinsviirde nir x gar mot a. Detta grinsvirde betecknas i s fall med f(a) och
kallas funktionens derivata i a. Man har alltsé i detta fall

) tim T 1)

x—a X—da

Inspirerat av beteckningssiittet A f / Ax for differenskvoten anvinds ocksa beteckningen

df

7@

for f(a). Hir ska man ligga mirke till att d f /dx inte &r en kvot mellan tv tal, utan en
sammanhallen beteckning for f”.

Exempel. Antag att funktionen f dr linjér, dvs. f(x) = kx+m, dir k och m &r nagra
givna konstanter. Lat a vara ett fixt tal. Differenskvoten blir da

f)—fla) _ kxtm—(katm) kix—a)

X—a X—a X—a

=k

Vi ser att differenskvoten &r en konstant; den beror inte alls pa x. Nédr x gar mot a, blir
forstas grinsvirdet av denna kvot ocksa k. Vi har kommit fram till att f dr deriverbar i
a, for grinsvirdet finns, och att detta grinsvirde dr k. Alltsa har vi i detta exempel att
f'(a) =k.

Det betyder att funktionen alltid har samma momentana forandringstakt, for f’(a) har
samma virde oavsett vad a dr. Om vi tinker pa att grafen till en linjér funktion &r en rit
linje, dr detta nagot som inte bor 6verraska. Linjira funktioner karakteriseras just av
att de har samma konstanta derivata i alla tal a i definitionsméngden.

Lagg mirke till att grafen till f &r en rit linje med riktningskoefficient . (]

Exemplet visar att om funktionen f sjdlv dr konstant, dvs. har samma virde, lat oss
kalla det m, for alla x, sd att f(x) = m, sd har f derivatan 0 i alla tal: f’(a) = 0 for alla
tal a. Detta brukar nagot slarvigt séigas “derivatan av en konstant dr noll”.

Hir 4r ett exempel pa att differenskvoten inte alltid har ett grinsvérde.

Exempel. Vi tittar pa funktionen f(x) = |x| och vill undersoka differenskvotenia = 0.
Den blir

x—a x—0  x 1 niar x> 0.

9=t MO -1 e o

Den har dérfor inget griansvirde nér x gar mot 0. (Nér x ndrmar sig 0 uppifran ar kvoten
1, nér x ndrmar sig 0 nerifran 4r den —1. Men nir man tar ett griansvirde ska x ndrma
sig 0 fran bada héllen och det ger inget resultat i detta fall.)
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-2 2

Figur 16: Grafen till f(x) = |x|.

Om vi tittar pa grafen till f(x) = |x| blir vi knappast férvanade 6ver detta. I tal a som
ligger till vinster om O pa tallinjen har f konstant derivata —1, i tal a som ligger till
hoger om 0 har f konstant derivata 1. (|

Exempel. Vildter nu f(x) = x*> och underssker om f har en derivata i ett tal a och vad
derivatan i sa fall kan vara.

Differenskvoten blir nu

O A N

a X—a X—a

med hjilp av konjugatregeln. Hir ser vi att kvoten faktiskt beror pa x, men vi forstar
ocksa att grinsvirdet av den da x gar mot a blir a +a = 2a. Vi har kommit fram till att f
dr deriverbar i varje tal a och att f(a) = 2a. T.ex. har vi nir a = 10 att f/(10) = 20, men
nér a = —3 har vi att f’(—3) = —6. Funktionen har olika momentan fordndringstakt i
olika tal i definitionsméngden. O

Varning! Det dr viktigt att ha koll pa prioritetsordningen mellan ’ och a i beteckningen
f'(a). Man kan frestas att tro att man forst kan stta in virdet a i funktionen och sedan
derivera. Gor man det far man 0 bade som svar och som poing pa ett prov! Talet f(a)
ar ju en konstant och deriverar man en konstant far man 0. Man ska forst derivera
funktionen och sedan sitta in ett specifikt virde pa a.

Det ir inte ovanligt att man skriver det x vi anvédnt ovan som a + & dér £ &r ett tal néra
0. Vi vill ju att x ska vara néra a sa da kan vi lika gérna sitta x = a + h, ddr h ligger
ndra 0, dvs. har ett litet absolutbelopp. Differenskvoten i a blir da

fx) = f(a) flat+h)—fla) 1

1 - D) (fla+h) - fla),

dér vi nu i hogerledet ska lata & ndrma sig 0, for att fa x att nirma sig a.

Sammanfattningsvis har vi att om f &r deriverbar i a sa ges derivatan i a av

= lim
xX—a X—a h—0

flat+h)—f(a)
- :
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Eftersom derivatan kan variera i olika tal a i funktionen f:s definitionsmingd &r det inte
sa konstigt att vi vill tdnka pa ocksa derivatan som en funktion. Om vi startar med att
kalla f:s variabel for x dr det da mest naturligt att ocksa kalla variabeln i derivatan for x,
och inte for @ som vi gjort ovan. Da lampar sig inte den forsta varianten av differenskvot
vi anvinde sirskilt bra eftersom x da skulle anvindas i tva olika betydelser. Den andra
varianten duger da betydligt bittre:

f(x) = lim

h—0

f+h) - f(x)
p .

Om f betecknar den ursprungliga funktionen, sa betecknas den nya funktion vi féar
genom att derivera i olika tal i definitionsmingden for f” eller Df eller df/dx. Den
nya funktionen f’ kallas da derivatan till f och ér, till skillnad frén f'(a), alltsé inte
ett tal, utan en ny funktion.

Exempel. Bestim f’(x) nir f(x) = x>.

Vi ska bestimma griansvérdet, nir & gar mot 0, av differenskvoten

1 1

G th) = flo) = z((x+h)3—x3)=
= %(X-V—h—x)((x—l—h)z—|—(x—|—h)x—|-x2):
= (x4+h)2+x+h)x+7

dir vi anvint den allminna konjugatregeln a® — b> = (a—b)(a® +ab+b?). Det ir ingen
storre konst att se att gransvirdet d blir x> +x-x + x> = 3x2, nér & gar mot 0. Vi har
alltsd kommit fram till att f'(x) = 3x?, eller med annat beteckningssiitt

D(x*) = (x*) =3x%.

Pa liknande sitt som i exemplet strax ovan kan man visa att

D(x") =nx""! nir n ir ett positivt heltal

Exempel. Hur gick det nu for den hungrige studenten? Newton formulerade en beromd
virmelag. Den siger att den takt med vilken temperaturen hos ett foremal (steken) i en
varmare omgivning @ndras vid en viss tidpunkt, dr proportionell mot skillnaden mellan
omgivningens temperatur och foremalets for tillfillet.

Om vi later # beteckna tiden och skriver f(¢) for stekens temperatur och utgér fran att
ugnens temperatur dr konstant 175° betyder det att

f1(6) =k(175— f(1))
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for nagon konstant k. En sadan ekvation kallas en modell for situationen och begrénsar
starkt vad funktionen f kan vara. I detta fall 4r modellen vad som kallas en differential-
ekvation. Genom att 16sa den kan studenten ta reda pa hur lang till det tar innan f()
blir 73 och steken dr redo for fortiring. (I

7.2 LINEARISERING, TANGENTER OCH NORMALER

Vi har sett att derivatan f’(a) av en funktion f, i den héndelse den finns, méter den
momentanta fordandringstakten av funktionens vérde i nirheten av talet a.

Vi ska nu ge en annan tolkning av derivatan, nimligen som lutning i en punkt pa funk-
tionens graf. Vi ska forsoka bestimma linjen som bést ansluter till grafen i en given
punkt, tangeringspunkten, pa den. En sadan linje kallas en tangent till grafen. Tangen-
tens riktningskoefficient anger sedan hur mycket grafen lutar i tangeringspunkten.

Figur 17: Flera linjer som gér genom (a, f(a)).

Vi fixerar ett virde a pé variabeln x i funktionen f, och forutsitter att f dr definierad i
alla tal néra a. Da ér (a, f(a)) en punkt pa grafen till f. En linje genom den har di en
ekvation av formen y — f(a) = k(x—a).

For varje konstant k 4r alltsd y = k(x — a) + f(a) ekvation for en linje genom punkten
(a, f(a)) pé grafen. Vi kan tinka pa linjen som grafen till den linjira funktionen L(x) =
k(x —a)+ f(a). Vad ska det nu betyda att linjen ansluter bist till grafen? Ett rimligt
krav ir att skillnaden mellan f(x) och L(x) ska vara relativt liten nir x ligger nira a och
helst visentligen O nér x dr véldigt nédra a. (Jamfor asymptoter i avsnitt ©.°.)

Det matematiska sittet att uttrycka “relativt” dr att anvédnda en kvot. Fullféljer vi den
idén far vi att vi ska titta pa kvoten mellan skillnaden f(x) — L(x) och x —a:

fx) —L(x) _ fO) —k(x—a)—fla) _ fx)—fla)

X—a X—a X—a
(Vi kéinner igen differenskvoten fran forra avsnittet som en del av hogra ledet.)

For att fa den linje som bast ansluter till grafen vill vi att denna kvot ska g& mot O nir
x gar mot a. Vi ska alltsa vilja k sa att

0= tim L) =/1@)

x—a X—a

—k=f'(a) -~k
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under forutsittning att derivatan f”(a) finns. Detta ger oss 0 = f'(a) —k och k = f'(a).

Om funktionen f har derivatan f s kallas linjen med ekvation

y=f'(a)(x—a)+f(a)

for tangenten till grafen i punkten (a, f(a)). Den har riktningskoefficient f’(a).
Funktionen

L(x) = f'(a)(x—a)+ f(a)

kallas lineariseringen av f kring a. Den har tangenten som graf.

Exempel. Bestim en ekvation for tangenten till grafen till funktionen f(x) = 1/xiden
punkt pa grafen dir forsta koordinaten &r 2.

Den punkt pa grafen det ér fraga om ir (2, f(2)) = (2,1/2). En ekvation f6r tangenten
ges av

1
y=F2)&=2)+f2) = 2)x-2)+5.
Vi behover bestdimma f*(x), for att kunna riikna ut f(2). Eftersom vi énnu inte skakat
hand med denna derivata i texten, gor vi nu kalkylen av den.

Differenskvoten blir

flx+h)—f(x) 1( 1 1)

h h\x+h x
1L —h
T h (x+h)x
1
(x+h)x’
som har grinsvirdet — 1 /x> nir h gar mot 0. Vi har alltsd bestamt att f'(x) = —1/x sa

f'(2) = —1/4. Detta ger oss att tangenten i friga har ekvationen

y=(=1/4)(x=2)+1/2=—x/4+1.

Pa liknande sitt som i detta exempel kan man visa att

1
D(x™") = D(ﬁ) = _x”% = —nx "' ndr n i ett positivt heltal.

Exempel. Bestim ett nirmevirde till 0,93 genom att anvinda linearisering av en limp-
lig funktion kring x = 1.

Vi siitter f(x) = x> och har d4, fran forra avsnittet, att f/(x) = 3x>. Detta ger att linea-
riseringen av f kring x = 1 4r funktionen

Lx)=f()(x=1)+f1)=3x—-1)+1=3x-2
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Figur 18: Grafen till x*> och dess linjira approximation kring x = 1.

Talet L(0,9) = 2,7 —2 = 0,7 ger oss som ett ungefirligt virde pa £(0,9) = 0,9° =
0,729. Vi gor ett fel pa i storleksordningen tre hundradelar.

Gor vi samma sak for att ridkna ut ett ndrmevirde pa 0.98 far vi litt med handrikning
L(0,98) = 0,94, men med storre besvir 0,983 = 0,941192. Nu ir felet av storleksord-
ning en tusendedel. O

Naturligtvis &r det helt avgérande nidr man anvinder linearisering av en funktion for att
berikna approximationer till dess virden, att man kan ha kontroll pa hur stort fel man
gor. Det dr ett omfattande omrade i matematiken som vi inte ska ga in pa hir.

a athia+h

Figur 19: Tangent och sekanter genom (a, f(a)).

Ett populirt sitt att tinka pa tangenten till en punkt pa en graf, ir att forestiilla sig den
som “gréinslinjen” till sekanter till grafen genom tangeringspunkten.

Vi fixerar (a, f(a)) pé grafen till f. Vi viljer ett virde a + h pé variabeln x, ddr A ligger
nira 0, och far nu ocksa punkten (a+ &, f(a+h)) pa grafen.

Linjen genom de tva punkterna har en ekvation vars riktningskoefficient vi kan bestdm-

ma till
flat+h)—f(a) _ flath)—f(a)
(a+h)—a h '
En sadan sekant till grafen har alltsa ekvationen
1
y = (flat+h) = fla))(x—a)+ f(a),
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for vi ser att om vi siitter x = a i hoger led s blir y = f(a), sa att sekanten gér genom
punkten (a, f(a)).

Vi kidnner igen differenskvoten som riktningskoefficienten. Nir vi later & gar mot noll
kommer denna linje dérfor att ndrma sig linjen med ekvation

y=Ff(a)(x—a)+f(a),

som #r ekvationen for tangenten till grafen i punkten (a, f(a)).

y

UAREE

Figur 20: Grafen till f och fem punkter pa x-axeln.

Exempel. 1 figur 20 ser du grafen till en funktion och fem markerade punkter pa x-
axeln. Man har beréiknat f/(x) i var och en av dessa men glomt bort vilken punkt som
hor till vilket virde. Rekonstruera foljande tabell:

S N I A
05

-2

Det idr bara i punkten med d som forsta koordinat som tangenten ir parallell med x-
axeln, dvs. har riktningskoefficient 0, s& f'(d) = 0.

Vi ser att tangenten i punkterna med forsta koordinat a och e har negativ lutning och
att den med e har minst lutning (=storst lutning nedat). Det ger f’(e) = —2 och f'(a) =
—0,5.

I punkterna med forsta koordinat b och c &r tangentens lutning positiv. Den &r storst i
den med forsta koordinat ¢. Det ger f(c¢) =2 och f(b) =0,5. Tabellen var alltsa

| a | e
05 2

X ‘d‘ b ‘c
f’(x)‘O‘O,S‘Z
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: normal

tangent

Figur 21: Normal och tangent genom (a, f(a)).

Forestill dig nu grafen till en funktion f och tangenten till den i (a, f(a)). En linje som
skir tangenten under rit vinkel i denna punkt kallas en normal till grafen i (a, f(a)).

Eftersom produkten av riktningskoefficienterna for tva vinkelrita linjer dr —1 vet vi att
normalen har riktningskoefficienten —1/f”(a) eftersom den ir vinkelrit mot tangenten,
som har riktningskoefficient f’(a), under forutsittning att f'(a) # 0. Om f’(a) = 0 4r
normalen parallell med y-axeln.

En normal till grafen av f i punkten (a, f(a))

1
1. har riktningskoefficienten ———— om f’(a) # 0,

f'(a)

2. dr parallell med y-axeln om f’(a) = 0.

Exempel. Bestéim ekvationer for tangenten och normalen till grafen av 1 /x i den punkt
pé grafen dir forsta koordinaten #r a) 2 och b) —1/3

Vi har sedan tidigare att D(1/x) = —1/x%.

a) Punkten pa grafen det ir friga om dr (2,1/2) och funktionen har derivatan —1/22 =
—1/412, som ocksa ér tangentens riktningskoefficient. Normalens riktningskoefficient
blir istillet 2 = 4. Vi fr att tangenten, enligt enpunktsformeln, har ekvationen

1 1
y=3 :—Z(x—Z), eller y= —z—i—l.

Enligt samma formel har normalen ekvationen

1
y=3 =4(x—2), eller y=4x—15/2.

b) Nu ér punkten pa grafen i stillet (—1/3,—3) och tangenten har riktningskoefficient
—1/(—1/3)* = =9, sa normalen har riktningskoefficienten —(1/(—9)) = 1/9. Som
tidigare far vi en ekvation for tangenten till

y—(-3)=-9(x— (—%)) eller y=-9x—6
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och for normalen

7.2.1 BETYDELSEN AV DERIVATANS TECKEN

Nir f7(x) 4r positiv lutar tangenten till grafen av f i punkten (x, f(x)) uppét; dér den &r
negativ lutar tangenten nedat. Det &r ltt att tro pa foljande:

e Om f’ >0 pd ett intervall, sd 4r f viixande dir.
e Om f/ <0 pé ett intervall, si dr f avtagande dér.

e Om f’ = 01i alla punkter pa ett intervall, sd dr f konstant dér.

Exempel. Var ir funktionen f(x) = x* —4x3 avtagande respektive vixande?

Vi deriverar och far f'(x) = 4x® — 12x* = 4x?(x — 3), som &r negativ om x < 3 och
positiv om x > 3.

Alltsé &r f avtagande pé intervallet (—eo,3] och viixande pé intervallet [3,00). O

Figur 22: Grafen till g’

Exempel. En funktion g har en derivata vars graf illustreras i figur 7. P4 vilka av de
intervall som antyds i figuren &r funktionen vixande respektive avtagande?

Eftersom g’ dr storre dn noll pa intervallen [b,d] och [f,eo) dr g vixande dér. Eftersom
g’ 4r mindre #n noll pa intervallen (—oo,b] och [d, f] ir g avtagande dir. O
Exempel. 1figur *° syns grafen till funktionen f och tre andra grafer. En av dessa tre

dr grafen till f’. Vilken?
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Figur 23: Grafen till f och tre andra funktioner.

Om vi tittar langst till vinster langs x-axeln i figur 7 ser vi att f dr vixande dir, vilket
medfor att derivatan av f maste vara positiv dir. Bara grafen som ér streckad uppfyller
detta villkor och alltsd maste denna vara grafen till f”. d

Exempel. 1figur ”- syns grafen till funktionen f och fem punkter a, b, c, d och e.

a p c e

Figur 24: Grafen till f och punkter pa x-axeln.

a) Var byter f’ tecken?

b) Gor en grov skiss dver f'.

a) I punkter pa grafen vars forsta koordinat dr < a 4r tangentens lutning negativ,
i punkter vars forsta koordinat dr mellan a och ¢ &r den positiv, i punkter vars
forsta koordinat dr mellan ¢ och e dr den negativ och slutligen positiv i punkter
vars forsta koordinat dr > e ér tangentens lutning positiv.

Eftersom f(x) 4r riktningskoefficienten for tangenten i punkten pé grafen vars
forsta koordinat ir x ger detta att f’ viixlar tecken i a, ¢ och e.

b) Baserat pa denna information bér f’ ha en graf i stil med den i figur
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Figur 25: Grafen till f’.

7.3 GENVAGAR TILL DERIVERING

Hittills har vi med handkraft, utgadende fran derivatans defintion som griansvirde av
en differenskvot, endast lyckats berdkna ett fatal derivator. Detta dr naturligtvis inte
héllbart i lingden att behova berdkna nya grinsvirden varje gang vi ska derivera. Vi
behover en tabell 6ver kinda derivator och ett antal allménna regler for derivering. for
derivering.

e Dx%=ax®"!, dir a dr en konstant. Om a < 1 maste x # 0.
o Df=¢"

1
e Dinx=
e Dsinx = cosx
e Dcosx = —sinx

_ 1 2
e Dtanx = 5~ = 1+tan“x
1

e Dcotx = ——5 = —1—cot’x
sin~ x

1

e D(arctanx) = 1=

e D(arcsinx) = —A— niir x # +1.

\1-x2 ’

Tabell 1: De grundliggande funktionernas derivator.

7.3.1 GRUNDLAGGANDE FUNKTIONERS DERIVATOR
Genom att genomfora kalkyler enligt derivatans definition kan man med viss mdda be-

visa riktigheten av derivatorna i tabell |. Dessa bor du kunna utantill. Observera att
vinkeln x motsvarar en vinkel angiven i radianer i formlerna for derivator av de trigo-
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nometriska funktionerna. Ar vinklen i stillet angiven i grader fir man andra formler.
Se mer om detta i ett exempel i avsnitt

Exempel.

a) For exponentialfunktionen f(x) = @* fér vi enligt derivatans definition

x+h _ a* ah -1

S = lim === = lim ——a* = '(0) - /().

Det ér inte sa svart att inse att f(0) véxer om a vixer. Det finns dirmed exakt ett
virde pé a sadant att f'(0) = 1. Detta tal ér det vi kéinner till som e (=~ 2.71828).

b) Om vi anvinder formeln f6r x* med a = 1/2, far vi

1 1 1
D(v/x) =D(x'/?) 5% 5% NS

Derivering av “rottecken” dr sa vanligt forekommande att du bor kunna

utantill.
b) Samma formel men nu med a = —1 ger
D(l) =D ) =(~1)x = x 2= —12.
X X
d) Med a = —n far vi
D(%) =D(x™") = (—n)x7”7] = x:fl . 0

7.3.2 ALLMANNA DERIVERINGSREGLER

De grundliaggande funktionerna ricker inte till for att beskriva de intrikata forlopp som
dyker upp i verkligheten. I matematik anvinds didrfor de grundldggande funktionerna
som byggstenar for att astadkomma mer komplicerade funktioner, som kan &stadkom-
ma detta. Vi bygger nya funktioner genom att addera, multiplicera, gora sammansétt-
ningar och ta kvoter av gamla. I denna process &r det viktigt att kunna uttrycka de nya
funktionernas derivator med hjilp av de gamlas. For den sakens skull har matematiker
tankt igenom vad som hinder i detta avseende. Man har kommit fram till f6ljande
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Allménna deriveringsregler
- (f() +gx) = f'(x)+¢ (x)
- (f(x) —g(x) = f'(x) — &' (x)

3. (cf(x)) = cf'(x), ndr ¢ &r en konstant.

N =

@\ _ Fe)e0)—f()¢ ()
5. ( ) = Ie) (Kvotregeln.)

@)}

. (fg(x)) = f'(g(x)) - &' (x) (Kedjeregeln; g'(x) kallas i detta sammanhang for
den inre derivatan.)

Exempel. Vi kan anvinda kvotregeln for att berdkna derivatan av tanx med hjélp av
derivatorna av sinx och cosx eftersom

sinx
tanx = ——
cosx
Vi far
sinx cosx-cosx —sinx- (—sinx)
D(tanx) = = 5 =
cosx (cosx)
cos? x + sin’ x )
= — 5 —=l+tan"x=—5—.
cos?x cos?x
Detta &r en hirledning av derivatan av tanx. (]

Exempel. Tabellen over de grundliggande funktionernas derivator och produktregeln
ger

1
D(e*-Inx) =¢"-Inx+e" - — =e“(xlnx+1)/x.
x

O

Nista exempel visar hur man deriverar andra exponentialfunktioner @n e¢* med hjélp
av en enkel omskrivning. Generellt kan det vara bra att vid derivering forst fundera en
stund om man kan forenkla rikningarna genom att géra en omskrivning. De f6ljande
exemplen illustrerar detta.

Exempel.  For att derivera 5° gors omskrivningen 5° = ¢*"3. Den kan d ses som
f(g(x)) dér f(x) = €* och g(x) = xIn5. Eftersom D(e*) = ¢* ger nu kedjeregeln att

D(5")= = D(e"™) =" D(xIn5) =5 In5.

Funktionen x° har derivata D(x°) = 5x*. Forvixla inte potensfunktionen x* med expo-
nentialfunktionen a*! g
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Exempel. For ett exempel pa en rationell funktion far vi

(2x+1) _ D(2x+1)(x*+3)— (2x+1)-D(x*+3)
x*+3 (x*+3)?
2 +3)—(2x+1) -4 6—4xt —6x*
- (x*+3)? (32
dir vi utnyttjade kvotregeln och derivatan av en potens. (]

Exempel. Berikna f'(3) om f(x) = In(5x%).

Vi kan, om vi vill, forst skriva om uttrycket for f(x) med hjilp av logaritmlagarna. Vi
har
f(x) =In(5x*) = In5 4 Inx* = In5+2Inx,

och alltsd &r f/'(x) =0+2- i = 2/x. Omskrivningen Inx> = 2Inx #r bara giltig nir
x > 0, men det stor oss inte eftersom vi soker derivatan i x = 3. Vi far f/(3) =2/3. O

Exempel. Berikna f'(—1) om f(x) = In(5x?).

Den hir gangen gor vi omskrivningen sa hér:
f(x) =In(5x%) = In5 +1Inx? = In5 +1In(—x)? = In5+2In(—x),

och allts dr f'(x) =0+2- :—i = 2/x. Omskrivningen In(—x)? = 2In(—x) ir giltig
eftersom x < 0. Vi far f/(—1) = —2. O

Exempel. Bestim en ekvation for normalen till grafen av f(x) = \/(y/x-Inx)* i den
punkt pa grafen dar forsta koordinaten &r x = 1.

Punkten i fraga ér (1, (1)) = (1,0). Vi bestimmer f’(1) genom att forst berdkna f”(x).
Normalen har da riktningskoefficienten —1/f7(1), eller &r, om f’(1) = 0, parallell med
y-axeln.

Innan vi gor det, gor vi rotutdragning som ger omskrivningen
f(x) = x(Inx)?,

som dr giltig eftersom f bara &r definierad for x > 0. Enligt produktregeln och kedjere-
geln har f derivatan

f'(x) = 1-(Inx)?+x-2Inx-D(Inx) = (Inx)? +2x-Inx- (1/x) = (Inx)?> +2Inx.

Detta visar att f'(1) = 0, sd normalen 4r parallell med y-axeln och gér genom punkten
(1,0). En ekvation for den ges dd avx = 1. O

Hir kommer en forklaring till varfor det #r viktigt att komma ihag att formeln D(sinx) =
cosx forutsitter att x motsvarar en vinkel angiven i radianer.

Exempel. Lét f(x) = sin(x°) och berikna f’(x).

Vi har att x° = 27x/360 = x7/180, s f(x) = sin(x7w/180). Kedjeregeln ger f'(x)
cos(x7/180) - D(xm/180) = (7/180) cos(x°).

ol
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7.3.3 SAMMANSATTA FUNKTIONER. KEDJEREGELN.

Av de allménna regler for derivering som togs upp i forra avsnittet dr det kedjeregeln
som bruka stélla till mest bekymmer for den som &r ovan.

Du kan friascha upp ditt minne for sammansatta funktioner genom att titta tillbaka till
borjan av kapitlet om funktioner i del 1. For derivatan av en sammansatt funktion giller
alltsa:

under forutsittning att derivatorna i hégerledet finns. Om vi betecknar y = h(z), dir
z=g(x), dvs. y = h(g(x)), s kan kedjeregeln uttryckas som
dy dy dz

dx  dz dx’
I detta sammanhang kallas, som tidigare papekats, g’(x) = % for den inre derivatan

av h(g(x)).

Kedjeregeln dr en mycket viktig rikneregel och anvénds véldigt ofta i rdkning med
integraler och derivator. Vi presenterar dirfor en samling exempel pa hur den anvinds.

Exempel. En exponentialfunktion f(x) = eP, dir b dr en konstant, kan ses som en
sammansittning av exponentialfunktionen med (x) = bx. Man behover alltsd inte ta
med e bland de elementira funktionerna, utan det ricker med ett kunna derivatan av
den elementira funktionen De® = ¢* och kedjeregeln far att inse att De® = be?*. [

Exempel. Berikna derivatan av y = f(x) = vx +x —8.
Vi kan skriva y = \/z med z = x*> +x — 8 och anvinda kedjeregeln. Vi har

dy d(/7) 1 1 dz d, ,

— = =— h —=— —8)=2x+1.

dz dz 272 2V +x—8 ¢ dx dx(x +x-8) o

Alltsd ar J i d . _
l—l.j—i.(2x+1): X+

dx dz dx 232 +x—38 2.2 +x—8

Pa samma sitt visas allmént med kedjeregeln att

d d(yz) dz 1 dz

aVI T T T A
dvs. att J )
g (x
il X)) =
Ve =5
O
Exempel.
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d 1

V=3 =

a1 ==
b. . .

- X 1 —

mVeth =5 11

O

Exempel. Berikna derivatan av y = f(x) = Ing(x), da g(x) dr en funktion av x och
g(x) >0.

Med y = Inz och z = g(x) fas enligt kedjeregeln

dy dy dz _d(lnz) dz 1 dz 1

dx dz dx  dz dx 2 dx_g(x).g/(x)
Alltsa ,
%lng(X) = gg((j))
som dr en mycket anvindbar formel! (]
Formeln 4 |
E(lnx) =

dr forstds oberoende av vilket namn man ger variabeln. For z = z(x) (z beror pé x) ér
ddremot

d 1
| Z
209 # -
utan J | d
Z
g __.=
dx( nz) z dx
enligt kedjeregeln.

Exempel. For alla x sadana att funktionen som deriveras ir definierad giller:

a.

d COSX
= n(si _
dx[ n(sinx)] sinx’
b 2x41
X
— [In(x? 4)] =
lIn(E e 4)) =
¢ d 5.2
-2x
E[ln(sz)] = =2/x
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O

Exempel.  Funktionen f(x) = In(—x) &r definierad fér —x > 0, dvs. x < 0. Enligt
formeln ovan med g(x) = —x blir derivatan

gx) -1 _1

ro=55="1=1

nir x < 0. Eftersom —x = |x| for negativa x kan detta skrivas

d 1
1 =—.
dx ni X
Fér positiva x r ju x| = x och dirfor dr £ In|x| = £ Inx = 1 4ven i detta fall. Alltsa
giller att
d 1
—Injx| =~ forallax##0.
dx X

Allminnare ger nu en ny anvindning av kedjeregeln att

d _ &)
Ehﬂg(x)l - g(X)

som alltsa giller nir g(x) # 0. O

Exempel. Derivera f(x) = In

2x+3
x2—1|

Skriv forst om f(x) med hjélp av logaritmlagarna! Man far
f(x)=In|2x+3|—In|x>* = 1| =In|2x+ 3| = In|(x+ 1) (x — 1)|
=In|2x+3|—In|(x+1)| —In|(x—1)]
DA blir
2 1 1 (x271)7(2x+3)x_( 2 ¥ +3x+1
B (2x4+3)(x2—1)"
|

T 2+3 x+1 x—1 (2x+3)(x2—1)

f)

Exempel. Berikna derivatan av e>* - v/x3 + 1.

Med kedjeregeln far man forst att

d, » d 3x2
—\e 226 OCh —(\/x3—|—1)=7.
dx( ) dx 2/x3+1

Produktregeln ger nu att

i(ez". x3+1) :%(62")~\/x37+1+62x~%( x3+1)

dx
3x2
=2 /341 4e¥ ——
2vx3 +1
AP+ 1) 4342
B 2V 1
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Exempel. Derivera sinv/3x2 + 1.

Sitty = sinw med w =

dy dy dw dz
dx  dw dz dx
Ovningar

2f

3x24+1

\/Eochz:3x2+1.Dz°1fé’1s

=cosw-——-6x = cos(V/3x2+1)-
~ 3x-cosV/3x?+1

7.3.1 Berikna derivatan dir funktionen dr definierad

7.3.2

7.3.3

7.3.4

a. 503 —6x+7

c.2e* —3cosx

e. 2x3 - cosx

g. 1/cosx

i. 1/(1+ tanx)

k. (2x+1)/(x+2)
m. e*/In(x?)

0. (3x* —2x+1)/(X¥* +2x+1)

q.3%/x°

s. /x- (Inx)/(x*> +1).

Berikna

a. f'(m/4) om f(x) = tanx

c. f/(=

2) om f(x) =

(x+3)/(x*+2)

1
2v3x2+1
1
b.x2+;
d. x-sinx
f.e - v/Ox
h. 1/(x® +51nx)
j-x/sinx
L (2 +3)/(x+1)
n (x+1)/v/x
p.x%-2%
r.x*-e* - sinx
b. /(1) om f(x) =¢*-Inx
d. f/(4) om f(x) =2%-Iny/x.

Antag att derivatan g’(x) existerar. Bestim en formel for derivatan av

a. 8™
c. cos(g(x))

e (s(x)"

Bestidm f’(x) om f(x) dr

a. €4x+€172x

c. cos(x?)

e. sin(5¢")

g V3xr+7

i (1—x%)3

k. In(4 — 3x — 5x?)

m. tan(In |x|)

0. In(cosx)

x—1

x+1
2x—1

2+x+1

qg. ln‘

S. ln’
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b. sin(g(x))
d. tan(g(x))
f.1/g(x).

b. sin(3x+1)

d. cos?x

f.v2Ix—1
h. (x2 +5x)2

j 1n£7x+ 3)+1In(l—x)

L eF +vx
n. cot+/x

p- In|tanx]|
143x

173x
32+ Tx+1

1 —x245x3"

r. In

t. In

-6x



7.3.5 Berikna

a. f/(0) da f(x) =In(5 —3x) f'(1/2) d& f(x) = 3cos(mx)
c. f1(7) da f(x) = e~ 514 d f'(1/4) di f(x) = In(20tan)
, . o 16—4x , L 7x"+5x—3

. f/(2) di f(x) = In-— £, f(—1) di fx)_ln‘76_3x2+x5 ‘
7.3.6 Derivera

e ‘In(2x+7) b. \/x-cos(x?)

c. sin(2 —x) - cos 5x d. e /vVx3+1.
7.3.7 Berikna

a. f7(0) da f(x) -V/5x+4

b. £'(1) da f(x) =i3 1n(2 2)
c. f1(=3) da f(x) = Vo2 +7-In[(x® — 1)/ (x +4)].

7.3.8 Derivera

a. cos? 3éc b. esi.ngxz)
c. sin(e*") d. eSin°x
e. In|tan(1 —x?)| £ V122

g In(1 4 ev¥).

7.3.9 Bestim ekvationer for tangent och normal i punkten (xo, f(x0)) pa grafen till f,

da

a. f(x) = x> och xp =2 b. f(x) =Inx, xo =3

c.fx)=e"—x,x0=0 d. f(x)=2-In(5—x),x0=4

e. f(x) =x-cosx,xo =7 f. f(x) = (x22+1)/(3x—|—1) X = —2

g f(x)=In(3x*>+5x+3),xo=—-1 h f(x)=¢" -Vx3+3,x=1
4—Tx—3x°

L f(x) =In || g = 3.

i f(x)=1In el 3

7.4 DERIVATOR AV HOGRE ORDNING

Som vi sett har definitionen av derivata f’(a) av en funktion f i ett tal a, sin utgdngs-
punkt i en Onskan att mita den “momentana” fordndringen av funktionens vérde i a.
Eftersom denna i allménhet &r olika for olika tal a 4r det naturligt att uppfatta derivatan
som en ny funktion f’(x).

Funktionen som tar absolutbeloppet av ett tal, f(x) = |x], &r ett exempel pé en funktion

som inte har derivata om x = 0. Generellt giller att derivatans definitionsméngd kan

vara mindre dn den ursprungliga funktionens, men aldrig storre.

Om funktionen f’ i sin tur har en derivata kallas denna andra derivatan av f och
2

betecknas ofta med f”,y", % eller D?>f. Man kan sedan fortsitta att derivera flera

ganger och fa derivator av allt hogre ordning Bland olika beteckningar som finns for

derivatan av ordning 7 ir: £V, "), D' f-
Exempel. Bestim £ di f(x) = e*

Vi observerar att f'(x) = 2¢>*, f" (x) = 2-2¢* = 2%¢**. For varje ging vi deriverar kom-
mer det fram en 2:a genom inre derivatan. Detta ger £ (x) = 2"e% |
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Andraderivatan som acceleration.

Lat oss tinka oss att vi firdas lings en vig med start vid tidpunkten ¢ = 0. Den stréicka
vi firdats efter ¢ minuter betecknar vi x(z). Du kinner siker till att x'(¢) dr det som
kallas farten vid tidpunkten ¢. Andraderivatan x”(¢) 4r ju derivatan av x'(z) och alltsd
den hastighet med vilken x'(¢) éndras, dvs. accelerationen.

Andraderivatans betydelse for grafen till en funktion.

Med hjilp av f”(x) kan vi se hur f(x) vixer och avtar, dvs. hur riktningskoefficienten
for tangenten till grafen av f(x) dndras da x varierar. Exempelvis har vi

om f”(x) > 0 pa ett intervall, s dr f’(x) vixande pa intervallet,
om f”(x) <0 pd ett intervall, sd dr f’(x) avtagande pa intervallet.

Lagg mirke till att andraderivatan inte ger direkt information om forstaderivatans tec-
ken, eller om ursprungsfunktionens tillvixt.

Figur 26: Nagra kordor till grafen av f.

En korda till en graf &r en stricka mellan tva punkter pa den. En funktion ir konvex pa
ett intervall om alla kordor till grafen, mellan punkter med forstakoordinat i intervallet,
ligger ovanfor grafen (utom i kordans dndpunkter). Ligger i stillet alla sadana kordor
nedanfor for grafen dr funktionen konkav pa intervallet. I figur ”¢ ser man att f dr
konkav pa intervallet [a,b] och konvex pa [b,c]. Den ér varken det ena eller andra pa
intervallet [a, c].

Populirt kan man séga att en funktion dr konvex om grafen “vinder uppat” pa interval-
let eller ser ut som atminstone ena mungipan pa en glad mun. Den 4r konkav om grafen
i stillet “vinder nedat” pa intervallet eller ser ut som del av en sur mun.

Generellt giller att

om f”(x) > 0 pa ett intervall, s #r funktion f konvex dir,
om f”(x) < 0 pa ett intervall, s 4r funktion f konkav dér.

Foljande tva figurer illustrerar tva typiska utseenden
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(a) f”(x) > 0, konvex (b) f”(x) < 0, konkav

Figur 27: Exempel pa graf till en konvex respektive konkav funktion.

Grafen till vénster visar en funktion med positiv andraderivata och ddrmed vidxande
derivata, dvs. f dr konvex. Den till hoger, visar en med negativ andraderivata, alltsa
med avtagande derivata, dvs. f dr konkav.

Exempel. Skissa grafen till en funktion med derivata som &r negativ verallt, men vars
andraderivata ibland 4r positiv och ibland negativ. (]

Vi ska alltsa para ihop delar av en glad och en sur mun och samtidigt se till att det blir
grafen av en avtagande funktion. En sadan graf kan se ut som i figur

Figur 28: Grafen till en avtagande funktion som forst 4r konvex och sedan konkav.

7.5 MAXIMI- OCH MINIMIPROBLEM

Figur 29: En lokal maximipunkt a och minimipunkt b till f.
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Vi forutsitter att vi har en funktion f som é&r definierad i alla tal i ndrheten av en punkt
Xo0. Om dé f(x) < f(xo), for alla tal x i ndgot intervall runt xo, si ségs xo vara en lokal
maximipunkt for f.

Pé liknande vis &r xo en lokal minimipunkt om f(x) > f(xo) for alla x i ndgot intervall
kring xg.

I dessa fall sdger man ocksa att f har ett lokalt maximum respektive minimum i xg.

I figur 7 &r sadana intervall runt maximipunkten @ och minimipunkten b till f marke-
rade.

Figur 30: Funktionen f har ett maximum i b, ett lokalt maximum i a, men minimum saknas.

Funktionens virde i en lokal maximi- respektive minimipunkt kallas lokalt maximi-
respektive minimivirde till funktionen. Det &r inte ovanligt att man i stillet kallar
sadana virden for lokala maxima respektive minima.

Ett virde till en funktion f som &r storre dn alla andra virden som funktionen antar kal-
las ett storsta virde, eller ett (globalt) maximum till f. P4 motsvarande sitt definieras
ett minsta virde, eller ett (globalt) minimum till en funktion.

Man ska ligga mirke till att det langt ifran alltid 4r sa att en funktion har sddana vérden.

Ett funktionsvirde kan forstds vara ett lokalt maximum, utan att vara ett maximum.
Men det ir klart att om ett maximum finns sa dr det ocksa ett lokalt maximum, och
motsvarande foér minimum.
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It x It x
X0 X0
f(x0) =0 f'(x0) finns ej
y y
X X
dndpunkt till Dy storsta vérde saknas

Figur 31: Exempel pé olika situationer att ta hinsyn till dd man soker storsta/minsta virde till en funktion.

Vill man hitta lokala maximi- och minimipunkter till en funktion f ska man leta bland
foljande tre typer av punkter:

1) Punkter a,, dédr f'(a) =0, dvs. diir tangenten ér parallell med x-axeln. En sddan
punkt kallas en stationar punkt till f.

2) Punkter a, dir f’(a) inte finns, t.ex. spetsar pa grafen.

3) Randpunkter, dvs. indpunkterna till definitionsintervallet.

Punkter som faller under 1) eller 2) kallas kritiska punkter till f. Det &r viktigt att
observera att en kritisk punkt till en funktion inte behover vara ett lokalt maximum. Ett
exempel pa detta ir funktionen f(x) = x°, som ir striingt vixande men har derivatan 0
ix=0:f"(x)=23x%s4 f(0)=0.

Stationdra punkter som varken &r lokala maximi- eller minimipunkter till funktionen
kallas terrasspunkter.

For att avgora om en stationdr punkt &r en lokal maximi- eller minimipunkt till en
funktion kan man anvénda sig av nagon av f6ljande tva metoder:
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Metod 1:
e punkten a ir en lokal maximipunkt om f’(x) véxlar frén positiv till negativ i a.

e punkten a ir en lokal minimipunkt om f(x) véxlar frin negativ till positiv i a.

Metod 2:
e punkten a ir en lokal maximipunkt om f’(a) = 0 och f”(a) < 0,

e punkten a ir en lokal minimipunkt om f”(a) = 0 och f”(a) > 0.

Det forsta fallet i Metod 2 ger ju ndmligen att f(x) avtar stringt néra a. Eftersom
f'(a) = 0 betyder det att f” viixlar fran positiv till negativ, som i forsta fallet i Metod 1.
Pi liknande vis forstar man att det andra fallet i Metod 2 dr samma som det andra fallet
i Metod 1. Observera att om f” dr komplicerad att beriikna for hand, sa dr Metod 1 att
foredra framfor Metod 2.

Exempel. Sk lokala maximi- och minimipunkter till £(x) = x> + 6x2.

Bilda forst f'(x) = 3x% + 12x = 3x(x +4). Ekvationen f’(x) = 0 har rotterna x; = —4
ochx; =0.

Teckenstudium:
x< —4 x=—-4 —4<x<0 x=0 x>0
) +++ 0 —-—— 0 +++
f(x) / 32 ¢ 0 /

vixande maximum avtagande minimum véxande

ger enligt Metod 1 lokalt maximum f(—4) = (—4)3 +6- (—4)? = 32 och lokalt mini-
mum f(0) = 0. Alternativt kan man anvinda Metod 2: f”(x) = 6x+ 12 = 6(x + 2)
ger f’(—4) = —12 < 0, dvs. maximum f6r x = —4, resp. f”(0) = +12 > 0, dvs.
minimum f6r x = 0. Punkterna 2) och 3) i var undersdkning ger ingenting eftersom
f(x) = 3x> + 12x existerar for alla x, och randpunkter saknas, eftersom f(x) = x> + 6x°
ir definierat for alla x, —oo < x < oo,

Svar: Lokalt maximum f(—4) = 32 och lokalt minimum f(0) = 0.

Ligg mirke till att funktionen f(x) = x* + 6x? saknar savil storsta som minsta virde
eftersom f(x) — 4o0 dd x — 400 och f(x) — —co, dd x — —oo. O

Exempel. Lat f(x) = |x+ 1] for —3 < x < 2. Funktionen f(x) har ett lokalt mini-
mum f(—1) = 0 och ett lokalt maximum f(—3) = 2. Vidare har den ett minsta virde
f(—1) = 0 men saknar storsta virde, ty x = 2 tillhér inte definitionsméngden. (]
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60 |

40 |

20

-20 *+

Figur 32: En del av grafen till f(x) = x> + 6x2.

Figur 33: Grafen till f(x) =[x+ 1|, -3 <x<2.

Ovningar
7.5.1 Berdkna f”(2) om f(x) = /x+Inx.

7.5.2 Bestim f”(x) om f(x) &r

a.x>+1/x b. €* - cosx
c.v/x-Inx d. (sinx)/x.

7.5.3 Bestidm konstanten k sa att y = e satisfierar differentialekvationen
a.y+5y=0 b.y'—y —2y=0

c.y"+4y"+y —6y=0.

7.5.4 Bestim de reella konstanterna a och b sa att y = ¢** - cos bx satisfierar
a.y"+2y+3y=0 b.y" —y"+3y' +5y=0.
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7.5.5 Sok lokala maxima och minima samt storsta och minsta virde, om f(x) dr

a. x> +4x+5 b. 2 +4x —3x°

c.3x—x3 42 d. 3x* +8x3 + 122 +12x+ 1
e. 8x% +3x? — 6x* — 6x f.2x+1],-3<x<1

g |xr—4|,-3<x<4 h. ¢ —2x
i.x+Inx—2Iln(x—1) j. € -cosx

k. VX2 fx41-e%? . Vx2 —3x+2/x.

7.6 INTEGRALER

Tidigare i detta kapitel har vi utgétt fran en funktion och beriknt dess derivata. Nu
skall vi i stillet forsoka bestimma en funktion utgaende fran dess derivata. Vi har redan
konstaterat att om funktionen f &r sidan att f(x) = 0 for alla x pé ett intervall sa &r
funktionen konstant dir, dvs. f(x) = C, for nagot tal C. Hur dr det om vi istéllet vet att
f'(x) = g(x) didr g(x) dr en given funktion? Vi vill di alltsé veta vilka funktioner, som
har g(x) som derivata.

7.6.1 PRIMITIVA FUNKTIONER, OBESTAMDA INTEGRALER

Vi borjar med att definiera begreppet primitiv funktion.

Lat f vara en funktion definierad pa ett intervall. Funktionen F sigs da vara en primitiv
funktion till f pd intervallet om F’(x) = f(x) ddr.

Att bestimma en primitiv funktion ir alltsa det omvinda till att derivera.

Exempelvis ir alltsa F (x) = x* en primitiv funktion till f(x) = 2x, eftersom D(x?) = 2x.
Ocksa F(x) = x*+ 1 #r en primitiv funktion till 2x. I sjilva verket &r ju F(x) = x> +C
primitiv funktion till 2x f6r varje val av konstant C. Féljande sats innebir att f(x) = 2x
inte har ndgra andra primitiva funktioner.

Antag att Fy dr en primitiv funktion till f pa ett intervall. Da &dr F ocksa en primitiv
funktion till f ddr precis nir

F(x) =Fy(x)+C foralla x.

Ligg mirke till att satsen inte garanterar att funktionen f har nagon primitiv funktion
alls! Daremot sdger satsen hur samtliga primitiva funktioner ser ut, om vi vl har hittat
en sadan.

Beviset av satsen ir inte svart. Funktionen Fy(x) + C har derivatan Fj = f, eftersom
Fy dr en primitiv funktion till f och C en konstant. Alltséa dr ocksa Fp + C en primitiv
funktion till f.

Antag nu att F ocksa har derivata F’ = f. Da giller att (F — Fy) =F' —Fy= f— f =0,
sa F — Fy &r en konstant som vi kan kalla C. Detta ger F = Fyy +C.
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For varje konstant C ir alltsa Fy + C en primitiv funktion till f och inga andra finns.
Det dr satsens innebord.

Att bestdimma primitiva funktioner 4r en fraga om att anvénda sina deriveringskunska-
per baklinges. Foljande beteckning &r vanlig i samband med primitiva funktioner.

Med / f(x)dx menar vi samtliga primitiva funktioner till f.

Vi kallar ocksa / f(x)dx den obestiimda integralen av f.

I tabell ” ses en lista Over primitiva funktioner for nagra grundlidggande funktioner.
Dessa formlers riktighet kontrolleras genom att hogerledens derivator jaimfors med
funktionerna efter integraltecknet i motsvarande vinsterled. Att till exempel att In|x]
har derivatan 1/x vet vi sedan tidigare, vilket ger nummer ~ i listan. I just detta exem-
pel finns en liten komplikation eftersom defintionsmingden till In |x| inte dr ett intervall
utan foreningen av tva sddana: (—ee,0) och (0,0). Det betyder att talet C i formeln kan
vara olika pa de tva delarna.

xlna

Pa samma sitt har vi, eftersom a* = ¢ "¢, genom att anviinda kedjeregeln att

a* 1 | 1 1
D(—)=—D nay _ _ - xlna.D 1 - . xlna_l _ ptlna _ x
(lna) Ina S na ¢ (xIna) na ¢ na=¢ ¢

vilket ger nummer | | i tabell ”. De andra formlerna visas pa liknande siitt.

De kiinda deriveringsreglerna ger ocksa upphov till motsvarigheter for integration. For
att bevisa foljande formler sa jamfér man de bada sidornas derivator.

JU@+se)dr= [ fds+ [ gx)ax
/ kf(x)dx = k / F(x)dx, k en konstant

Vi tillimpar nu dessa regler pa ett par exempel.
Exempel. Berikna alla primitiva funktioner till &* + 4x.

Genom att anvinda reglerna ovan och tva av standardintegralerna i tabell ~ har vi att
/(ex+4x)dx = /exdx+4/xdx: e +4x2/24+C = +24° +C. O

1

Exempel. Bestim alla primitiva funktioner till %
X

I tabell ” hittar vi integralen till sd om vi delar upp i tva delar

14+x2’

x+1 X 1 X
mdx:/1+x2dx+/1+x2dx:/mdx+arctanx+C.
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[\

W

S

<

oo

10

11.

1

[\

(b
./xhdxszJrcOmb;é—l
./xildx:ln\x\—i—C
./e"dx:e"+C

. /cosxdx:sinx+C

. /sinxdx: —cosx+C

1
/ 5 dx =tanx+C
COS? X

2

1
/ dx = —cotx+C
sin” x

1
. / dx = arctanx +C
1+x2

1
. ———dx =arcsinx+C
/Vl—x2
1
./mdlen(x—l— 1+x2)+C
X

X
/axd)c:a——i—c7 0<a#1)
Ina

'(x)
' / ~;(X)

dx=In|f(x)|+C

Tabell 2: Nagra standardintegraler.
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sa dr vi halvvigs. Nummer | ” i tabell ” dr anvindbar nir man har en kvot. Om vi sétter
f(x) = 1+x? i den formeln sa far vi

© 2x
/de:]n|l+x2‘+c

Det ger att
X 1 2x 1 2
Sammanfattar vi nu sa far vi att

x+1

1
——dx= fln|1+x2’ +arctanx+C
14x2 2

dr 1osningen till vart problem. Hir kan man undra varfor det inte blir 2C som konstant
1 hogerledet. Det spelar faktiskt ingen roll om man skriver 2C eller C efter som C &r en
godtycklig konstant. (|

Lat k vara en konstant och antag att f = F’, dvs att F 4r en primitiv funktion till f.
Kedjeregeln och produktregeln for derivering ger

o () ) =04 L0 ) = P00 = 00

Det betyder att
F(k
/f(kx)dx: ( x)’
k
vilket dr en mycket anvindbar formel. En annan formel far vi om vi istéllet for att
multiplicera med en konstant k adderar &:

%(F(ker)) =F'(k+x) = f(k+x).

Det betyder att
/f(k+x) dx = F(k+x),

Vi har alltsa nu visar att féljande regler géller da man riknar med integraler:

_ Pk
[ e ax= =22,

/f(k+x)dx — F(k+x),

Exempel. Berikna alla primitiva funktioner till sin(5x).

Genom att anvinda den forsta regeln ovan och att —cosx 4r en primitiv funktion till
sinx enligt tabellen dver standardintegraler, sa far vi

/sin(Sx) dx = %6)6) +C. O
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1
V1=2x

Vi har att f(x) = (1 —2x)~'/2. Enligt den forsta standardintegralen i tabell  ir

Exempel. Berikna alla primitiva funktioner till f(x) =

1+(=1/2) 1/2
12— T e e
/x dx 1+(—1/2)+C I +C=2x+C.

Den forsta regeln ovan ger

/(—Zx)_l/zdx =2—

(_12) (—2x)'24C=—(—20)'?+C.

Da ger den andra regeln att
(1-20)"24+C=—-(1-20)"2+C=—-VI-2x+C.

- 1
/(1 —2x) "2 ax = 2@

O

7.6.2 BESTAMDA INTEGRALER

Utgangspunkt for definitionen av begreppet bestdmd integral dr problemet att berdkna
arean av ett omrade i planet. Idén till en 16sning av detta fanns redan i antiken (Archi-
medes). Tdcker man omradet med ett dndligt antal rektanglar kan man summera deras
area. GOr man i steg rektanglarna mindre och fler kan man ticka det ursprungliga om-
radet pa ett bittre och bittre sitt. Efter ett tag dr det marginell skillnad mellan de tva
omradena. Det ursprungliga omradets area bor vara grinsvirdet av den sammanlagda
arean av rektenglarna i de olika stegen. Vi skall koncentrera oss pa det speciella proble-
met att berdkna arean mellan x-axeln och grafen till en funktion f, ddr vi inledningsvis
antar att f(x) > 0, for alla x i ett intervall [a, b].

Det ir inte givet, och heller inte alltid sant, att det gar att miita arean av ett sadant
omrade pa det sitt som ovan antytts: det grinsvirde som det talas om kanske inte finns,
eller blir olika beroende pa hur man gor indelningen i de olika stegen.

Man kan emellertid bevisa att om vi forutsitter att f dr kontinuerlig pa intervallet [a, D],
sa fungerar metoden och ger ett griansvirde oberoende av hur de olika stegen genom-

Figur 34: Approximation av area med rektanglar.

Figur */ illustrerar idén. Det streckade omradet i den hogra figuren &r “omradet under
grafen till f” och dess area A &r grinsvirdet av de sammanlagda areorna av allt smalare
och smalare rektanglar som figuren antyder.

Nu beskriver vi metoden mer i detalj.
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Antag att f(x) dr en icke-negativ kontinuerlig funktion, dvs (f(x) > 0), pa intervallet
[a,b]. Vi borjar med att dela upp intervallet i n lika 14nga delintervall. Varje delintervall
har alltsa lingden Ax = (b —a)/n. Sitt

Xo=a,x; =a+Ax,x =a+2Ax,...,x, =a+nAx=0b.

I varje delintervall [x;_1,x¢],k = 1,...,n, viljer vi sedan ut en punkt, &, och bildar
Riemannsumman

Ry = f(E1)Ax+ f(&)Ax+ -+ f(&a)Ax = (f(&1) + f(&2) + -+ + [ (&) Ax.

11 L

a=xp Xp—1° Xk b=x,

Figur 35: R, = summan av areorna av de streckade rektanglarna.

Observera att talet f(&;)Ax ér arean av rektangeln med bas intervallet [x;_1,x;] och
hojd (&)

Eftersom vi forutsitter att f dr kontinuerlig pa intervallet [a, b] kommer foljden R, av
Riemannsummor att ndrma sig ett bestdmt gransvérde J nir n gar mot oo, Grinsvérdet
dr dessutom oberoende av hur vi viljer punkterna & € [x;_1,x;]. Talet J kallas da for
(den bestimda) integralen av / pa intervallet [a, b] och skrivs

J:/abf(x)dx.

Vi har alltsa
[ s = tim (1&)+ &)+ + (6 )ax.

Beteckningen for integralen dr vald for att padminna om denna definition. Symbolen [
dr ett stiliserat S (for summa) och dx har fatt ersitta Ax = (b—a) /n.
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Figur 36: Integralen dr arean mellan grafen och x-axeln med tecken.

Vi har hittils forutsatt att funktionen var icke-negativ pa intervallet och vart syfte var
att berdkna en area. Tekniken ovan gar emellertid att anvinda dven pa negativa funk-
tioner och funktioner med varierande tecken. Man kan fortfarande tolka integralen som
arean av det omrade som stings in mellan funktionskurvan och x-axeln, men arean av
omraden under x-axeln skall rdknas med minustecken, sa som figur *¢ illustrerar.

Det finns nagra enkla rikneregler for integraler, som for kontinuerliga funktioner, foljer
direk av att vi kan uttrycka den som grinsvirde av Riemannsummor.

/ab(f(x)—i-g(x))dx = /abf(x)der/ubg(x)dx

b
k- / f(x)dx, k en konstant
a

»
~
—

=
N—

Y

=

I

fwdr = [ fder [ *

Sl f@dx J )

a b c

Figur 37: Integralen &r arean mellan grafen och x-axeln med tecken.

De tva forsta reglerna har direkta motsvarigheter for primitiva funktioner, se forra av-
snittet. Den geometriska innebdrden av den sista regeln illustreras i figur

b
I / f(x) har det hittills varit underforstatt att a < b. Det kan emellertid vara praktiskt
a
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att inte forutsitta detta. Om a > b siitter vi

/ " ) de= | e,

ochomb=a

/jf(x)dx:O.

Med dessa konventioner fungerar den sista riakneregeln i rutan ovan dven om talet ¢
inte ligger mellan a och b.

Exempel. Lat oss definiera funktionen f(x) pa intervallet [0,4] genom att ange dess
graf, se figur . Da dr

1,
N\ ‘ ‘)C
1 2\3/4

—1 +

-2 L

Figur 38: Berikna integralen av funktionen genom att ligga samman areorna.

1 2 1 3 1 4 1
| rwax=1, [Cpwax=3, [ swdx= =3, [ edx= -3,
vilket ger
) dx=1 ! ! = O
/Of(X) r=l+s+(=3)+(-3) =53

7.6.3 INTEGRALKALKYLENS HUVUDSATS

En hogst berittigad fraga att stélla sig efter att ha list de tva foregdende avsnitten ar:
Vad iallsindar har obestdmda integraler (primitiva funktioner) med (bestimda) integra-
ler att gora? De forstndmnda &r ju funktioner som fas genom att géra motsatsen till att
derivera och de andra ger tal som ger ett matt pa arean mellan x-axeln och en funktions
graf. Svaret pa fragan far vi i foljande mycket centrala sats som séger att man kan be-
rikna bestamda integraler med hjédlp av primitiva funktioner. Beviset av satsen ligger
utanfor den hér kursens innehall.

78



Integralkalkylens huvudsats. Antag att f(x) dr en kontinuerlig funktion pa [a,b] och
F(x) dr en primitiv funktion till f(x) pa [a,b] dvs.

F'(x)=f(x), a<x<b.

Da ir

/abf(x) dx = F(b) - F(a).

Man ser ofta formeln i satsen skrivas sa hir:
b
b
[ fwdx=[Fe].,
a

dirallsd  [F(x)]" = F(b) — F(a).

Integralkalkylens huvudsats aterfor alltsa problemet att berdkna en (bestdmd) integral
pa problemet att hitta en primitiv funktion till integranden.

Anmdrkning. Enligt satsen ridcker det att hitta en (1) primitiv funktion. Det finns allt-
sa ingen anledning att ta med den konstant som dyker upp vid bestimning av (alla)
primitiva funktioner.

Exempel. Berikna integralen [y e dx.

En primitiv funktion till funktionen f(x) = e~ dr F(x) = —e~*. Dérfor ir

13 R -5 15 -0y __ —-15
e tdx=[—e| =P —(—e ) =1—-e"".
0

]

Exempel. Berikna arean av omradet som begrénsas av koordinataxlarna och grafen av

funktionen y = }%

Vi borjar med att analysera funktionen for att kunna rita grafen. Kurvans skérnings-
punkter med koordinataxlarna ér (1,0) och (0,1),tyy=0<x=1ochx=0<y=1.
Vidare &r

lim y(x) = —1 och lim y(x) = .

X—reo x——1t
Alltsa dr linjerna y = —1 och x = —1 asymptoter till kurvan.
y_—(+9-(0-x -2 iy
= 27 BEE < 0=y dravtagande.

Med hjilp av denna information kan vi skissa kurvan och centrala delen av grafen finns
ifigur

Arean A dr nu integralen av funktionen fran x = O till skdrningen med x-axeln, dvs
x = 1. Vi far alltsa

1 L (1 2 1 2
A= xdx:/ wdx:/ ((71)+7>dx
o 14+x 0 1+x 0 14x

1 1 1
—_ dx+2/ dx=—1+2{1n1+x}
,/o o 1+x | |

1
=—142In2.

x=
x=0
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Figur 39: Centrala delen av grafen till f(x) = (1 —x)/(1+x).

Hir delade vi upp integranden i tva delar som bada ir standardintegraler.

Exempel. Berikna arean av omradet mellan
f(x)=14(*+1)/20ch g(x) = (x*+1)/8for —1 <x<1.
Omradet vars area vi ska berdkna finns i figur

3,,

Figur 40: Omréadet mellan graferna av till f och g.
Arean av omradet mellan kurvan y = f(x) och x-axeln dr

A= /711 f(x)dx.

Arean av omradet mellan kurvan y = g(x) och x-axeln &r

A = /jlg(x)dx.

Den sokta arean ir alltsa

A=A —A = /_11f(x)dx—/_11g(x)dx.
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Med hjélp av integralkalkylens huvudsats far man nu
1 1 1 /53 1
[ swas= [ e enma= x5 (5 4)]
—1 1 4

1/1 1 1 10
_2+2<3+1)_2<_3_1)_3

och 1
! ! (x+1)3 23 1
d = 1 2 8d = —_— — —
llg(x) * L<x+ y'/8dx [ 3-8 ] 738 3
Den sokta arean ér alltsa
— E 1 = 2 =13 O
3 33
Ovningar
7.6.1 Bestdm alla primitiva funktioner till f(x) da
a. f(x) =2sinx+cosx b. f(x)=1/y/x
c. f(x)=1/x+€" d. f(x)=10*
7.6.2 Bestim alla primitiva funktioner till f(x) da
a. f(x) =cos(x+4) b. f(x)=1/V1+x
c. f(x) =€ d. f(x) =1/(x+5)
e. f(x) =sin(2x) f. f(x)=+v1—x

7.6.3 Bestéim alla primitiva funktioner till f(x) for foljande funktioner. (Tips: Skriv
kvoterna sa att téljaren dr derivatan av ndmnaren och anvidnd nummer |~ i ta-

bell )
a f(x) = (x+8)/(1+x%) b f(x) = () /(1+x%)
c. f(x) = cosx/sinx d. f(x) = tanx
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7.6.4 Funktionsgrafen till y = f(x) finns nedan.

y
l 1
X
-1 1 2 3
_1 i
Berikna foljande integraler.
2 3
a. / F(x)dx b. / F(x)dx
-1 -1
1 1
C. / f(x)dx d. [ f(x)dx
2 1
7.6.5 Berikna foljande integraler.
1 /2
a. / x*dx b. / cosxdx
0 0
1 /2
c. / dx d. / sin(2x) dx
0o 1+x —r/2
o d f v d
c. /0 % X . A 1 +_x2 X
1 S 1
g./ VxS dx h [ -+ 5+ 5dx
JO 1 X X X

“1)2
i. / cos(7x) dx
0

7.6.6 Rita omradet, som begrinsas av kurvorna y = e>* och y = ¢ samt linjerna x =
—1 och x = 1. Ber#ikna sedan arean av omradet.

7.6.7 Berikna arean av omradet mellan funktionskurvorna y = x> — 2x och y = 6x — x.

7.6.8 Berikna arean av det begrinsade omradet mellan funktionskurvorna y = 1 — x2
ochx—3y+1=0.
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FACIT

d a. 2450 b.7—11i
¢. —7—24i d.1/2-1/2i
e. 1/17+4/17i f.—1/17+13/17i
g.61/1704+23/170
2 a.3(cos(%)+isin(%)) b. V2 (cos(—%) +isin(—%))
c. 5v/2 (cos(% )+151 (%)) d. 2 (cos(%) +isin(%))
e 2(c0s(47”)+1s1n( )
3a —i
b, —4
c. 1++/3i
4 a. 16
b. 210 (cos(%E) +isin (¥F)) = —27 —2°V/3i
c. —4+4i
dax=—1+i,x=—1—i
b.x; = (=3+iV11)/10, x, = (-3 —iv/11)/10
c.x1 = (3+iv3)/6, x2 = (3—i\/3)/6
2ax=1l4+ixn=1-ix=-1

boxi=14+i,xo=1—i,x3=(=1+iV3)/2, x4 = (=1 —-iV/3)/2
3 x* —8x3 4 32x2 — 80x+ 100

4av==£n/3+n-2n,nec’Z
bv=n/124+n-w,v=5x/124+n-w,n€Z
cv=n/24+n-w, ne’
d. Saknar (reell) 16sning
e.v=1/3+n/2+n-2n/3,ncZ

n
I

v=n/6+n-2n/3, n€Z
bv=n-mw,v=n/d+n-n/2, ne’
c.v=n-n/2,ne’

6 av=n/d+n-n/2,ncl
b.v=mn/6+n-2x, v=>51/6+n-2x, v=arcsin(1/3) +n-2mx,
v=m—arcsin(1/3),neZ
c.v=mn+n-2n,v==+n/3+n-2n, n€’Z

dv=n-2n,neZ
e. Saknar (reell) 16sning

Jax=6 b.x=3/2 c. Saknar reell 16sning
dx=0 e.x=3

8 a.x=0 b.x;=0,xn=1 c.x=-—1
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9

ax=el b.x=1+4v2 c.x=28
dx=3 e.x=(3—ﬂ)/2

.10 a. X :O, Xy = -2

A1

b.x; =21/2,x,=-9/2
c.x=—4

a. X 25/2, Xy = —3/2
b. Allaxdiar —1 <x <2
c.x=log,3 ~ 1.585
dx= l/ﬁ

a. [-1/2,1]

b ((—1—v5)/2,(~143)/2)

c. giller ej for nagot x

d. allareella x # 1

e. alla reella x sddana att x € (0, 1) eller x € (2,0)

f. alla reella x sddana att x € (—eo, —1/2) eller x € (1/3,3)
g. alla reella x sadana att x € [—2,2) eller x € [3,0)

h. (—1,2]

i. (v2,2).

a. exempelvis x> —x—6 < 0 b. exempelvis x> —7x+ 10 < 0

c. exempelvis x> —3x—10> 0 d. exempelvis x> —5x+6 >0

a. exempelvis x> —x— 6 < 0 b. exempelvis (x+2)/(x—3) <0

c. exempelvis (x —3)/(x+2) <0 d. exempelvis x> —7x 410 < 0
e. exempelvis (x+2)/(x—5) >0 f. exempelvis x> — 5x+6 > 0.

a. alla punkter under den réta linjen med ekvation x — 3y =0

b. alla punkter pa eller under den rita linjen med ekvation 2x+ 3y =4

c. alla punkter utanfor cirkelskivan med medelpunkt i origo och radie 2v/2 (den
avgrinsande cirkeln ingar heller inte)

d. alla punkter i cirkelringen mellan cirklarna med medelpunkt i origo och radier
1 och /5, samt punkterna pé cirkeln med medelpunkt i origo och radie 1.

Likhet uppnas om och endast om ¢ = 1.

I bada fallen den andre bilisten. Likhet uppnas om och endast om a = b.
a.2

b. 4

a. 1l b. Saknas c.0 d. 4

e. Saknas £.3 g. Saknas h. /2
i—m/2
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Om a ir ett heltal sd drf(x) = @ — | om x &r aningen mindre 4n a och f(x) =a
om x dr aningen storre in a. I varje omgivning kring a finns det alltsa olika x som
ger bade @ — 1 och a och dirmed finns det inget grinsvirde.

Om a inte &r ett heltal sa finns det en omgivning till @ som inte innehaller nagot
heltal. D4 kommer f(x) = f(a) for alla x i den omgivningen, ty funktionen véxlar
bara virde nir man kommer till ett heltal. Alltsa existerar grinsvirdet och dr lika

med f(a).

a. 1/3 b.3/5 c.1/5

d. 11/7 e. —17/7

a.2/3 b. -3 c.0

d. —2/7 e.—15/4 f. Saknas
a.x=2ochy=0 b.x=—-2ochy=1
c.x=—-2,x=2ochy=0 dx=-3,x=20chy=0
e.x=—-2,x=1ochy=1 f.y=2
g.x=-2ochy=x—2 h.x=2ochy=—(2x+5)/4

Tips: Utfor polynomdivision for att skriva om f(x) som p(x) + r(x)/n(x) dér
r(x) har ligre grad én n(x).

[-2,-1],[-1,0] och [1,2].

(%/2,37/4]

a.c=3
b. Omgjligt, varje virde gor f diskontinuerlig i punkten 0.

a. Ja, kontinuerlig i varje punkt i definitionsmingden.
b. Nej, diskontinuerlig i punkten 0.
c. Ja, kontinuerlig i varje punkt i definitionsméngden.
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1 a. 15x* -6
b. 2x—2/x°
c.2¢* +3sinx
d. sinx+xcosx
e. 2(3x% cosx — x’ sinx)
f.3e"(2x+1)/2/x
g. sinx/ cos® x
h. —(2x> +5)/(x- (x> +51nx)?)
i. —1/(sinx+cosx)?
j. (sinx —xcosx)/sin’ x
k.3/(x+2)?
L (2x—9x —x*)/(x* +1)%
m. e*(x-In|x| —1)/(2x(In |x|)?)
n. (x—1)/(2xy/x)
0. (=3x* +4x> +3x2 +6x—4) /(¥ +2x+1)?
p. 2*(2x +x?-In2)
q. 3*(x-In3—3)/x*
1. x° - e%(4sinx + xsinx + xcosx)
s. (241nx) (x> + 1) — 422 - Inx) /(2/x(x*> +1)?)

2 a fl(m/4) =2 b. fi(1)=e

c. fl(=2)=—-1/2 d. f'(4) =2+16(In2)2.
3 a (eg(x))/ — 8(x) g (%)

b. (sin(g(x)))’ = cos(g(x)) - g'(x)

c. (cos(g(x)))" = —sin(g(x)) - &' (x)

d. (tan(g(x)))’ = g'(x)/(cos(g(x) )?

e. ((g(x)") =n(g(x)" "¢ (x)

£.(1/g(x)) = —¢'(x)/(s(x))?
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4 a det —2e!%
b.3cos(3x+1)
c. —2x-sin(x?)
d. —2sinx-cosx (= —sin2x)
e. 5¢* - cos(5¢")
£.21/(2v/21x—1)
2. 6x3 /34 +7
h. 2(2x+5)(x? + 5x)
i — 1203 (1 —x*)?
j-7/(7x+3)—1/(1—x)
k. (10x+3)/(5x* +3x—4)
L ((4x\/;c+ 1) /(2@) VR
m. 1/ (x-cos?(In|x|))
n. —1/(2\/5C~sin2 V)

0. —tanx
p- 1/(sinx- cosx)
q.2/(2 1)
r.6/(1—9:2)
s. B+ 2x—2x)/((2x— 1) (¥ +x+1))
t. (74 8x—8x2 —70x3 — 15x*) /(3x*> +7x + 1) (5% — x> 4 1))
S5 a. —3/5 b. —3x
c.9 d.2
e. 1,1 £.7/2
6 a.2¢" - (xIn(2x+7)+1/(2x+7))
b. (cosx® —6x? -sinx?) /(21/x)
c. —(cos(2—x)-cos5x+5sin(2 —x) - sin5x)
d. (23 +1)—32) /(B3 +1)*?
7 2.29/4 b. -2
c. —(28+91n2)/4
8 a. —6sin3x-cos3x (= —3sin6x) b. 2x - cos(x2) - e8in+’
c.2x-e" ~cos(e"2) d. 2sinx- cosx: esin’*
e. —2x/(sin(1 —x?)cos(1 —x?)) f. —6xe3V1-27 )\ /1252

g (2\/;6(6_\/; + 1)) -

.9 a. tangent: 12x —y = 16, normal: x4 12y = 98
b.x—3y=3-3In3, resp. 3x+y=9+1In3
c.y=1,resp.x=0
d.2x+y=2_8,resp. x—2y=4

e.x+y=0,resp.x—y=2x
f.x—5y—3=0,resp.5x+y+11=0
gx+y+1=0,resp.x—y+1=0

h. 19¢-x — 4y = 1le, resp. 4x+ 19¢ -y = 4 + 38¢?
i.47x+2y+ 141 —-2In2 =0, resp. 2x —47y+6+471n2 = 0.
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1 f"(2) = —(4++/2)/16.

2 a. 6x+12/x° b. —2¢*sinx
c. —(Inx)/(4x+/x) d. (2sinx — x? sinx — 2xcosx) /x>.
3ak=-5 b.k=—lellerk=2

c.k=-3,—2eller 1

4aa=—-1,b=+V2 b.a=—1,b=0cellera=1,b=42

.5 a. minsta virde: f(—2) = 1 (dven ett lokalt minimum); inget lokalt maximum

b. storsta virde: f(2/3) = 10/3 (dven ett lokalt maximum); inget lokalt minimum
c. lokalt minimum: f(—1) = 0, lokalt maximum: f(1) = 4, inget minst eller
storst virde

d. minsta virde: f(—1) = —4 (4ven ett lokalt minimum); inget lokalt maximum
e. storsta virde: f(—1/2) = 19/8 (dven ett lokalt maximum), lokalt minimum:
f(1/2) = —13/8, lokalt maximum: f(1) = —1

f. minsta virde: f(—1/2) = 0 (dven ett lokalt minimum), lokalt maximum:
f(1)=3

g. storsta virde: f(4) = 12 (dven ett lokalt maximum), minsta virde:
F(=2) = f(2) = 0 (dven ett lokalt minimum), lokalt maximum: f(—3) =5 och
f(0) =4

h. minsta virde: f(In2) =2 —21In2 (dven ett lokalt minimum)

i. minsta virde: f(1++/2) = 1++v/2+In(1++/2) —In2 (iven ett lokalt mini-
mum)

j. lokala maxima: f(m/4 + n-2m) = e™*2%/\/2 lokala minima:
f(5m/4+n-2m) = —T/4Hn2m 1\ /D

k. lokalt minimum: £(0) = 1, lokalt maximum: f(1) = \/3/e

1. lokala minima: f(1) =0och f(2) =0

a. —2cosx+sinx+C b.2y/x+C
c.Injx|+e*+C d. 10°/In104-C
a.sin(x+4)+C b.2y/14+x+C
c.e®/3+C d.In|x+5]+C

e. —cos(2x)/2+C f. —%(1—x)3/2+C
a. 8arctanx+1In(1 +x?)/2+C b.In|l+x3|/3+C
c. In|sinx|+C d. —In|cosx|+C
a. 1/2 b. 0

c.—1/2 d.o

a. 1/3 b. 1

c.In2 d.0

e.2 f.xn/3

2.3/8 h. —(1+2e—5¢2)/(2¢?)

i.—1/n
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.6 Observera att 3* dr storst for positiva x och e?* ir storst for negativa x. Arean
ges alltsd av

-0 1
/ ezx—e3xdx+/ e — e dx.
~1 0

Svar: 1/34+1/(3¢3) —1/(2¢%) —e?/2+¢€/3

.7 Observera att kurvorna skér varandra i origo och i punkten (4,8) och att det dr
6x — x% som r storst i intervallet (0,4). Arean ges alltsi av

4
/ (6x —x?) — (x* —2x)dx.
0

Svar: 64/3

10 ’

—10 +
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.8 Observera att kurvorna skir varandra i punkterna (—1,0) och (2/3,5/9) och att
det & 1 —x? som ir storst i intervallet (—1,2/3). Arean ges alltsa av

2/3
/ (1—2%) — (x+1)/3dx.

-1

Svar: 125/162
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SAKREGISTER

Oppet intervall, 28 konvex funktion, 65
korda, 65

acceleration, 65 kritisk punkt, 68

algebrans fundamentalsats, 7

allménna 16sningen, 11 linearisering, 50

andra derivatan, 64 lodrit asymptot, 37

argument, 3 lokal maximipunkt, 67

aritmetiskt medelvirde, 22 lokal minimipunkt, 67

asymptoter, 37 lokalt maxima, 67
lokalt minima, 67

belopp, 3

bestimd integral, 76 maximivirde, 67
minimivirde, 67

De Moivres formel, 5 minsta virde, 67

derivata, 46, 48

derivatan av ordning n, 64 normal, 53

deriverbar, 46

differanskvot, 45 obestidmd integral, 72

differentialekvation, 49 obestiamt uttryck, 36

diskontinuerlig, 41 omgivning, 33
ordningsrelation, 28

fart, 65
poléra koordinater, 4

geometriskt medelvirde, 22 primitiv funktion, 71

globalt maximum, 67

globalt minimum, 67 randpunkt, 28

grinsvirde, 31 randpunkter, 68
realdel, 2

horisontell asymptot, 37 reella axeln, 3

) ] Riemannsumma, 76
imaginidra axeln, 3

imaginira enheten, 1 slutet intervall, 28
imaginirdel, 2 sned asymptot, 37
imaginart tal, 2 sneda asymptoter, 37
inre derivata, 60 specifik 16sning, 11
integralkalkylens huvudsats, 79 storsta virde, 67
intervall, 27 stationdr punkt, 68

. . string olikhet, 20
kartesiska koordinater, 4

kedjeregeln, 60 talflid, 31

komplexa tal, 1 tangent, 49, 50
konjugat, 2 terasspunkt, 68

konkav funktion, 65

kontinuerlig, 41 vagrit asymptot, 37
kontinuerlig funktion, 41 vertikal asymptot, 34, 37
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