L(9/G)MA10 Kombinatorik och geometri
Gruppovning 4, Streck i rakningen

I Vretblad-Ekstig $ 5.2-4, behandlas nagra olika sétt att vilja k element
fran n element. Pa hur manga olika sédtt som detta kan ske sammanfattas i
foljande tabell.

Tabell 2.
Val av k st. Med hénsyn Utan hé&nsyn
fran n st. till ordning till ordning
Med & n+k—1
aterlidggning 2) " b) < k )
Utan n! n
aterldggning ) (n —k)! d) ( k )

Du bér sjilv kunna bevisa a), c¢) och d). Ovning: Gor det!

Fallet b) tas inte upp i Vretblad-Ekstig sa vi gar igenom det hér.

Vi borjar med ett exempel.
Antag att Jan och Ulla &r sugna pa att édta kakor. Pa kakfatet ligger fyra
likadana kakor. Pa hur manga séitt kan de fordela kakorna mellan sig?

Ja, de olika sétten ar,
1) Jan far 0 och Ulla 4 kakor
2) Jan far 1 och Ulla 3 kakor
3) Jan far 2 och Ulla 2 kakor
4) Jan far 3 och Ulla 1 kakor
5) Jan far 4 och Ulla 0 kakor,
och alltsa kan kakorna fordelas 5 sétt
Lat oss berikna det hir pa ett annat sédtt. Vi ldgger ut kakorna pa rad
och delar dom i tva delar med en pinne som i figuren nedan.
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Jan far kakorna som ligger till vinster om pinnen och Ulla dom som ligger
till héger om pinnen. Sa om pinnen hamnar som i figuren far Jan tre och Ulla
en kaka. Det svarar alltsa mot rad 4) i tabellen. Omvéant svarar t.ex. rad 2)
i tabellen mot konfigurationen

@)@@@.

Sa antalet sétt att fordela kakorna dr detsamma som antalet utliggningar
av fyra © och en ‘ pa fem platser. Antalet sadana utlidggningar &r lika manga

som antalet séitt att vélja fyra platser (for ©) av fem, eller att viilja en plats

5 ) .
) av fem, dvs. <4):(1>:5satt.

Om vi generaliserar problemet till manga kakor och manga personer att
fordela kakorna mellan blir den férsta metoden arbetsam men metoden med
att sétta streck i rdkningen fungerar lika bra.

(for

Vi antar att vi har n likadana kakor som skall fordelas pa k olika personer.
Utfallet bestamms av hur manga kakor, n;, som person nummer ¢ far. Sa det
géller att bestdmma antalet olika ickenegativa heltalslésningar till ekvationen

Betrakta foljande konfiguration (i figuren &r n = 3 och k = 5)
1 ‘ ’ 1 ‘ | ( . 2)

Den bestar av n ettor och k£ — 1 streck. Strecken delar in ettorna i k stycken
grupper och genom att lata n; vara antalet ettor som finns i grupp nummer
1, ser vi att varje sadan konfiguration svarar entydigt mot en losning till
(1). (I figuren har vi n; = 1,ne = 0,n3 = ny = 1 och n; = 0.) Sa antalet
l6sningar till (1) dr detsamma som antalet konfigurationer av typ (2). Men
en sadan konfiguration bestimms av var bland de n + k£ — 1 platserna som
vi skall placera de n ettorna (eller de k — 1 strecken). Detta kan goras pa

n+k—-—1Y\ [(n+k-1 ™
N = b1 sitt.

Samma metod kan anvindas for att l6sa foljande problem.
Pa hur manga sitt kan vi, utan hansyn till ordningen och med aterléggning,
dra k kulor ur en urna som innehaller n kulor med olika farg.
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Utfallet bestamms av hur manga ganger, n;, som kulan med fargen num-
mer ¢ viljs. Sa det géller att bestdmma antalet olika ickenegativa heltalslos-
ningar till ekvationen

(Detta dr samma slags ekvation som (1) men n och k har olika roller.)
Antalet 16sningar till (3) &r lika manga manga som antalet konfigurationer

1“1)...‘11‘, (4)

dér vi har k ettor och n — 1 streck. En sadan konfiguration bestamms av var

bland de n + k — 1 platserna som vi skall placera de k ettorna (eller de n — 1
strecken). Detta kan goras pa ntk-l > = ( ntk—l ) sétt. Vi har

alltsa visat fall b) 1 Tabell 2.

k n—1

n+k—1

k
man latt och det &r lédtt att forvixla n och k. Det viktiga &r att komma ihag
metoden att "sétta streck i rakningen”.

Det viktiga ar inte att du lar dig formeln . Formler glommer

Ovning 1. Hur manga olika losningar har ekvationen
n1+n2+n3+n4 =17

dér alla n; ar naturliga tal?

Ovning 2. Du skall kopa tio flaskor littol i en affir som har tre olika sorter. Pa hur
manga sitt kan du gora det?

Ovning 3. P& hur manga siitt kan sju likadana bollar liggas i tre olika lador
(a) Utan inskrankningar?
(b) Nér ingen lada far vara tom?
(c) Nér den forsta ladan skall innehalla ett jamnt antal bollar?

Ovning 4. Vad bli resultatet i forra Gvningen om bollarna ar olika?

Ovning 5. En dominobrickas framsida #r delad i tva kvadrater som var och en bestar av
ingen, en, ...eller sex prickar. Hur manga dominobrickor finns det?

Ovning 6. Hur manga termer far man da man utvecklar (x1+ 22+ ... +x5)"7

Ovning 7. Hur manga ickenegativa heltalslosningar finns det till ekvationen z; + zo +
r3 + x4 = 127
Hur ménga (strikt) positiva?
Hur méanga med =1 > 2,29 > 2,x3 > 4,14 > 07

Ovning 8. Vretblad-Ekstig 5.60
Ovning 9. Vretblad-Ekstig 5.62
Ovning 10. Vretblad-Ekstig 5.63
Ovning 11. Gruppévning 2, Uppgift 4c)



Forslag till svar:

1. 1140

2. 66

3. (a) 36 (b) 15 (c) 20

4. (a) 2187 (b) 1806 (c) 1094
5. 28

6. ( njl—él )

7. (a) 455 (b) 165 (c) 35



