L(9/G)MA10 Kombinatorik och geometri
Gruppovning 5

Inklusion-exklusion

Ovningar
1. Vretblad-Ekstig 1.62

2. T en grupp av studenter dger 73 en dator 125 en stereo och 41 har bada
delarna. Hur manga har minst en dator eller en stereo?

3. Vretblad-Ekstig 1.68
4. Vretblad-Ekstig 1.69

Svaret pa Ovning 4 &r
#(AUBUC) =#A+#B + #C
—(#(AQB) +#(ANC) +#(Bm(])) +#(ANBNCO).

For att visa att denna formel stimmer kan man resonera pa foljande sétt.
Det giller att visa att varje element i A U B U C kommer att riknas precis
en gang. Det finns tre typer av element, sadana som
a) ligger i exakt en av méngderna,

b) ligger i exakt tva av méngderna,
och
c) ligger i alla tre méngderna.
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For ett element av typ a) géller att det réknas en gang i #A+ #B+ #C,
men ingen gang i #(ANB) +#(ANC)+#(BNC)och #(ANBNC). Sa
totalt rdknas elementet 1 — 0+ 0 = 1 gang.

For ett element av typ b) géller att det rdknas tva ganger i #A+# B+#C,
en gang i #(ANB)+#(ANC)+#(BNC) men ingen gang i #(ANBNC).
Sa totalt riknas elementet 2 — 1+ 0 = 1 gang.

For ett element av typ c) géller att det rdknas tre ganger i #A+#B+#C,
tre ganger i #(ANB)+#(ANC)+#(BNC) och en gang i #(ANBNC).
Sa totalt rdknas elementet 3 — 3+ 1 = 1 gang.
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Vi skall generalisera denna formel till ett godtyckligt antal méangder. Lat
Ay, As, ... A, vara n dndliga méngder och lat Si, 1 < k < n, vara summan
av alla k-snitt, dvs. summan av antalet element i alla médngder som kan bildas
som skérningen av k stycken av mangderna Aq, Ao, ..., A,. Sa

S1=#A +H#A+ ..+ #A,,
So=#(A1NA) +#(A1NA3)+ ... +#(A,_1NA,),

Sp=#(A1NAN...NA,).

Ovning 5. Hur méanga termer #r det i S?
Nu giller foljande sats.
Sats 1 #(AlL_JAQUUAn) = Sl —SQ+S3—...+(—1)n+ISn.

Bevis. Detta bevisas pa liknande séitt som for tre méngder. Ga girna
forst igenom fallet n = 3 i beviset nedan och jamfér med beviset for tre

méngder.
Lat x vara ett element som ligger i exakt m, 1 < m < n, av mingderna
Aj, As, ... A,. Da giller att om k < m sd kommer z att riknas i () av

termerna i Sy. (Varfor da? Jamfor Ovning 5.) Om k > m réiknas z inte alls i
Sk. Sa totalt kommer x att rédknas

= (1) () () ()
ganger i S} — Sy + S3 — ... + (=1)""1S,. Enligt binomialsatsen giller att
-0~ ()-(1)+(3)-(5) v +on()
()4 () () s (1

vilket ger a, = 1. O



Ovningar (forts)

6. Hur manga permutationer av siffrorna 1,2,3,4,5,6,7,8,9 borjar med
en nia eller slutar med en tvaa (eller bade och)?

7. (a) Hur manga heltal mellan 1 och 1000 &r inte delbara med 77 Med
117 Med 137

(b) Hur manga heltal mellan 1 och 1000 &r relativt prima med 777
(¢) Hur manga heltal mellan 1 och 1000 &r relativt prima med 10017

8. Hur manga heltalslosningar till ekvationen
X1+ 2o+ T3+ x4 = 17
uppfyller 0 < x; < 7 for alla ¢7

9. (a) Hur manga foljder x x5 x3 x4 x5 dir varje x; ar antingen 0, 1 eller
2 finns det?

(b) Hur manga av dessa innehaller inte nagon nolla?

(c) Hur manga av dessa innehaller minst en nolla, en etta och en tvaa?

Forslag till svar:

2. 157

5 ()

6. 75600

7. (a) 858, 910 resp. 924 (b) 780 (c) 720
8. 284

9. (a) 243 (b) 32 (c) 150



