Losningar,

Kombinatorik och geometri del 1, 7,5 poéng
Tissdag 18 mars 2015,

1. Se kurslitteraturen.

2. Vi delar upp i tva fall.
[. Ord med hogst ett M:
Fran alfabetet SOMAR kan vi bilda 5-4 -3 -2 = 120 ord.
IT. Ord med tva M:

Vi placerar forst ut tva M vilket gar pa (3) = 6 satt. Sen har vi kvar
bokstaverna SOAR att placer pa tva platser. Det gar pa 4-3 = 12 sétt.
Sa det finns 6 - 12 = 72 ord med tva M.

Det totala antalet ord blir 120 4 72 = 192 stycken.
3. Lat x = |BD|. Bisektrissatsen ger

|BD|  |CD|

= ller 7|BD| = 5/CD] .
AB| |AC,eer| | = 5|CD

Nu dr |CD| = |BC| —|BD| =8 — z och vi far 7Tz = 40 — bz, 122 = 40
ochz =10 =1 83 |BD| =2 och [CD| =8 -2 =1L

12 3 3

4. Lat b vara antalet bla, r antalet roda och v antalet vita kulor. Det
sokta antalet &r det samma som antalet heltalslosningar till ekvationen
b+r+v=>5.

(a) Eftersom det finns fler &n 5 kulor av varje farg har vi inga villkor pa

b,r,v och streck i riakningen med 5 ettor och tva streck, ger (;) =21
siatt att dra kulorna.

(b) Hér har tryckfelsnisse varit framme.

Det star MED hénsyn till ordningen. Jag hade téankt UTAN hénsyn till
ordningen och da kommer en 16sning hér. (Den som har gjort pa detta
satt far OK for sin 16sning.)

Nu skall vi bestdmma antalet 16sningar till b + r + v = 12. Eftersom
6 < 12 (men 18 > 12) maste vi ta hénsyn till villkoret b < 6.

Om vi struntar i detta villkor ger streck i rdkningen med 12 ettor och

tva streck att det finns (124) = 91 satt att dra kulorna.



Att villkoret inte ar uppfyllt, betyder att b > 6 eller, eftersom b &r
heltal, att b > 7. Vi kan ténka pa detta som att stoppa dgg i tre korgar
och minst 7 4gg i den forsta korgen. Léagger vi 7 d4gg i den forsta korgen
har vi 5 dgg kvar att fordela. Enligt (a) ar detta antal 21. Sa det sokta
antalet ar 91 — 21 = 70.

En 16sning till fallet MED hénsyn till ordningen kommer hér. (Har du
behandlat detta fall far du sjélvklart ocksa OK for din 16sning.)

Vi delar upp i fall efter antal bla kulor. Med £ bla kulor,k = 0,1,2,...,6
har vi (1162) att vélja i vilken ordning dessa bla kommer. Sen skall de
ovriga 12 — k roda eller vita kulorna véljas. Vi har 2 val varje gang sa
det blir 2% méjligheter. Sa totalt blir det (1,3) 2% méjligheter.

Adderar vi nu dessa fall far vi att det sokta antalet ar

12 12 12 12
212 ot ... 27 26 — 496128 .
(o) (D)o (5)7+ (5

(For det numeriska virdet har datorn hjalpt till.)

. Kordasatsen ger |AP||BP| = |CP||DP| dvs. 6|BP| =24. Sa |BP| =4
och |AB| = |AP| + |BP| = 6 + 4 = 10.

Eftersom AACB ér rit a&r AB en diameter. Diametern har alltsa lang-
den 10 och dédrmed har radien léngden 5.

. Lat M, vara de tal mellan 1 och 600 som &ar delbara med n. Antalet
sadana tal, #M,, ar (heltalsdelen av) 600/n. Sa t.ex. a&r #M; = 120
och # Mg = 100 .

(a) Vi berdknar komplementet. Att n inte uppfyller villkoret betyder
att n &r delbart med 5 eller 6 (eller bada). Sa talen som &r delbara
med nagot av 5 eller 6 &r M5 U Mg. Nu géller

F#(Ms U Mg) = #Ms + #Ms — #(Ms N M) =

= #Ms + #Mg — #Msy = 120 + 100 — 20 = 200 .
S4 antalet tal som inte ar delbara med 3 eller 5 ar 600 — 200 = 400.

(b) Att vara delbart med nagot av talen 3, 5 eller 6 &r detsamma som
att vara delbart med 3 eller 5. (Ar ett tal delbart med 6 &r det ju
delbart med 3.) Pa samma sétt som i (a) far vi

#(Ms U Ms) = #Ms + #Ms — #(Ms 0 Ms) =

= My + My — M5 = 200 + 120 — 40 = 280 .



Sa antalet tal som inte dr delbara med 3, 5 eller 6 dr 600 — 280 =
320.

7. (a)
1. Konstrurera en liksidig triangel AABC'. Vinklarna &r alla 60°.
2. Konstruera mittpunkten M pa BC' (genom att konstruera en mitt-
punktsnormal).

3. Eftersom mittpunktsnormalen i en likbent triangel &r en bisektris
blir ABAM = 30°.



(b)

Analys. Om vi har lyckats med konstruktionen giller att trianglarna
AATC och AAMT iar likbenta. (|AT| = |T'C| enligt forutsiattningen
och AM och MT &r radier i cirkeln.) S&a ATAB = NATM = NACT =

a. Eftersom CT ar en tangent géller AMTC' &r rét. For vinkelsumman
i triangeln AT'C géller o + a + 90 + o = 180 vilket ger a = 30°.

Konstruktion.

1. Konstruera T enligt (a) sa att ABAT = 30°.

2. Drag en normal n till MT genom T

3. Lat C vara skédrningen mellan n och forlingningen av AB.
4. T och C ar de sokta punkterna.

Bevis.

Fran analysen ovan foljer att AAC'T = AT AC och enligt omvandningen
till basvinkelsatsen far vi |AT| = |T'C].

Det aterstar att visa att T'C' &r en tangent. Det foljer om vi kan visa
att AMTC ar rat. For vinkelsumman i triangeln AT'C' géller 30 4 30 +
AMTC + 30 = 180 vilket ger AMTC = 90.

. Vi delar upp i tva fall.

[. De tal som bérjar med 1, 2 eller 3.

Forsta siffran kan véljas pa 3 séitt. Sen skall de kvarvarande tva siffrorna
av 1, 2 och 3 placeras pa tre platser. Det gar pa 3 -2 = 6 sétt. Till sist
skall den fjarde siffran véljas. Det gar pa 7 sétt. Sa det finns 3-6-7 = 126
sadana tal.

II. De tal som inte borjar med 1, 2 eller 3.

Forsta siffran kan véljas pa 2 sitt. Sen skall 1, 2 och 3 placeras pa tre
platser. Det gar pa 3! = 6 sitt. Sa det finns 2 - 6 = 12 sadana tal.

Alltsa finns det 126 + 12 = 138 tal med precis en etta, en tvaa och en
trea.



