Supremum och infimum

Vi skall generalisera begreppen maximum och minimum till odndliga
méngder.

Om vi har en dndlig méngd M = {a4, ..., a,} sa betecknar vi med max M
det storsta av talen a4, ..., a, och med min M det minsta av talen aq, ..., a,.

Néar méngden inte ar dndlig behover inte nagot storsta eller minsta tal
finnas.

Exempel 1. For miangden N = {0,1,2,...} giller att minN = 0 men
max N existerar inte, det finns inget storsta tal i N.

Problemet med detta exempel ér att médngden N inte dr uppat begrinsad.
Att en méangd M &r uppat begrinsad betyder att det finns ett tal m sa att
M C]— o0, m] eller att varje x i M &r mindre &n eller lika med m. Ett sadant
tal m kallas en 6vre begriansning eller en majorant till M.

Exempel 2. Om A = [0, 1] sa géller max A = 1 men for méngden B =
[0, 1] existerar inte max B, B har inget storsta element.

For att rada bot pa detta gor vi foljande

Definition 1. Supremum till en uppat begrinsad méangd M av reella tal
ar den minsta 6vre begransningen till M. Vi betecknar detta supremum med
sup M.

For en dndlig méngd géiller max M = sup M. Om M inte &r uppat be-
gransad skriver man ibland att sup M = oo.

Exempel 3. Vi har sup[0,1] = 1, sup[0,1[= 1 och supN = oo. Mer
intressant ar att

sup{zr € Q;2? < 2} = V2.
Ovning 1. Visa det!



For de reeella talen giller att varje icketom uppat begransad méangd M
har en minsta 6vre begransning. Detta kallas for supremumegenskapen eller
supremumaxiomet.

Supremumaxiomet

Varje uppat begransad mdangd M av reeella tal har ett supremum, sup M.

Supremumaxiomet uttrycker att R &r fullstdndigt. Supremumegenskapen
kan bevisas fran (16), sid. 150 i Persson-Boiers, men man kan ocksa bevisa
(16) fran supremumaxiomet.

Pa liknade sétt definierar vi infimum som det storsta tal som &r mindre
an eller lika med alla tal i méngden M. Infimum &r en generalisering av
minimum och betecknas inf M.

Med hjilp av dessa begrepp kan vi gora en mer naturlig definition av
integrerbarhet och integralen av en integrerbar funktion.
Med beteckningarna i Persson-Béiers, sid. 286ff. satter vi

I(f) = inf{I(V); ¥ en trappfunktion med ¥ > f}

och
I(f) = sup{I(P); ® en trappfunktion med ¢ < f} .

I(f) och I(f) kallas for éver- respektive underintegralen till f och vi gor
foljande definition.

Definition 2. En begrinsad funktion pa ett begrénsat intervall [a, b]
ar (Riemann)integrerbar om I(f) = I(f). Om f &r integrerbar betecknas

integralen av f 6ver [a, b
b
[t

och &r lika med detta gemensamma vérde,

b
/ f@)dz =T(f) = 1(f)

Ovning 2. Visa att f &r integrerbar om och endast om det for varje € > 0
finns trappfunktioner ® och ¥ med

O(z) < f(zr) < VU(x) och I(¥) — (D) < €.



