1 Foreslidsning I

1.1

Ex 1.1

Talméngder
Maingden av naturliga tal: N={0,1,2,3,...}
Mingden av positiva heltal: Zy=1{1,2,3,...}

Mingden av heltal: Z ={0,£1,£2,43,...}
Mingden rationellatal: Q= {p/q: p,q € Z, q # 0}
Mingden avreellatal: R ={z: —oo <z < o0}

Mer om talméngder
Oppet intervall

O O
a b
som skrivs
(a,b) :={z:a<z<b}, —oo<a,ochb< .

Slutet och begrinsat intervall (kompakt intervall)

o o
a b

som skrivs

[a,b] :={z:a<x<b}, —o0<a,ochdb< oco.

En funktion f = f(x) har en definitionsméngd D; som innehaller/utgors av
alla x for vilken funktionen dr definierad.

For varje « € Dy finns precis ett virde f(z)(= y).

Mingden Vy := {y : 3o € Dy : y = f(z)} kallas virdemingden av f.

Funktionen f(x) = +/x + 1 ir definierad for de x, som uppfyller olikheten
z+1>0,dvs. forz > —1. Alltsa ar

Dy={x:2>-1} =[-1,00) och V; = [0,00).

ett slutet och obegrinsad méngd, speciellt utgér bada exempel pa slutet och
obegrinsat intervall.

Graf av en kontinuerlig funktion, f(z), definierat pa det kompakta intervallet
[a, b].

y="f(x)

"

Figuren nedan &r inte grafen av en funktion y = f(z), eftersom det finns fler
4n ett y for en del x.
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Grafen nedan dr grafen av en funktion. Funktionen dr inte kontinuerlig.
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Sats En kontinuerlig funktion definierat pa ett kompakt intervall antar ett storsta
och minsta virde, samt alla virden ddremellan.

Dessa kallas
— Satsen om stdrsta och minstas vérde respektive

— Satsen om mellanliggande vérde.
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Funktionen &r diskontinuerlig (i o) och antar inte heller nagot storsta vérde.

e Vira elementira funktioner #r i stort sett alla, kontinuerliga (och mycket
mer.)

e De elementéra funktionerna utgér en liten skara funktioner men tillrackliga
for att beskriva det mesta. De vanligaste dr

Potensfunktion: f(z) = Cx®

Polynom: g(z) =Y} _,arz”, a, #0
Exponentialfunktion: h(x) = Ca”
Speciellt:  f(x) = e*
Logaritmfunktion, speciellt: ¢g(z) =Inx
Trigonometriska funktioner: ¢1(z) = cosz
g2(z) =sinz
g2()
g3(z) = tanx 0(2)




e En funktion ir jimn om f(z) = f(—=x), ex.vis f(x) = cosx och g(z) = z*.

Y

y=f(X)
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1
En funktion &r udda om —f(z) = f(—x), ex.vis f(z) = - och g(z) =

T _ -

y=f(x)

Y.

f(x) = e” dr varken udda eller jamn.

Ex 1.2 Givet grafen y = f(x),

rita

l.y=f(z+1).



Losning: Det dr samma kurva fast forskjuten en enhet at vénster.

Definition av absolutbelopp

2] —z,omz <0
€Tl =
z,omx >0

Obs! |z| >0, |a —b] = |b—a| och | —a — b| = |a + b| (Verifiera med exempel!).

Ex13a) |-3|=3o0ch|3|=3.]3—-5|=|—-2|=2.
Skriv utan beloppstecken:

Losning: Genom att kvadrera fir vi att (21/2)? = 8 och 32 = 9. Alltsa ir
2v/2 < 3. Dirmed #r [2v/2 — 3| = 3 — 2V/2.

Ex 1.3 b) Ett par omskrivningar (b) och c)):
|4-(=3)| =|—12| =12 = {ochalltsa} = |4] - | — 3.
Ex1.3c¢)
22 +4| = 2(x 4+ 2)| = 2] - |[x + 2] = 2|z + 2|.
Ex 1.3 d) En ekvation, ett intervall och en olikhet:
Re+4|=2, T:={z:—-4<zx<2}, |z+1<3.
Los ekvationen, skriv intervallet med abs. belopp och 16s olikheten.

Losning: Ekvationen:

r>-2: rx+2=1xr=-1

Rz+4=2&|z+2/=1&
r<—-2: —(z+2)=1lor=-3

Obs! Bada rotterna ér riktiga. (Ekvationen kan skrivas  + 2 = +1.)
Intervallet:



Ex 1.5

Ex 1.6

Ex 1.7

1.2

Intervallet kan skrivas
I={z:-3<zx+1<3}={x:|z+1| <3}
Olikheten kan enligt ovan skrivas som dubbelolikheten —4 < z < 2.

Absolutbelopp och avstand: |3 — 5| = 2 dr avstandet mellan 3 och 5. Ps.s.
ar |3+ 5| = |3 — (—5)| = 8 avstandet mellan —3 och 5.

Los ekvationen |z — 3| = 2 genom att tolka som avstand.

Losning: Med avstandstolkningen dr x = 5 eller v = 1.

(a) Vilket intervall dr méngden {z : |z + 1| < 5}?
(b) Skriv intervallet [—4, 7] med absolutbelopp!

Losning: (a) Det ér alltsa alla = vars avstand till —1 &r stringt mindre &n
5, d.v.s. intervallet (—6,4) = {x : |z + 1| < 5}.

(b) [-4,7] = {z : —4 < x < T}. Mittpunkten i intervallet 4&r medelvérdet
(—4)

7
= 3/2. Intervallets halva lingd dr — =

mellan dndpunkterna:

11/2.
[—4,7] ={z: |z —3/2| <11/2}.

Funktioner forts

For att kunna exemplifiera gransvirde och kontinuitet (samt derivata) behover man
infora de elementdira funktionerna. Dessa utgor "basen" for att uttrycka matema-
tiska samband.

1.2.1
1.

Elementira funktioner

Potensfunktion f(z) = C z°.

n
. Monom och polynom f(z) = C ¥, k € N respektive g(x) = Zakxk,
k=0

ex.vis g(x) = 2% — 2z + 1, ett polynom av grad 3.

p(x)

. Rationell funktion r(x) = ——, dir p(z) och ¢(z) dr polynom.

q(z)

. Exponentialfunktion f(z) = Ca®, a > 0, logaritmfunktion ex.vis g(z) =

lg ¥ och h(z) = In z. Dessa ir inversfunktioner till g~ 1 (x) = 107 respektive
h=Y(z) = e*.

. Trigonometriska funktioner, arcusfunktioner (definition med rétvinklig tri-

angel och enhetscirkel. Nagra identiteter).

sinx, cosz, tanz

arcsinx, arccosx, arctanax



1.2.2 Bildande av nya funktioner

Man kan bilda nya funktioner av givna funktioner. Givet tva funktioner f(x) och
g(z). De frimsta sitten &dr

1. konstant ¢ ganger funktion, sdsom ¢ f(x).

2. Summa/differens f(x) &+ g(x),

3. produkt/kvot f(z) - g(x)*! och

4. sammansittning f(g(x)) = {dven} = f o g(x).

Ex 1.8 Lat f(x) = sinz och g(x) = 2%. D4 ar
f(g(z)) = sin(z?) och g(f(z)) = g(sinz) = sin’ z.

5. Om det finns (hogst) ett = for varje y, sadant att y = h(x), har h(z) en in-
versfunktion 2! (z) = y. Funktionen h(z) = 22 har ingen invers, eftersom
y=3=z?motsvaras av tviz : x = /3.

3 = x - 22, allts& en produkt mellan tvé funktioner.

Ex.vis dr h(z) = x
LogaritmeEx 1.9 Omskrivning av 1g(3 + 1.5).
Igh

(a) Forenkling av BT



