Forelasning X

Integral forts

Vi har nu tva metoder, P.I. och V.S. att berékna integraler. Vi trdnar pa dessa.
Ex 54: Berakna integralen / Inzdx.
Lo6sning:

d
Vi kan forséka med V.S. Inx = ¢, som ger x = e’ och dirmed d%f =el.

/lnxdx:/tetdt.

/tetdt:tet—/1~etdt:(t—l)et+C:x(lnx—1)+C.

Den klarar vi med P.I.

Kan man adven berdkna integralen med P.I.7 Vi skriver

1
/1-lnxdx:xlnx—/a:-Edmlenx—x—l—C.

dx
et +1

1
Ex 55: Berakna integralen / =:1.
0

Lo6sning:

Satt det krangliga uttrycket e 4+ 1 = ¢, alltsa V.S. Det ger

len(t—l):>dx:ti—tl.

Nu har vi granser, som vi byter till t—granser.

x: 0 1
t: 2 e+1

Vi far integralen

et dt el /o 1
I —/2 t(t—l)_{PBU}_/Q <t—1_t>dt_

() () ()

= 1+In2—-1In(e+1)




Ex 56: (Rationell integrand)
3z+1

Berdkna en primitiv funktion till h(z) = o172
Lo6sning:

Hur skall en anséttning i partialbrak se ut? Vi kan skriva om
3z+1 3(x—1)+4 C e 3 4
e = e = {termvis division} = T TS

Dessa termer kan nu latt integreras.

/h(m)dz =3ln(x —1) —

4
r—1

4
z—1

+C.

Svar: En p.f. till h(z) & H(z) =3In(x — 1) —

Ex 57: (Area mellan kurvor)
For tva kurvor definierade i samma intervall kan man berdkna arean mel-

lan kurvorna. Givet kurvorna y +x = 0 och y = De begransar

2z +3°
ett omrade i talplanet. Berdkna omradets (ytans) area.

Lo6sning:

Vi har ingen begransning pa integrationsintervallet, sa x—grénser ar skdrningspunkter
mellan kurvorna. Los alltsa ekvationen

r=—1
1
= —p = 2 . 1=
y x 2$+3<:>(x+3) x + 0=
r=-1/2
Arean ar
—1/2 1 2?2 1 AR N |
—r— de = |-——=-In(2z+3 =22
/_1(x2x+3)$ 2 2][1(””)71 g 21

Observera att —x > i intervallet, sa vi far arean med ratt tecken.

—2x+3

Kommentarer: 1. Man behover inte hélla reda pa vilken funktion som &ar storst i det
aktuella intervallet. Det &r bara att se till att tecknet i svaret ar
” + ” .
2. Dock, om kurvorna skér varandra fler &n tva ganger far man dock
halla reda pa vilken funktion som ar storst i respektive delintervall.

3. Vi kan ta som definition av area mellan tva kurvor, dar a < b, som

b
A= [ 15@) - gla)do

Men det &r inte direkt mojligt att ta fram p.f. ndr man har absolut-
belopp.

4. Redan med f; f(z)dz Far vi area med tecken mellan y = 0 =: g(z)
och y = f(x).



Generaliserad integral

For gen. int. ar antingen integrationsintervallet obegransat eller sa &ar inte-
granden obegransad.

<1
e Berékna integralen / — dx for olika a.
1z
Lo6sning:

Man ser en gen. int. som ett gransvarde dar 6vre grans b — oo.

1
Vi provar med oy = 2. Vi far p.f. —— och beréknar
x

b b
1 1 1 1
/—dx: ——| =-——-—=>1dab— oo.

Svar: Integralen ar konvergent med véardet 1.

1
d

Ex 58: Hur ar det med konvergens/divergens for / —Z for olika reella a? Vi tar
0 X

nu och berdknar integralen / —dx och ersitter undre grans med a > 0,

som vi sedan later ga mot noll. V1 far

da a — 04. Alltsa &r integralen divergent.

Kommentar:

dx
— konvergent omm o < 1.
xa

* dx
— konvergent omm « > 1.
1 X

For oo = 1 far vi divergens bade for [0,1] och [1,00). Varfor?

Ex 59: Integralen / —— dz &r generaliserad eftersom integranden ar obegr. samt

konvergent eftersom a=1/2 < 1. En p.f. funktion &r

p—1/2+1
eV
“1/2+1 Ve
Dess varde fas som
lim 2[y/z]. = 2.
a—>0+




Ex 60:

Kommentarer:

Berékna/ (z —2)e™*/?du.
0

Losning:

Integralen ar generaliserad ty intervallet dr obegr. Vi berdknar forst en
primitiv funktion —2ze~%/? (Se tidigare exempel). Dérefter berdknar vi
integralen

b
/ (z —2)e™*/2dx = 04 2be~"/?
0

och later b — co. Gransvirdet ar da den generaliserade integralens vérde
alltsa 0.

— Eftersom integralens vérde ar reellt (och entydigt) &r integralen kon-
vergent. Man skriver

/ (z —2)e™/2dx = 0.

0
— Eftersom integralens vérde ar = 0, finns lika stor area under som 6ver
r—axeln for x > 0.

— Vi ser att (z — 2)e”®/2 har en primitiv funktion —2xe~*/2. Detta &r
typiskt. For en integrand p(x)eF®, diir k # 0 och p(x) &r ett polynom
av grad n, sa ar en primitiv funktion

q(z)e™,

dar q(x) dr ett polynom av samma grad som p(z).

Definition:

Om en integrals virde dar reellt och entydigt, sa dr integralen konvergent.

Kommentarer:

For att avgora om en (generaliserad) integral dr konvergent eller divergent,
kan man i en del fall avgora detta genom direkt berdkning av integralen,

som ovan. .
dx * dx
Ett annat sdtt ar som innan exempel 58, betrakta / — och / — for
o T 1 T

olika reella a.
Ytterligare sétt ar att, som i exempel 60, ha en integrand, som é&r ett
polynom p(z) génger e*® for ett k < 0 (k = —1/2 i exemplet). D& #r

/ p(z)e*dz konvergent.
0

Ex 61:

1
Berdkna integralen / Inzdx.
0

Lé6sning:



Den &r generaliserad eftersom Inz — —oo da x — 04, d.v.s. obegrénsad
integrand. Lat a > 0.

1
/ Inzdr=[1-Inl1—1-(alna—a)] > —1da a— 04.

Obs! alna — 0, da a — 04. Alltsa konvergent med vardet —1.

Ex 62:

Berékna, / du .
0 er + 1

Lé6sning:
Vi har tagit fram p.f. i exempel 55. Vi fick, med V.S. féljande
d t—1 z
/ = +C=In(—)+C
er +1 t e 41

Den generaliserade integralens vérde fas som ett gransvéarde.

x b b 0

e e e 1
1 =In|—]-In{——)=In({——)+In2—=1n2
[n<em+1)]o n(eb+1) n(eo+1) n<1+e”>+n o

da b — oo.
Svar: Integralen &r konvergent med vérde In 2.

Sats

Sats

Monotonitet.
Antag a < b, f(z) < g(z) integrerbara pa [a,b]. Da géller

bf(l’)dwﬁ bg(x)dw- (1)
[ serie< |

Ett jamforelsekriterium.
Givet 0 < f(x) < g(z) for x € (a,b).

b b
/ g(x)dx konvergent :>/ f(z)dx konvergent.

Ex 63:

Vi aved / dr__ konv t eller div t
1 avgor om ar Konvergen er divergent.
g Vol g g

Losning:
Den ar generaliserad i * = co. For x : 0 < x < 1 &r det inga problem med

1
konvergens. Vi jimfor dérfér med g(z) = — i intervaller [1,00). Nu dr
x

g(x)z%“::f(x)ZOféerL
x

oo

o0
d
Integralen / g(x)dx ar konvergent enligt tidigare, sa / o ar
1 0 4+ 1
dérmed konvergent.



Kommentar: I exempel 62 har vi en konvergent integral eftersom vi beriknade den
och fick ett dndligt varde. Att avgora konvergens utan att berdkna den,

med den storre funktionen

kan goras genom att jamfora f(z) = 1
em

o0
g(z) = e och / e “dx &r konvergent.
0

I Orientering for (enkel-)integral.

b a
- [ f@te = ~(P®) = F(@) = Pl ~ P®) = [ fa)as.

I Triangelolikheten for integral.
Antag a < b och f(x) integrerbar pa [a,b]. Da géller

/ab f(x)dx

(Det spelar alltsa roll var man sétter absolutbeloppet.)

b
s/umm. 2)

Bevis:

» £A < |A|
» |A| < B éar ekvivalent med att £A < B.
» Av den forsta punkten ovan foljer att +f(z) < |f(x)|.

= Monotoniteten ger

ilﬂwmglmwa

eller ekvivalent, p.g.a. den andra punkten foljer (2).




