1 Forelasning VI

1.1 Derivatans betydelse for funktionens graf

Vi har sedan tidigare f’(x) > 0 i ett intervall = f(z) ar vixande i inter-
vallet. Till detta har vi att, om (xg, f(xg)) &r en lokal maximipunkt, sa &r
f'(zo) = 0, om derivatan existerar.

Ex: Med funktionen w(t) = 2t + ¢ — 1 #r grafen en parabel. Vi skall
bestdmma dess lokala extrempunkter, definitions- och vardeméangd.

Lo6sning

Parabelns extrempunkt far vi genom att 16sa ekvationen w'(t) = 0. Vi
kan i detta fall fa extrempunkten m.h.a. kvadratkomplettering.
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som &r dess minsta varde och som antas da t = —1/4.

Svar: Funktionens enda extrempunkt ér (—1/4,—9/16) och —9/16 &r
dess minsta varde. Definitionsméngd &r D,, = Roch V,, = [-9/16, 00) =

{y:y>-9/16}.

Kommentarer

1 Man kan, via K.K., dven fa funktionens eventuella nollstéllen:

w(t) = 2[(t+1/4)2—196}—2(t—|—1/4+3/4)(t+1/4—3/4)—
t=t; =1/2
= 2t+1)(t—1/2) =0 =
t=ty=—1

1 t—koordinaten som ligger precis i mitt emellan ¢2 och ¢; ar tg :=

t t 1
! ; 2 = —= och #r minimpunktens t—koordinat. Ett galler for

parabler men inte for tredjegradspolynom.




Ex pa sidan 5 i filen forelasningVvt2018.pdf &r funktionen f(x) =
23 — 3z + 2 med derivata f'(x) = 322 — 3. Derivatans nollstillen
korresponderar mot funktionens stationdra punkter (per definition).
Hér f(z) = 3(z + 1)(x — 1) med nollstéllen x = +1, alltsa stationéra
punkter. Vi kan dessutom ta reda pa derivatans tecken, som avgor var
funktionen ar vaxande och avtagande. Det gors lampligast med ett
teckenschema.

T < -1 < 1 <
f(z) | + 0 - 0 +
f(x) | /| lok. max | N\, | lok. min | /*

déir det t star lok. max och lok. Min, kan &ven funktionsvardena
skrivas. De ar f(—1) = 4 och f(1) = 0. Detta &r tillrackligt for att
kunna rita grafen.
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» Lokal maximipunkt (—1,4), lokal minimipunkt (1,0).
Ex Konstruera krvan y = \/f(z) =: g(x) dar f(z) ar samma som i exem-
plet innan.
Lo6sning

» Viser att Dy = {z:2 > -2} =[-2,00).



« Stationéra punkter: Vi har en yttre funktion y/z med y.d.

d 1 1 322 — 3
— M2 = 272 = g4 att g’(:v) = 1:—.
dz 2 2Vz 223 — 3z + 2

Obs Taljaren &r derivatan f’(x) fran foregaende exempel. For
att fa stationdra punkter 16ser vi ekvationen ¢'(z) = 0. Det ar
detsamma som att tdljaren = 0 och att ndmnaren # 0. Detta
betyder att x = 41, som skall sdttas in i ndmnaren:

VEDB =3 (1) +2=20ch /13 —3-14+2=0.

Det ar darmed inga problem med ¢'(—1) ty ndmnaren ar 2 > 0.
Med x = 1 #r nimnaren = 0. Alltsd har vi, for z = 1, att ¢'(1)
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ar av typen ” =" och eventuellt far vi ett gransvirde da « — 1.
Fortséttningen ar (Obs! Vi utnyttjar faktoriseringen av f(z) och

kommer ihag att vVa? = |al)

Saxl) omz <1
(@)= @Dt _3@-DEtD 2Vz 12
g 2/a— 12w +2) eV t2 |30, -

2v/x + 2

med vinster- och hogergransvirde —v/3 respektive v/3. Eftersom
tangentens riktningskoefficient ar olika for © — 1_ och « — 14,
ar punkten (1,¢(1)) = (1,0) saknas derivata i x = 1. Vi far en
"spetspunkt”, en punkt dar tangent saknas. Eftersom g(x) > 0
utom i z = —2 och z = 1 och ¢g(1) = 0, sa ar (1,¢(1)) en lokal

minimipunkt.
Teckenschema:
-2 < —1 < 1 <
g (z) 00 + 0 — | exist. ej | +
g(z) | Lok. min | | Lok. max | N\, | Lok. min |
Svar: Dy =[-2,00) och Dy = (—2,1) U (1, 00),

stationar punkt i x = —1,

lokala minpunkter (—2,0) och (1,0), lokal maxpunkt (—1,2).
* Funktionens minsta varde ar gy, = 0 och funktionen saknar
storsta varde.

* ¥ ¥
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y=9(x)

Ex: Konstruea kurvan y = =:r(x).
V=53 (z)

Lo6sning

r(x) ar en udda funktion.
D, ={z: z#+V3}

Vi ser att, om = — \/3_, sa giller att r(z) — —oo och om x — /3,
sa giller att r(z) — 4o0. Alltsa dr o = ++/3 lodrita asymptoter.
Sned asymptot med pol. div.

3z

3 =—> sned asympot y = z.

Stationdra punkter

2%(x — 3)(z + 3)

=0<—= =13V =0.
(22 —3)°

' (z) =

r(=3)=-9/2, r(@3)=9/2, r(0)=0.

Teckenschema:

T < -3 < 0 < 3
+ 0 - 0 — 0
r(z) | /| lok. max | N\ | terrasspkt | N\, | lok. min

N+ A
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Ex Konstruera kurvan h(z) = /22 + 1/22.

Lo6sning

Dy, ={x: = # 0}.
Vi ser dessutom att h(—x) = h(x), d.v.s. h(z) ar en jamn funk-
tion. Det betyder ju att grafen &r sin spegelbild i y—axeln.
Lodrat asymptot = = 0, ty h(z) — oo, da  — 0.
Sneda asympoter har ju formen y = kx + m. Vi ser att om ||
stort, sa ar h(x) ~ |z|. Alltsa bér y = —z och y = x vara sneda
asymptoter. Vi berdknar k genom
h(z)  |z|\/1+1/z*

x

X

och maste skilja pa * — —oo0 och x — oco. I det forra fallet ar
x < 0, sa att

h
ﬂ:— 1+1/2* > 1=k dax— —o0
T

Och p.s.s. ar kg = 1, da * — oco. Nu aterstar m—vérdet och vi
behandlar fallet da x — +o0.

h(z) —kzr = hx)+z=|z\/1+1/at+z=0—2\/1+1/2* =

{Forlang. m. konj.} = z(1—+/1+1/2*) =21 —+/1+1/2*

—1/2*

1+\/1+1/x4
1+\/1+1/x4

= r-————— —»0=myp da x — .

1++/1+1/a"



P.s.s. dr my = 0 for £ — —oo. Eftersom gransvardena existerar
har vi tva asympoteter y = +z, da z — oo

— Stationara punkter:

Teckenschema: Tecknet pa derivatan beror endast pa téaljaren,

som ar
| < —-1] < 0] < 1
h(z) | + 0] — — 0] +
h(z) |\, | min =2 | /| Ejdef. | \, | min =2 | *

Svar: * Dj, = {z: x # 0} och V}, = [/2,0),
Stationira punkter (z,y) = (£1,/2), som &r lokala min-
imipunkter.

*

Lodrét asymptot £ = 0 och sneda asymptoter y = +z da
xr — *£oo.

*

Funktionens minsta virde ar v/2.

*

Ex: Konstruera kurvan y =
:L' J—



Losning

3 23
y:T(l’):f Dr:{x:,x;éj:\/g},r’(x):mz_?’

3 =0« x=0.

1.2 Max- och minproblem

Dessa kallas gemensamt for extremuvdardesproblem

Ex: En strandtomt skall konstrueras med 120 meter staket, som en rek-
tangel. En sida mot vattnet dr utan staket och helt rak. Vilken &r den
storsta arean som den sadan tomt kan ha?

Losning

60—x/2 A 60—x/2

Omkretsen ar 120 (m) Lat sidan mot vattnet har langden z. Da &r
arean A = A(z) = z- (60 — x/2) med Dy = {z : 0 < z < 120},
Storsta varde aterfinns i en stationar punkt eller i en &ndpunkt. Nu
ar A(0) = A(120) = 0. Aterstar

Al(x) =60 — 2 =0 < x = 60.

Teckenschema:

T 0 < 60 < 120
Al(z) + 0 -
A@) 0 7 1800 N, O

Svar: Storsta arean ar 1800 m? och erhalls for x = 60 m.

Ex: En rénna, i figuren sedd framifran (som &r snittytan, skall goras av
tunn plat med bredd 3L, som skall vikas som i figuren.



Man vill ha sa stort vattenflode som mojligt genom rénnan. Bestdm
den storsta mojliga snittytan.

Losning

Vi delar upp arean i tre delar enligt figuren nedan.

Arean ar

A=Ay + Ay + Az = Ay + 24, :L2cos¢+2L2-M —: A(p).

dir As = A3 och 0 < ¢ < g ar tillrackligt. Vi har en kontinuerlig
funktion pa [0, 7/2], sa att ett storsta virde finns! Det antas antingen
i intervallets &ndpunkter eller i en stationédr punkt (eller en inre punkt,
dér A(y) €j dr deriverbar).
Andpunkter:

A(0) = L?, och A(r/2) = 0.
Nu till inre punkter.
A'(p)) = L*(—sin g + cos? p — sin? ) = L*(1 — sinp — 2sin® ) = 0.

Satt singp =t, sd att 0 <t < 1. Vi far ekvationen

—1+£3

Y
Vi far t; = 1/2 eller t9 = —1. Alltsa ar t = t; = 1/2 = sing; den
som ger ¢ = w/6. Man kan latt konstatera att det motsvarar en lokal
maximipunkt. Motsvarande area ar

1
0=2024t—-1 = t>4+1/2-1/2 =0 <=t = —EV1/16+1/2 =

3V3

="".I%
4

A(n/6) = L* - (V3/2+V3/2-1/2)
Arean skall jaimféras med A(0) = L.

2
Svar: Storsta arean ar = % - L? och antas d& 6 = %



Kommentarer: I den forsta uppgiften far vi en ytan halv kvadrat som ger storst area.
I den andra uppgiften far vi ytan en halv regelbunden hexagon.

Ex: Givet en stege med langd L, som lutar mot ett rektanguldrt block
medbredd a och hgojd b. Vilken ar den minsta ldngden som L kan ha
for att na mellan golv och végg?

y
vagg L vagg T L
b b
T,
a gOlV a go|V X

Lo6sning

Vi infor koordinater och ytor, enligt figuren ovan t.h. Pythagoras sats
ger 22 + 4% = L2
Likformighet for de tva trianglarna ger

y—0b b bx

= = ay=br+ay<—y= .
a T —a T—a

Vi skall alltsa minimera
2 3 2
2 — —ab
L?:= f(l“):x2+<:va > > ['(x) = w(le—a) ~a )

Ekvationen

() =02 =a+a/?b?3
Vi siitter in det i L? = f(x) och far
/2

min

L2 = (a2/3 + b2/3)3 eller Lipin = (a2/3 + b2/3)3

Ex.vis om @ = 27 dm och b = 64 dm, &r Ly, = 125 dm.




1.3 Implicit derivering

For vissa uttryck/ekvationer kan man eller vill man inte bestdmma funktio-
nen explicit. Anda kan man berdkna funktionens varde och dess derivator i
en given speciell punkt.

Ex: Sambandet 22 + y? = 1 med y = y(z) > 0 #r givet. Bestdm kurvan
som beskrivs av sambandet och bestam y(0), 3/(0) och y”(0).

Loésning

» Det dr den 6vre halvcirkel av enhetscirkeln i planet.

s z=0ger 02+9y>=1,say=y(0)=1.

= Vi deriverar nu bada sidor m.p.a. z och far (Obs, y? = (y(x))?

dr sammansatt.)
2z + 2y -y’ = 0, dér 2y och 3/ ér y.d. resp. i.d..
Insattning av = 0 ger
2:0+2-1-9(0)=0=4'(0) =0.
» Ytterligare en derivering ger
2+2(y*+y-y") =0.
Insattning av o = 0 ger
0 =2+2(3/(0)*+y(0)-y/(0)) = 2+2(0+1-y"(0)) = y"(0) = —1.

Y
1

Kommentar: Att 3/(0) = 0 stdmmer bra med att punkten (0,1) &r en max-
punkt. Att dessutom andraderivatan y”(0) = —1 < 0 visar att
y'(z) ar avtagande, vilket hor ihop med att (0, 1) 4r en maxpunkt
(och inte en minpunkt).
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