1 Foreldasning X, tillampning av integral

1.1 Volym av nagra kroppar
1.1.1 Skiv- och skalmetoderna, m.m.

Vi kan ténka oss en limpa (brod) som har lingsledes ér genomborrad av z—axen,
a < x < b. Limpan skivas i n skivor, med tjocklek Az; delintervall med
andpunkter z;_1 och z;, j = 1,2,...,n. Varje skivas area ar A(z;), dér z;
ar, ex.vis, mittpunkten &; i intervallet [z;_1,z;] med langd Az; = z; — ;_1.
Limpans volym &r ddarmed
n
Va Y A Az

j=1

Vi gar direkt 6ver till integral och far exakt

V= /ab A(x)dx.

Vi behandlar framst fallet da A(x) ér arean av en cirkelskiva.

Exempel 10.1
En kropp har en tvérsnittsarea A(z) vinkelrdt mot x—axeln i punkten z,

for 0 <a < h.

i form av en liksidig triangel med sidoléngd 1
x

(a) Berikna kroppens volym, déir hojden h = 2,
(b) och dér h = co.

Loésning
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Exempel 10.2
Betrakta kurvan y = f(z) = /z, z > 0.

(a) Vi betraktar ytan, som begrinsas av y = f(z), y =0 dir 0 < z < 4.
Denna yta roterar kring z—axeln och genererar en rotationskropp.
Berékna kroppens volym.



b) I denna kropp borrar man ett (cirkuldrt) hal lings symmetriaxeln
y
(r—axeln) som halets centrum. Cylinderhalet radie #r 1. Berdkna
den aterstaende volymen av rotationskroppen.

Losning

(a) A(x) = mf(z)?, s& volymen #r da

4 22 4
V():’IT/ $d$=7f|::| = 8.
0 2 ]y

(b) Halet kommer att gora att rotationskroppen blir av med den del déir
0 < < 1. Vi berdknar volymen av den del som aterstar:

4 274
15
V1::7r/ mdmzﬂ'{x} z—ﬂ.
1 2 14

Fran denna del subtraherar vi volymen av cylinder, med volym
4
Ve Z:ﬂ'/ 12d;v:7r[90];1 = 3.
1

9
Sokt volym é&r alltsa Vi — V., = ?ﬂ- =: V.

Exempel 10.3
Vi beréikna volymen i féregiaende exempel (b) genom att ”skala” kroppen
i cylinderskal. Det gors nu m.a.p. y—axeln. Vi har att = f~1(y) = y>.
Ett skals volym é&r

dV :=2my(4 — z)dy diir 1 < y < 2 och = y°.

Totala sokta volymen &r

2 2
Vo = 271'/ (4y — y?’)dy =27 [2y2 _ y} 2
1 1

Metoderna kallas skiv- respektive skalmetoden.

1.2 Ytas area och kurvlingd

Exempel 10.4
Berikna mantelytans area av kroppen i det forsta exemplet (a).

Loésning

Vi behover en infinitesimal area dA. Vi kan ta kurvan y = /z, 0<z <
4, som sedan roteras kring x—axeln. En infintesimal del av kurvan har

léngden
dS = /14 f'(z)?dz.

Detta ger en infinitesmal remsa med area (déir omkretsen dr 2my)

dA

2 4
dx<:A:27r/ V1/d+zde =
0
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Exempel 10.5
Vi kan ocksa berdkna lingden L av kurvan y = f(z) genom att bara

integrera
4 4 1
L:/ dS:/\/1+—d:z:.
=0 0 da

Integralen ar lite komplicerad att berikna men inte helt omdjlig.

Exempel 10.6
Berdkning av lingden av en spiral
En cirkulér spiral kan beskrivas av sambandet

f(t) = (at,rcost,rsint) € R®. dira >0,r >0

Vi kan se det som att spiralen roteras kring x—axeln. Vad &r ldngden av
tre varv?

Loésning

Vi har parameteriseringen von och berdknar r/(t) = (a, —rsint,r cost).
Léngden ges av

6 6
L:/ \/a2+r2(sin2t+cos2t)dt:/ Va2 +r2dt =6rva? + r2.
0

0

Exempel 10.7
En astroid ar en kurva som ges av t ~ a(cos® t,sin®t), a >0, 0
2.

IN
~
IN

(a) Berikna lingden av astroiden.

Losning



2 2 2 27
d d
L = a/o \/(df) + (;Z) dt = a/o \/(3 cos? t(—sint))2 + (3sin®t(cost))? =
w/2 1 /2
= 12a / Vcos? tsin® tdt = 12a - 5/ sin 2t dt = 3[cos 2ﬂ9r/2 = 6a le.
0 0

Léngden av cirkeln med radie a ar 27 a > 6a.

(b) Beriikna arean som begrinsas av kurvan.
Loésning

Med arean som A &r

i)
— = g(x)dx
4 1:a kvadr. (=)

dér kurvan i forsta kvadrant beskrivs av y = g(x). Vi sitter y =
g(x) = asin®t och z = acos®t. Detta éir en V.S. med dz = 3a cos? t(— sin t)dt
och t—grénser & = w/2 och g = 0.

A /2 w/2
1= 3a? / cos? t-sin tdt = 3a? / cos* t-sin® t dt, av symmetriskél.
0 0
Alltsa ar
A /2 3a2 [™/? 3a? 1 3a’m
2 = 34 int-cost)2dt = —— in22tdt =~ [t — -~ sin4t]7/? = ="
5 a /0 (sint - cost) T/ sin 3 [ 7 5in lo T
2
— A= sa’m a.e.

1.3 Rotation och Troghetsmoment

Exempel 10.8
Vilken rorelseenergi har ett klot som roterar kring sin symmetriaxel? Vi
antar att densiteten &r konstant p, radien dr R och att vinkelhastigheten
ar w.

y—koordinaten i punkten (z,y) uppfyller y = VR? — x2.
Loésning

En kropp med massa dm radien r vinkelrédt mot rotationsaxeln som sym-
metriaxel har konstant hastighet v = w -z, massan dm = 2wz - h- dx p och

1
alltsa rérelseenergin dWy, = idm 02, diir h = 2v/R2 — 22. Totala W), fas

genom att integrera:

r=0 15



Nu uttrycker vi Wi med klotets massa

4
m—p-V:p-?ﬂR3
s 2 ppe L2 2
Wk—p3R5RW—2 5mR w

Troghetsmoment 1

Detta &r alltsa troghetsmomentet for ett klot med konstant densitet och
radie R.

Kommentarer Olika kroppar har olika troghetsmoment. Som 6vning kan man berdkna
en rak cirkuldr kons tréghetsmoment med konstant densitetet.

1.4 Sammanfattning av formler

b
Skivmetoden: vV = 7r/ f(x)%dx

b
Skalmetoden: vV = 27r/ (b— )| f(x)|f (z)dz™
. m
Kurvlingd: L = / V14 f(z)%dx

b
Mantelytas area: A = /27r|f(x)|\/1+f’(x)2d:v

a

) Denna formel modifieras beroende pa det konkret fallet.

1.5 Tyngdpunkt/masscentrum m.m.

XT L X
X2
X1

Tyngdpunktens koordinat xr ligger mellan x1 och x3.

Tyngdpunkt for tva klot: Vi antar att de tva kloten har tyngdpunkt i x; respektive o med massor
m respektive mo med tyngdpunkts . For denna koordinat dr det balans
mellan véanster och hoger kraftmoment, alltsa

mixi1 + Mmoo

M = (xp —x1)m1 = (22 — 7)Mo = My <= x7 =
1:= (27 —z1)m1 = (22 — T7)M2 2 T M1+ ma

n punktmassor: Tyngdpunkt for n punktmasssor med vardera massa Amy i punktera xy,
a<zri<To<...<zxTp,=>bar

n
_ Dok Tkt Amy
mo

n
T dar mg = g Amy,.

k=1
kont. utbredd kropp: Eller for kontinuerligt utbredd massa lings x—axeln, a < x < b:

[ padn

mo

TrT =



Exempel 10.9
Givet en rak cirkuldr kon med radie r och héjd h.

(a)
(b)

(c)

Berédkna konens volym uttryckt i  och h.

Givet att konen har konstant densitet p, bestdm koordinaten for dess
tyngdpunkt.

Berikna mantelytans area.

Loésning

(a)

()

y=k x

Konens volym uttryckt i  och h: Vi later konens symmetriaxel vara
. .. . . r
x—axeln. En ekvation for en av generatriserna ér y = ko = —x =:

f(x). M.h.a. skivimetoden (skivformeln) far vi volymen Vj till

Vo = W/Oh (%x) dxr = éﬂhT’Q.

Givet att konen har konstant densitet p. y—koordinaten for dess
tyngdpunkt &r y = yr = 0, p.g.a. symmetri. Vi har bara formeln
(2) och behover gor men V.S. fran m till x. Vi ser m = m(x), d.v.s.
m som funktion av z ddr m(z) = pV (z). V(x) dr volymen av konen

med hojd z, 0 < x < h. Denna kon har radie %x Altsa ar
3 3

2 2
V(z) = W(%) % och saledes m = m(z) = p-V(z) = p.ﬁ.(%) %

Vi differentierar: )
dm=p-m- (7) z2dx.

Téljaren i (2) &r

2 h4 h2
/ xdm = /,0 - 1 3dm=p-7r-<%) .Z:p.ﬁ.ﬂ.Z'

Néamnaren ar

2h
mo=m(h)=p-m %
Saledes ar ,
2 h
p-m-re- 0= 3
T = 'r2h4 4 h7

P>
d.v.s. 1/4 av hojden fran bottenplattan.

Berikna mantelytans area A. ...

h
A= / omydS dir y = f(z) = %x och dS = /1 + f/(z)2 dz.
=0



Nu ér f'(z) = % Alltsa &r

h
A:27r\/1+(r/h)2/ %xdxzﬂr\/h2+r2.
0

Kommentar: Man kan klippa upp konen ldngs en generatris och fa en cirkelsektor
med radie vh?% + 72 och med cirkelbage 27r. En sadan cirkelsektors
area ar just

9r - /R2 1 12
A= SN 5 T = mryv/ h? +1r2.

Radiey/ h? + r?

Cirkelbage z r
Cirkelsektor med radie vV/h2% + 12 och cirkelbdge 2.




