1 Forelasning I1

1.1 Grinsvirde
» Vi skall ha med oss nagra resultat fran (absolut-)belopp.

(a) |z — a| dr avstdndet mellan a och z.
(b) Méngden {z : |z — a|] < ¢} = (a — 0, a + J) dr médngden av x, sadana att
avstandet |z — a| < 4.
(© |21 - 2| = || - |22.
(d) Triangelolikheten
|21 + 22| < 21| + |22].

Exempel 2.1
z+3

2x

x — oo: Vi skriver om funktionen med en polynomdivision.

r+3 1 3
g(x) = =

20 2 21
For x — oo: Om =z stort (och positivt), dr den forsta termen (till sitt
belopp) liten, sa att

Vi undersoker virdena pa g(z) = ,dax — ocoochax — 1.

1
y:g(m)z0+§.

Det méste vara sé att g(x) — 1/2, dd © — oo. Vi visar det och resonerar
sé hdr. Om bara x tillrickligt stort sa ir g(x) ” godtyckligt” ndra 1/2. Mer
exakt uttrycks det sa hir:
Tag ett godtyckligt litet men positivt tal £(> 0) sé att avstandet mellan g(z)
och 1/2

lg(z) —1/2] < eom (<) x > 29
For nagot xq.
Det giller nu att visa att det for det goda. € korresponderar ett x.

Sitt
c>lg@) ~1/2 = {g(@)>1/2} = gla)—1/2= 2 + > — ©
xTr) — = €T = €Tr) — = — _—— = =
g g g 2 "9 2
= 3 x> i =X
T2 e Y
Sa skall vi alltsa vilja x. Med detta val far vi
lg(z) —1/2] < eom (<) x > xo.
\
\ y=g(x)
\\”’ —
: '
X

Grafeny = g(x)

Definition

En funktion g(z) har grinsvirdet A, dd x — oo om det for varje € > 0 finns ett xg,
sadant att

x>z = |f(z) — 4| <e.




x — 1: Viseratt g(1) = 2 sa det dr rimligt att g(x) gar mot 2.
Vi jamfor med gransvirdet ovan men hir giller det att |g(z) — 2| < ¢ for
ett godt. € > 0,
om bara x tillrickligt néira 1. ”tillrdckligt néra” far betyda att |z — 1| < ¢
for nagot § > 0.

Vi sitter
2
€> |g(x)—2|:...:§

2x 3 T

x—l‘_l

x—l‘

Vi borjar med att vilja x : |z| < 2. Da fér vi olikheten

>—1|—1\<:>|—1|<6—6
3 =:0.
3.2m T €

Med detta val av ¢ blir |g(x) — 2| < e.

Definition
En funktion g(x) har griansvirdet A, dd z — a, a € R, om det for varje € > 0 finns ett
6 > 0, sadant att

|z —a|l <6 = |g(z) — A] < e.

x — 04 Slutligen, vad hinder med g(z) dd x — 04.?

Losning

Viseratt Dy, = {x : « # 0} och att g(z) — oo dd & — 0. Vi skriver
detta som g(x) — oo, dd & — 0.

Man talar om ett oegentligt grinsvirde.

Definition
g(x) — 00, dd x — 1z, om det For varje yo finns ett 6 > 0, sdant att

|z — xo] < 0 = g(x) > yo.

1.2 Kontinuitet

I exemplet har g[x) den sneda asymptoten y = 1/2 och den lodrita asymptoten
z =0.

= Viser ocksd att = 1 ligger i D, samt att g(z) har grinsvirdet 2, dd z — 1.
Eftersom g(1) = 2 sdger man att g(x) dr kontinuerligi z = 1.

Definition:

Antag att a € D, och att g(x) — g(a), da z — a.

Da ar funktionen g kontinuerlig i a.

Om g kontinuerlig i alla punkter a € D, dr funktionen kontinuerlig.

1 De elementéra funktionerna &r kontinuerliga.

Sats (Instidngingslagen) Om f(z) < g(x) < h(z),samtatt f(x) — Aoch h(z) — A,
da x — a, sa giller att
g(x) — A.



1.3 Nagra rikneregler for griansvirde och kontinuitet

Antag att f(x) — A och g(z) — B, dd x — a. Da giller

f(x)+g(x) - A+B
cfz) — cA
f(x)-g(z) — AB s
@ N é om B 20 daxz —a (1)
g9(x) B’
flg(z)) — f(B)
Exempel 2.2
.. N 1 . _

Beriikna grinsvérdet av h(x) = 7\/m’ diz = 00,2 =3,z — —1.

Losning
o f(x) > 0,ddz — co.
o f(x)— f(3)=1/2,ddxz —3

o f(x) = oo,dix — —14.

1.4 Asymptot

Vi har tidigare talat om lodrit och sned asymptot. Den forra har formen x = a eller
3
mer exakt (z,y) : © = a. Ex.vis har h(z) = o den lodrita asymptoten z = —2.
x

Den har dven den sneda symptomen y = 0.

Definition:
Funktionen f(x) har den sneda asymptoten y = kx + m, d& © — oo om det for varje
e > 0 finns ett 2, sadant att

x>z = |f(z) — (kx +m)| < e.

Exempel 2.3
Bestim den sneda asymptoten till
2z — 1
1. = .
fla) ==
222 — 1
2. =
9(@) =——7
222 +1
3. h(z) = varm+1
T
Losning
. 2 1 3
T —
= =2—- — 2 da Foo.
f(z) 1 x+1—> ax — oo

Alltsa dr y = 2 sned asymptot (bade i —oo och 00).

2¢2 — 1
g(w) =

1
=2r -2+ —.
r+1 v +x+1

Sned asymptot dr y = 22 — 2.



h(x)

Om z > 0, d.v.s. x — oo, s giller att h(z) — V2. Ps.s.omz < 0, d.v.s.
x — —o0, sa giller att h(z) — —/2.

V22241 Va2 24 1/22 Jzf\/2+ 1/
x x '

T

Kommentarer

Vi ser att vi far en sned asymptot y = kx + m med k£ # 0 om tau har en rationell
funktion med en grad hogre pa tilj. an nimn, och da m.h.a.
Det blir lite svarare i nésta exempel.

Exempel 2.4
441

Bestim asymptoterna till r(z) = L
x

Losning

1) k:
Eftersom 4 = 22 ir det troligt att r(z) ~ kx + m. Vi dividerar med x:
xr X

Dir vi later x — oo. Da far vi k. For att se att ovanstaende fungerar skriver vi

om tiljaren
Vat+1=vVat /1 +1/z% =2%/1+1/24.
r(z) _ I ;
. =+1+1/z* - 1diz — too.
>i1) m:

r(x) — kxz =~ m om |x| stort.

Alltsa skriv om

- 4_ _w_
e/14+1/2t —z=2(/1+1/z 1)_\/m+1—

r(z) —z

—0dazrz — +0

1
x3(y/1+1/24 +1)

Svar: Dirmed existerar m och m = 0. Sned asymptot dr y = x.
Lodrit asymptot dr z = 0.



