1 Foreldasning 111

1.1 Bildandet av nya funktioner

M.h.a. de elementéira funktioner bildar man nya genom summa, differens, pro-
dukt och kvot. Dessutom finns sammansdttinng.

Exempel 3.1
Ex.vis med f(x) = sinz och g(x) = 22 #r den sammansatta funktionen

Flg(x)) = {g(z) =: 2 = 2} = g(2) = f(2?) = sin(a?)

och
g(f(x)) = {f(z) =: z =sinz} = f(z) = g(sinz) = sin’ z.

I det forsta fallet &r g(x) = 2z = a2 inre funktion och f(z) = sin z yttre funktion.

I det andra fallet &r f(z) = z = sinx inre funktion och g(z) = 2% yttre funktion.

1.2 Gransviarde och kontinuitet

Vi utgar fran att alla elementéra funktioner dr kontinuerliga (pa respektive
definitionsméngd). Ex.vis dr h(z) = cosz kontinuerlig och speciellt i = a = 0:

lim cosxz = cos0 = 1.
x—0

Vidare giller att
1. f(x) kontinuerlig = ¢ - f(x) kontinuerlig.
2. f(x) och g(z) kontinuerliga = f(z) £ g(z) kontinuerlig.
3. f(z) och g(z) kontinuerliga => f(x) - g(z) kontinuerlig.

f(x)

4. f(z) och g(z) kontinuerliga = —— kontinuerlig.

g9(z)

5. f(2) och z=g(z) kontinuerliga = f(g(x)) kontinuerlig.



Antag a och A reella tal. Om f(x) — A, g(z) — B, da x — a, sa giller
flx)+g(x) — A+ B.
Bevis

Tag godt. € > 0. Da finns §; > 0 och 2 > 0 sddana att om |z — a| < §; och
|z — a] < 02 sa &r

|f(z) — Al <e/2 och |g(x) — B| < /2.
Sétt 6 = min(dq,d2) och antag |z — a| < . Da giller att
e=¢/2+¢/2>|f(z) - Al +|g(2) — B| = |(f(z) + g(2)) — (A + B)|

och beviset &r klart.

1.3 Nagra grinsviarden av typ "0/0”

Exempel 3.2

(a) Berikna grinsvirdet

. Ta? 413z — 2
lim ————
T——2 3 +8
Loésning
Vi ser att vi far 0 i ndmnaren om vi sétter in x = —2. Det implicerar att

x—(—2) = £+42 &r en faktor till ndmnaren, enligt faktorsatsen. Detsamma
giiller siiljaren, sa grinsvirdet kallas av typ ”0/0”. Vi kan skriva om den
rationella funktionen som

(x4+2)(Tz—-1)  Tz—1
(x+2)(22 —22+4) 22—-21+4
Vi ser att ndmnaren # 0 om = = —2. For att berdkna grinsvirdet dr de
orp s . T+ 13x -2 5
nu bara att séitta in z = —2, som ger lim ——— = ——.
T——2 3+ 8 4

(b) Berikna griansvirdet

2x
lim .
=0z +1—-+1—-2

Losning



Vi ser aterigen att det dr av typ ”0/0” och ndmnaren &r inte ett polynom.
Vi forsoker med att forlinga med ndmnarens konjugat. Alltsa

2z \/m—i-m_ 2 -z N
\/ac—&-l—\/l—x'\/x-i-l—i—\/l—x_2x(\/x+1+\/1—x)_ Vi

Nu kan vi bara sétta in = 0 och vi far gransvérdet 2 (Svar).

Observera att i (a) kan vi lata @ — —oo och fa griansvirdet 0:

Tr—1
ﬁ = {Dividera med né#mnarens hagstagradsterm i télj. och nimn.} =
x? — 2z
(Tz — 1)/ 7/z —1/2? 0 .
frd = _— — = 1 d —_— — .
(22 =2z +4)/22 1-2/x+4/x? 1 ae >

1.4 Instingninglagen

Innan vi formulerar den och bevisar den skall vi titta lite mer pa abolutbelopp
och olikheter. Olikheten |A — B| < ¢ kan skrivas —e < A— B < ¢ och vice versa.

Sats

Insténgninglagen
Antag att f(x) — A, g(z) = A dd © — a samt antag att

g9(x) < f(z) < h(z).

Da giller dven att f(z) — A, da z — a.




Bevis

Tag ett godtyckligt € > 0. Da finns §; > 0 och ett d2 > 0, sddana att

|z —al <01 = |h(z) — A] <eoch |z —a| < b = |g(z) — Al< .

Lat nu ¢ := min(d1,02) och tag z : |z —a| < §. Da giller

—e<glr)—A< f(z)—A<h(z)—A<e

som implicerar att

|f(z) — A| <edvs. f(z) — Adaz —a

V.S.B.

Kommentarer

e Instingningslagen giller &ven om a eller A dr +oo. Beviset ovan gors for

1.5

a, AeR.

Tva standardgriansvirden

1. Gransvirdet

Ex:

sinx

=1 (1)

Lat osss tolka vad det innebér. F('%rst och framst ar z i radianer. Ex.vis

lim
x—0 I

o]

motsvaras 360° av 27. Kvoten —— = 57.3...° anvinds for att rdkna om
T
radianer till grader:

o

z i radianer motsvarar -z (grader).

(1) innebér att sinz ~ x om |z| &r liten och i radianer.
En backe lutar 10%. Vilken &r vinkeln mellan backen och horisontalplanet?
Loésning
Vi far att
simnr=—-=01l~=z
c
eftersom 0.1 &r ett litet tal. Vad blir detta i grader? Vi far att vinkeln ar

180° 180°
T - =0.1-
T T

~ 5.7°.

Backen lutar (som mest) 5.7°.




h
X
Bevis
av (1)
sn A
sin x X t
cos X 1 cos

For att bestdmma t betraktar vi den ratvinkliga triangeln med ¢ som
hojd och med bas 1. Denna triangel dr likformig med den lilla ratvinkliga
triangeln med hojd sin z och bas cos x. Detta ger

sinx

t .
= — alltsa att tanx =t¢.
cos T 1

For 0 < x < /2 ger enhetscirkeln

Area av liten triangel Area av cirkelsektor Area av stor triangel
sinz -1 x-12 1-tanz
< < -
2 - 2 - 2
som ger

sinx
cosx < — < 1.
T

sinx

Nu sétter vi f(x) = cosz, h(z) =

cos0 = 1 (kontinuitet hos cosz i = 0) ger instdngninslagen att h(x) =
sinx

och 1 = g(z). Eftersom cosxz —

— 1ldaz — 0. Beviset for z — 0_ fas genom en liten modifikation
x
av beviset i fallet x — 0.



.. " . smx
Kommentar: Gransvardet hn})
Tr—r

0
ar av typen ” 6”.

EBxempel 3.3
Berdkna gransvardet

. l—cosx
lim 5
x—0 xr
Losning
= b2l 0” : 102
Sett dr av typen ” =" eftersom cos 0 = 1. Vi har att 1 —cosx = 2sin“(x/2),

sa att kvoten kan skrivas (Det géller att skriva om till sinx/x)

2 z2 2

1—cosz _ 2sin’(x/2) 1 {sin(m/Z)r ;

1
2 - 12=_daz —0.
/2 5 da 0

4. Storleksordningen palnx, % och b*, dér a > 0 och b > 1. Vid en jamforelse
mellan f(z) = 23 och g(z) = 1.1%, d& & — oo, s vinner g(z). I sjilva
verket dr f(x) << g(z) for stora z eller mer exakt:

fim &) _,

z—oo g(x)

D.v.s. exponentialfunktonen vixer betydligt snabbare &n potensfunktio-
nen, da x — oo. Allmént giiller

b

limm—:O, om a > 1. (2)
z— a®
Likasa ;
1
(nf) — 0dad z — o0. (3)
x

For att bevisa (2) behdver vi Binomialsatsen

(a+b)" = zn: (Z) an=PpE, (4)

k=0

dar (Z) ar binomialkoefficienter. Ex.vis ar

) — —

(n> _ n(;t .—11) _ n(n2— Do (;D _nn ;12)(111— 2) _n(n— 1g(n -2)

Foér n = 3 blir de bada leden

(a+b)3= <3> a® + (i’) a’b + (2) ab® + (g) b = a® + 3ab + 3ab® + b°.



Bevis

av (2). Antag forst att b < 0. D& #r #° < 1, om = > 1, s& att for dessa
ar
b

X _ o
— <a*—=0daz— oo.
aCE

Antag nu att b > 0. Vi gor omskrivningen

. x o ..
Det ricker att visa att — — 0, da z — oo dér ¢ = al/?
c

. Observera att

dven ¢ > 1. Nu dr ¢ = 1 + p for nagot p > 0. Lat n = [z], heltalsdelen av
xz. Da giller att  — 1 < n < z, dv.s. £ = 00 <= n — 0. Vi skattar
nédmnaren nedat.

1, n+1 _ n+1)n
Cl:C'C"L+120n+1:(1+p)n+12( N >p2.1n 1:( 2) .p2.

Det betyder att

20n +1 2
2ot 2 g das o
(n+1L)np*  np?

x
— <
ct

Nu foljer (3) relativt enkelt.
Bevis

Fallet d < 0 gors ungefiar som fallet b < 01 (2) och ldmnas som 6vning.
For d > 0 sétt Inx = ¢. Da giller att ¢ — oo <= & — o0 och (3) blir

td td
e (e?)

eftersom a := e > 1, sa villkoren fér beviset av (2) #r uppfyllda.

5. Ett annat standardgransvarde &r

lim (14+1/n)" =e.

n—=+oo
Vi anvinder det i ett exempel.
Ex: Berdkna

lim (1 — sin 2z)'/2.
z—0



Loésning
Vi forsoker aterfora det pa grinsviirdet ovan, sm kan skrivas (Sétt n =

1/x)

lim (1 +2)'/* = e.
z—0

{ [(1 ~ sin2)L/(=sin 236)} sin2a }_2

Vivet att x — 0 = sin 2z — 0. Innanfér fyrkantsparanteserna ér gransvirdet

mot 1. Gransviardet ar alltsa

. . sin2z
e. Vidare gar




