1 Forelasning IV

1.1 Gransvarde och kontinuitet, forts

Géansvardet
lim (1+1/n)"=e (1)

n—+too

ar 7slakt” med gransvirdet (2). Vi skriver om grénsvérdet ovan till
(2): Satt 1/n=h i (1). Da géller att A — 0 och

(14+1/n)" = (1 +h)"" ~ e, om |h| litet, d.v.s.

-1
~ 1 om |h| litet.

I grans ar

(2)

Detta griansvirde hanger ihop med derivata av alla exponentialfunk-
tioner f,(z) = a”.

h—0 h

<Y

Riktningskoefficienten for kurvans tangent i (zo,yo) = (0,1) dr f,(0) = k=1 for

endast ett vdarde pa basen, namligen a =: e.

For att bestamma vardet pa e anvander vi att

e= lim (1+1/n)"

n—+oo

Genom att sitta in ett stort, ex.vis, positivt n far vi e approximativt.



i n (14+1/n)"
10 2.59374

100 2.70481
1000 2.71692
10000 2.71815
100000 2.71827
1000 000 2.71828
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. er —e€ . . . . . .
Ex sinhz := ———— &r funktionen ”sinushyperbolicus x” och &r slikt
med sinz. Den ar en udda funktion.
e’ +e v . . . . -
coshzx := —y funktionen ” cosinushyperbolicus x” och ar slakt

med cosz. Den &r en jamn funktion. Ovning: Visa att cosh?z —
sinh? 2 = 1, ” hyperettan”.

Exempel 4.1 Berikna griansviardena

. sinhz
lim
z—0 T
2.
. cosr—1
lim ———
z—0 rsinx
3.
. coshx —1
lim ————
z—0 xsinz
4.
lim (1 — 22)%/®.
z—0
Losning
1. )
inh T 1
ST _ ¢ e 51.-1=1ddz — 0.
T 2x
2.
cosz—1  2sin®(z/2)  [sin(z/2) S 1_} 121 1 1
rsiny rsinz x/2 sinx 2 2 2
da z — 0.



coshx —1 coshx+1 B sinh?

zsinz  coshz+1 asinz-(coshz + 1)

sinh?z  x 1 . 1
x2 sinz coshz + 1 2
da x — 0. Obs! Vi kan gora samma typ av forlangning i 2.

lim (1 — 2x)%/.
z—0
Loésning

Byt x = 1/n. Da far vi n — +oo.

(1—20)%7 = (1+1/(—n/2))* = [(1+1/(-n/2)) 2] ° =

e 6 dan— +oo.

Satsen om storsta och minsta varde liksom satsen om mellanliggande
varde namndes lite svagt inledningsvis. Den séger att for en kontin-
uerlig funktion g(x) pa ett slutet och begransat intervall ett sk. kompakt
intervall, [a,b] antar f ett storsta och minsta vérde samt alla varden
déremellan.

Exempel 4.2 Funktionen g(z) = cosx ar kontinuerlig pa ex.vis och
[0,7]. g(0) =1 och g(m) = —1, som faktiskt &r storsta resp. minsta
virde. Det finns minst (exakt ett) = for varje y : —1 <y < 1, sadant
att cosx = y.

Eftersom det finn exakt ett x for varje y har y = cos z invers. Inversen
kallas ” arccos”.

Exempel 4.3 Visa att f(z) := 23 — 3z + 2 har (minst) ett nollstille
i intervallet [—4,4].

Lo6sning

f ar kontinuerlig inte bara pa [—4,4]. Vi har ingen ”p — ¢” formel {6r
en tredjegradsekvation men f(—3) = —16 < 0 och f(0) =2 > 0, sa
att for x : —3 < x < 0 finns minst ett nollstalle.

Nu kan man latt se att f(—2) = 0 och f(1) = 0 (det andra &r ett
dubbelt nollstélle). Vi far darmed ocksa faktoruppdelningen av f(x):

f(z) = (z42)(xz —1)%



