1 Forelasning V

1.1 Mer om arcusfunktioner och gransvirde

y
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3
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Y = arccos x y = arcsinx

y = arctanx med sneda asymptoter y = :I:g

Exempel 5.1

Berdkna grénsvérdet
arctanx

z—0 T

Losning

y:=arctanz = tany =z och z - 0=y — 0.
Gréansvardet kan skrivas

1
lim = limcosy - ,y =1.--=1
y— tany  y— siny 1




Exempel 5.2
Den lokala inversfunktionen till y = cosz &r x = arccosy. Obsl!

arccos x = y = cos(arccos ) = x = cosy men ekvivalens géller ej:
1 0
cos(bm/3) = 5 men arccos(1/2) = 3

1
arccos(1/2) = g = cos(m/3) = 3

2 Derivata

Med derivata menas en funktions momentana férsandring (i y—led relativt
andringen i x—led).
2.1 Derivata av potensfunktion och exponentialfunktion m.fl.

1. Derivatan av f(z) := 5z? fas genom att stilla upp differenskvoten

f(z+h)— f(z) :5‘(ﬂc+h)2—x2 _@thta)eth-z)
h h h

= 5-(2z+h) — 52
Da h — 0. Derivatan ar alltsa f’(z) := 10x. Man skriver detta
f'(z) =D f(z) =52z = 10x.
Vi observerar att derivatan ar 5 - 2x. Mer allmant galler
fr)=Cz" = f'(2) =C-a 2" (1)

2. Derivatan av g(z) := e®: Differenskvot med gréansvirde ar

h) — h—1
gz +h) = g(w) = C — e 1, dvs. ¢(x) = €.

h h
For att derivera g1 (x) := a®, skriver vi om a® = ¢*'"%. Differenskvoten
m.m. blir

emlna -1
a*-——— - Ina—a"-1-lna.
h-Ina

Vi ser att derivatan far faktorn Ina. Detta ar den inre derivatan.



2.2

» Det ar typiskt, ndr man har en funktion, som kan dela upp i en inre
och en yttre funktion. Derivatan av en sammansatt funktion f(g(z))
ar

Df(g(z)) = f'(g(x)) - g'(x)-

. Derivata av summa: Antag att f(x) och g(z) &r deriverbara. Da &r
summan det och

D(f(x) + g(z)) = f'(z) + ¢ (x).
Derivatan av C f(z) &r C f/(x). Jamfor derivaran av f(z) = 522
Dessa tva egenskaper (tillsammans) kallas linearitetsegenskaper for
derivata.

Derivata av trigomometriska funktioner

. Vi borjar med derivatan av f(x) = cosx och utnyttjar gransvardet

Andringskvoten ar

cos(z + h) — cosx

h

cos((x 4+ d) + d) — cos((x + &) — 9) '

— {h=20} = =

Vi utnyttjar additionsformler (-lagar) for cosinus:

cos (o + ) = cos acos B F sin asin .

cos((x +6)+ ) —cos((x +0) —6) = cos(x+0)cosd —sin(x + §) sin o+

—(cos(z 4 0) cos § + sin(x + §) sind) =

= —2sin(z + J)sind.

Andringskvoten blir

2siné
—sin(z + 9) - 821(1; — —sinz -1 da z — 0.
Vi har visat att g(z) = cosz = ¢'(z) = —sinax.

. Derivata av summa, produkt, sammansatt funktion och kvot.
Summa ldmnas om 6vning. For évriga moment ovan behdvs en sats.
Den séger att deriverbarhet ar tillrdckligt villkor for kontinuitet. Mer
exakt:



Derivata av

produkt

Sats 1 En funktion &r deriverar i + = funktionen ar kontinuerlig i x.

Bevis: Antag att f(z) ar deriverar i . Det betyder att

flet+h) =) ey s
o — f(z) da x — 0.

Vi infor en funktion p(h), som differensen nedan. Multipicera bada
led med h och vi far

fa+h) — f@)

o) = (a) — LEEY
Da géller att p(h) — 0, da h — 0. Multiplicera med & i bada led:
fl@+h) = f(x) =h-(f'(z) = p(h)) (2)

och HL— 0, da h — 0, vilket visar att f(z+h) — f(x), da h — 0.

Andringskvoten

fle+h)-g(z+h) - f(z)-g(x)

h
h) — h) —
flz+ f)L f(z) .g($+h)+f(x).g(w+ f)z 9(z) |
f'(x) - g(z+0) + f(x)g'(x).
Exempel 5.3
Derivatan av x’ ar 72%. Vi kan skriva 27 = 22 - 2% och far derivatan

med produktregeln till

322 2t + 2% - 42 = 725

3. Derivata av sammansatt funktion f(g(x)) fas med definitionen av en
funktion p(h).

Inre funktion:  g(x +h) —g(z) = h-(¢(x) —p1(h)) =ri(h).

Yttre funktion: f(z+k)— f(z2) = k-(f'(2) —p2(k)) =rak),



dar pa(k) — 0, da k — 0 och p.s.s med p;(h) (definierad i (2) sidan
4). Satt g(x) = z och k = ri(h). Da géller att p2(k) — 0, da h — 0.
Vi kan skriva diffferensen

flg(z +n)) = f(g(z)) = fg(z) +r1(h)) — fl9(x)) = f(z +r1(h) — f(z) =
flz+ k)= f(z) =k-(f'(2) — p2(k)) =
h-(g'(x) — p1(h)) - (f'(g(z)) — p2(k)).

Vi far att

e £ W= TGDD _ (g a) - py ()£ (0(2)) - pa() — (0 ()-0)(F (o)) 0)

da h — 0. Vi har bevisat att, med férutsittningar som ovan, ar

THe) = ) - ¢W@) 3)

yttre derivata, inre derivata

Obs! Vid beréikning av den yttre derivatan ses den inre funktionen g(z) = z,
som en variabel z och vid berdkning av den inre derivatan deriverar
man g(x) med avseende pa sin variabel x.

Exempel 5.4
Derivera h(x) = (2%)? som en derivata av en sammansatt funktion.

Lo6sning

d
d—(m3)4 =4 (23322 = 1221,
T
vilket stammer med derivatan av z'2.
Da”
D(a®) = D(e*m%) = ¢*m% . Ing = ¢® - Ina.
Dsinx

Dsinz = Dcos(n/2 —x) = —sin(n/2 —x) - (—1) = cos z.
D% Vi borjar med derivatan av —.
g(x x

D)= (-1)-a72 =~

x?’



9(z) 1
D =D(g(x)™ = ~1-g(x)7* - g'(2).
g(z) (9(z)) (2) (z)
D% igen. Derivata av kvot fas med derivata av produkt och sammansatt
funktion.
1 1 / ’ /
Di:Df'f:f’-f_f.%:M'

Dtanz

sin cosx-cosx —sinx - (—sinz)  cos’z + sin’x
Dtanx = D = =

cos T cos?x cos? x
Detta kan i sin tur férenklas pa tva satt.

Dlnz For att derivera g(z) = Inx utnyttjar vi identiteten

r=e" = Dr=1=¢"".Dlnzx.
N ——
y.d. i.d

Vi dividerar med z i de tva sista leden och far

1
—=Dlnux.
x

Exempel 5.5

Derivera
(a) f(z) =2 -3z +2
(b) g(z) =+v222+1
(¢) h(z) =1n(3x)
(d) p(z) =sinz
(e) q(x) = arccosz

Losning

f(z) =2 —32+2 = f'(x) = 32 - 3.

2z

1
o) = VEE T = (4 1) = g/ (0) = (2241) Ve = — 2



1 1 1
h(z) = In(3z) = h/(z) = 3—-3 = eller DIn(3z) = D(lnz+1In3) = 5+0'

P (z) = 3sin® z cos z.

(e) Vi har identiteten x = cos(arccosz) med derivata (Obs! 0 <
arccos x < 7) och déar ar sin > 0.)

1 = —sin(arccosx) - D arccos .

Nu ar

sin(arccosz) = /1 — cos?(arccos z) = /1 — 22

1
V1—2a2
Vi ser att derivatan ar negativ, vilket hanger ihop med att arccos
ar en avtagande funktion.

och darmed ar D arccosz = —

(f) Derivatan av arcsin x:

1
V1—22

T, . i
arccos r+arcsinx = 5 58 att D(arcsinz) = D (5 — arccos x) = 0+

1 Observera att derivatan av arccosz och arcsin z inte existerar i
respektive andpunkter av respektive definitionsméangd.

2.3 Konstruktion av kurva

2.3.1 Vaxande, avtagande och lokal extrempunkt

Definition 1 Antag att I C R &r ett intervall.

e En funktion ar vixande pa intervallet I, om for varje x1, o € I med
x1 < x9 giller att f(z1) < f(z2). En funktion &r stréngt vixande, om

f(z1) < f(x2).

e En funktion f(z) &r avtagande och strangt avtagande, om —f(x)
vixande respektive strangt vaxande.

e En funktion har ett lokalt maximum f(zg) i xg € I, om det finns
0 > 0, sadant att f(xo) > f(z) for alla x i (xg — §, 29 + ). Punkten
(zo, f(z0)) kallas lokal maximipunkt.

e f(xp) ar ett lokal minimum, om — f(xg) &r ett lokal minimum.




Sats: Om f’(x¢) existerar i 2o € I och (zg, f(x)) ar en lokal maximipunkt,
sa ar f'(zo) = 0.

Bevis

Antag att z < xg. Da ar

f(@) = f(xo) >0, si att lim f@) = f(@o) _ f'(xz0) > 0.
T — To T—T0 Tr — X0
P.s.s. om z > xg, sa ar
f(z) = f(@o) <0, si att lim J@) = o) _ f'(xo) <0.
T — To T—T0 T — To

Alltsa ar f'(xzo) = 0.

y=1fx)

Sekanten har positiv riktningskoefficient t.v. om den lokala mazimipunkten.

1. Derivatans tecken och funktionens forandring

Hjalpsats: (Lagranges medelvirdessats) Antag att f(z) ar kontinuerlig i
[a, b] och deriverbar i (a,b). Da finns ett &, sadant att

(&) = ———. (4)

Vi bevisar inte satsen i det nuvarande laget men illustrerar en
med foljande bild.



f(a)

N\

|

En funktionskurva med sekant och en parallell tangent,

f(b)

o
Y

(a) Vi formulerar nu en sats och bevisar den.

Sats Om f’(z) > 0(f'(z) > 0) i ett intervall, sa ar funktionen véixande
(stréngt vixande).

Bevis: Taga < bbadai ett delintervall till funktionens definitionsméangd.
Eftersom f’(z) > 0(z > 0), sa &r

b—a

for nagot £ :  a < & < b enligt Medelvardessatsen och enligt
forutsattningen i satsen ar f/(x) > 0(> 0). Alltsa ar

f(0) — f(a)

b—a

>0(>0)

V.S.V.

Exempel 5.6
Funktionen f(z) = 2% — 3z 4+ 2 #r ett polynom av grad 3. Vi skall
rita/konstruera kurvan och tar hjilp av dess derivata.
Dy ={z: —00 <z < o0} =R = (—00,00). Derivatan ar f'(z) =
373 =3 =3(zx+1)(x —1) och &r = 0 for & = 1. Tecknet pa derivatan
bestams av faktoriseringen. Vi gor ett teckenschema.

| < |-1|<|1|<
flle)|+] 0| —|0]+
fl) [ /] 4 [N\]0] 7

Vi ser att (z,y1) = (—1,4) ar en lokal maximipunkt och (b,y2) = (1,0)
ar en lokal minimipunkt. Funktionen saknar minsta och storsta véarde.




Exempel 5.7
222

rz+1

Konstruera kurvan y = g(z) =

Loésning
Dy ={x:ax#—1}.
e Lodrét asymptot: Vi ser att om x < —1, sa ar séljaren > 0 och

ndmnaren < 0, d.v.s. g(z) — —oo, da x — —1_. Alltsa ar
x = —1 en lodrdt asymptot. P.s.s. g(z) = 400, da x — —14.

e Sned saympot: Kvoten har grad 2 — 1 = 1. Polynomdivision ger
(r) =2 2+ 2
x) =2x — —
J r+1

sa sned asymptot ar y = 2x — 2.

e Derivatan

, 2x(x + 2)
g (z) @ 1) 0=z =0
e Teckenschema:
T 2 | < |0
gy |+ 0 | —1]0]|+
glz) | /] =8|\ JO|
y

10



Exempel 5.8
fran forelasning II:
222 + 1

Funktionen &r h(z) =
x

2 V2r?Z +1
Dp={x:2#0}), W) = — = {MGN} = —
Vi ser att h'(z) < 0 {or alla x € Dy, alltsa en avtagande funktion.
Den bér ha en sned asymptot y = kx + m. For att fa k berdknar vi

forst

1
22222 + 1

h(z) _ |2]4/2 + 1/22 _ V2 +1/22

— 0da z — +o0.
x x? ||

, d.v.s. k=0 for en (eventuell) sned asymptot. Nu till m :virdet.

7\/72-1—1/3:24)7\/5 da x — —o0
T T 1
f@) ke = f(@) = EVZELE _ Lo

da z — oo

Sned asymptot ir y = —v/2, da & — —oo och
y=+2,da z — 0.

222 +1

Kurvan y = med asympoter

Teori Teorin som stoder pastaendet att

f'(x) >0 = f(z) strangt vixande
alternativt
f'(x) >0 = f(z) strangt vixande
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ar komplicerad. Vi har infort satsen (4) och den bevisas med en an-
nan sats (Rolles sats), som i sin tur bygger pa satsen om minsta och
storsta virde. Slutligen foljer denna sista sats av ett axiom, ett obe-
visbara pastaende, ndrmare bestdmt Supremumaziomet. Vi summerar
det hela.

Supremumaxiomet

Satsen om minsta och storsta vérde
Rolles sats

Lagranges medelvérdessats

f'(x) > 0= f(x) vixande

L
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