1 Forelasning 7

1.1 Lite om konvex och konkav funktionskurva

Lat f(z) vara en funktion definierad i ett intervall I. Om for varje par x;
och x4 1 I géller att sekanten mellan punkterna (z1, f(x1)) och (22, f(z2))
ligger 6ver (under) funktionskurvan, sigs f(x) vara konvex (konkav).

Samband f(z) konvex <= For varje trippel 21 < 22 < 3 av tal i I giller att

f(xa) — f(x1) < f(z3) — f(x2)

T2 —T1 xr3 — T2

d.v.s. sekanternas riktningskoefficienter vixer.
Antag att f(x) har andraderivata. Da géller att f/(z) vixer. Mer exakt
finns foljande implikationer

" (z) > 0= f'(z) vixande = f(x) konvex.

Speciellt dr f(z) konvex (konkav) kring en lokal minimipunkt (maximi-
punkt). Vi har fsljande samband.

{f’(wo) =0

F(wo) > 0 = (x0, f(x0)) lokal minimipunkt.
Zo

Pa liknande sitt kan man konstatera att man har en lokal maximipunkt.
Om f'(z0) = 0 och f”(z0) = 0 kan man inte avgdra om punkten dr min-
max- eller terrasspunkt.

En inflexionspunkt &r en punkt dir f”(z) byter tecken.
Man har sambandet terrasspunkt = inflexionspunkt.

Om I = (a,b) &r ett oppet intervall, géller:
Konvex funktionskurva = kontinuerlig funktion.

1.2 Integral

Riemannsumma En bestdmd integral definieras via Riemannssummor. En sddan summa
bygger pa en indelning av integrationsintervallet [a,b] > x i ett antal (n)
delintervall, m.h.a.

a=x9g < 21 < Ty < ...Tp_1 < Ty = b var och en med liangd Az, =
g —Tp—1, k =1,2,...,n. I varje delintervall [z;_1, x] viljs en "hojd” ys.

Utifran ovan namnda definieras en Riemannsumma som

S = Zyk . A(Ek.
k=1

Kommentar: En Riemannsumma S =~ den stkta arean, integralen, som begrinsas av
y=f(z),z=0,z=aochz=0.

Definition av Riemannintegral




Antag f(zx) begrinsad i [a,b].

En ¢versumma O (undersumma U) dr en summa som (1), dir y, > f(x) (yx <
flx), for xpy <ax <a, k=1,2,...,n.

Det foljer att U < O.

Om det finns precis ett tal I : U < I < O for alla under- och 6versummor,
siigs f(x) vara integrerbar (i Riemanns mening) och integralen skrivs

b
I:/ f(z)dx. (2)

En central sats:

Om f(x) kontinuerlig i [a,b], sa dr den integrerbar.

(Medelvirdessatsen I)
Med forutsittningar som i satsen ovan, finns ett & € [a, b], sadant att

b
) (b—a) = / f(x)d. (3)

Bevis: Funktionen f(z) dr kontinuherlig i [a,b] och antar ett minsta och stérsta

Analysens
huvudsats

virde fimin och fiax. Nu &r
(b - a) : fmin och (b - a) : fmax
en under- respektive éversumma till (2). Det betyder att
1
fmin < — I = Yy < fmax-
b—a

Enlig satsen om mellanliggande virde &r y = f(€) f6r nagot £ € [a,b] och
(3) foljer.

Antag att f(z) > 0da a < a < bochatt f(x) dr kontinuerlig dir. Den bestimda
integralen Fy(x) := / ft)de

a
definieras som arean av ytan som begrinsas avy = f(t), y =0,t =a och t = z,
se figur.

Y
f(x)

Fo(x)

X

a X b

Funktionen Fo(xz) =den markerade arean.

Vi definierar Fy(x) som arean i figuren ovan.



Arean Fo(x + h) — Fo(z).

Da #r Fo(x + h) — Fy(x) dr arean av den smala remsan med t—grinser «
och z + h. Denna smala remsa &r en rektangel med bredd h och hajd f(€).
Ett sadant £ finns enligt medelvirdessatsen. Alltsa

Fola+ ) — Fa(o) = h- £(6) eller 2T ZF0le) _ i)

e VL ir en differenskvot och — F{(z), d& h — 0.
e I HL konvergerar f(£) mot f(z) p.g.a. kontinuitet.
e "VL=HLger att Fj(z) = f(z) Analysens huvudsats.

b
e Speciellt ser vi att Fy(a) =0 och Fy(b) =: f(t)dt
)

e En funktion F(z), sadan att F’'(x) = f(z) kallas primitiv funktion
till f(z).

e Antag att G(x) &r deriverbar i ett intervall med derivata = 0. Da &r
G(z) = C, d.v.s. konstant. Speciellt om G = F} — F» och G’ =0, sa
ar F — Fy=0,dvs. Fi =F,+C.

e Tva funktioner F; och Fy, som &r primitiva funktioner till samma
f(x) i ett givet intervall, skiljer sig at med en additiv konstant:

Fl(z)-Fy(z) = f(x)—f(2) =0 <= Fi(z)—Fr(z) = C < Fi(z) = Fp(x)+C.

— Lat F(x) vara en (annan) primitiv funktion till f(z). Da &r Fy(z) =
F(z)+C.

Insittnings-

formeln Fy(a) =0= F(a)+ C <= C = —F(a), sa att Fy(x) = F(z) —

F(a).
b
Foft) = [ f@)do = (P}l = F() - Fl@).
b
. / f(x)dx kallas bestdmd integral och &r ett tal.
. / f(z)dx kallas obestimd integral och betyder alla primitiva funk-

tioner till f(x). De dr , enligt ovan, F(x) + C, dir F(x) dr nagon
primitiv funktion till f(x).

moﬁ»l
C -1
/ X a+1+ ,  om a#
€T =
In |z|, oma=—1

1 d
. / dx = arctanx + C, eftersom . arctanx =
x

241 241

d
. /tanxdm = C — In|cosz|, eftersom %(—1n|cosx|) =

(—sinz) = tanz.



! d 1
. /6 ;dm = [Inz]3 = In(3/2), eftersom e Inz = =

1 d 1
. / dx = In|tan(z/2)| 4+ C, eftersom s In |tan(z/2)| = —
x

sin x sinz’

. 1
. /e‘“dx: 56330 + C.

1 — cos2x r  sin2x

.2

- dr= | ——dr = - — +C.
/Sm zdx / 5 T > C

cos® x

. /siandx:/(1—0082x)sinxdx=—cosx+ +C.

1 1
. /azdx = —a” + C och p.s.s. /ekmdx =—er 4.
Ina k

Exempel 7.1
Bestdm en primitiv funktion till v/2x, bestdm alla primitiva funktio-

8
ner till v/2x och bestam / V2xdx.
2

L&sning;:

(En primitiv funktion)
1/2 205 32 1 _ 2
f(z):=(22)"/* <= F(z) = §(2x) '3=3 -xV 2z,
(alla primitiva funktioner)

2
3 cxV2x 4+ C

(En bestdmd integral)

8 2 ® 56
/Zf(sc)d:vz[3~a: 2:1:]2:3.

En liten regel Om f(z) har primtiv funktion F'(x), har f(kz+m) primitiv funktion
z F(kx 4+ m) for k # 0; Néar den inre funktionen dr ”linjar”, d.v.s.

z = kx +m kan man "kompensera” for den inre derivatan genom att
dividera med k, ex.vis

)V3z + 1

C.
9 +

2 1 2 1
/\/395 + 1dz) = /(337—1—1)1/2 dx = §(3m+1)3/2~§+0 _ 2B+

Tre moment vid

. . 1. krivni i ' i ion.
beréikning av integral Omskrivning av integranden innan integration

2. Integration, d.v.s. bestdmning av primitiv funktion och eventu-
ellt inséttning av 6vre och undre gréns.

3. Omskrivning/férenkling av svaret.

Derivata och integral I Ex.visér / 2z dx = x?+C och direfter derivata D(z*+C) = 2w,
som ger tillbaka den ursprungliga funktion f(x) := 2z. Allmént

w g | [ @] = s

Integral och deriwata tar ut varandra i den ordningen.

d
IT Ex.vis 4r T 2% = 2z och direfter [ 2z dx = z® + C. Allmént &r
x

/ [;; f(x)] do = f(z) + C.

Derivata och integral tar ut varandra i den ordningen, ndstan.



o Ovanstaende leder till att beviset av en identitet
/ h(w)dz = H(z) + C

gor genom att derivera bada led, alltsa visa att H'(z) = h(z).

» Eftersom derivering har linjira egenskaper, sa har dven integraler
det:

/(af(x)—l—bg(x))d:z: - a/f(x)dx—l—b/g(x)d:z.

P.s.s. for bestdmd integral.
Bevis genom att derivera bada led.

Exempel 7.2
Derivering m.a.p. ovre gréins.

Analysens huvudsats séger att D / ft)dt = f(x). Beriikna

Inz
D / e U2 dt.
0

Vi kan berékna en primitiv funktion till integranden och sedan derive-
ra. Men vi kan ocksa derivera, direkt, den sammansatta funktionen, dér
g(z) = Inx &r inre:

Losning:

d Inz 1
Bl e—t/2 dt= = .e—lnx/Q = .
dr T ——  g3/2
'Vd y.d.
1.d.

Integrationsmetoder P.I. , som ér forkortning for partiell integration. Med den fixar man en in-
tegrand, som &r en produkt. Den bygger pa att derivatan av produkt.
(u-v) =u'v+wuv'. Viintegrerar bada led:

/(uv)'dm:uv:/u’vd:v+/uv’dw.

Vi flyttar om termerna och far

/u’vdx:uv—/uv’dx.

Har gor man ett byte och sitter F(z) = u(x), sa att F'(z) = f(z) =
u/(x) samt v(x) = g(z). Da erhalls

/ f(@)g(x) dz = F(z) g(x) - / F(z) g (z) dx (4)

Exempel 7.3
/2
Berékna / rsinzx dz.
0
Losning:
Vi viljer = g(x)m den funktion som &r deriverad i (4) och ddrmed
f(x) =sinz. Vi ser att

/xsinxdx:x(—cosx)—/1-(—cosx)dx:sinx—xcosx—i—C

sa att

w/2
. . /2
xsinzdr = [sinz —xcosz]y’” = 1.
0



V.S. , som &r forkortningen for variabelsubstitution.

[ tan= [ sty ae o)

Man sitter alltsa @ = z(t), d.v.s. gor « till en funktion av en ny
variabel t. Nar man gor V.S. ser det dock inte ut, riktigt som att
man gor x till en funktion av ¢. Vi kan enkelt bevisa (5) genom att
derivera bada sidor m.a.p. t.

Exempel 7.4

Betdm en primitiv funktion till ———.
x? +4

L&sning;:
11 1
w2 +4 4 (z/2)24+1

Vi gor omskrivningen

1 1 1
———dr = - | ————dr={x=2t,dr=2dt} =
/x2+4 v 4/<m/z>2+1 v = {o =2t dv = 2di}
1 1 1
i2/mdt:§arctant+c

1
Svar: En primitiv funktion ar 3 arctan(z/2).

Exempel 7.5
Bestdm en primitiv funktion till tan x.
Losning;:
sin cosr =1 ﬂ—icosm——sina:
/ dr = - Vdr dx N =
cosx dt = —sinxz dx, d.v.s. tiljaren med fel tecken.

1
/_Edt: —In|t|+ C = —1In|cosz| + C.
Svar: En primitiv funktion till tanz & —In | cos z|.

Rationell integrand En sadan funktion r(x) = @ skall utvecklas. Vi antar att p och ¢ &r
q(x

polynom och att r &r forkortat sa langt som mojligt.

1 Om gradp > grad q sa polynomdivision.
1 Om gradp < grad q sa uppdelning i partialbrak.

Exempel 7.6

223 — 2% — 1
Berédkna integralen / oot dx.

22 —x
Loésning:

gradp = 3 > grad g = 2, alltsa pol. div., som ger

r(x) =2x+1+
(z) R
Och nu PBU pa den sista termen, ty dar har téljaren graden 0 och
ndmnaren graden 2. Vi faktoriserar nimnaren och ansétter

1 A B

z(r—1) =« x-1°



Anséittningen i tdljaren med A och B beror pa att dessa har en grad
ligre dn respektive nimnare. Genom att séitta HL pa MGN och identifiera
tédljarna i VL och HL far man

1 A( )+ B VL HL
_Az-D+Bzr 29 1=-A4 <= A=-1,B=1.
xz(zx —1) z(z —1)
z': 0=A+B

Alltsa kan integralen skrivas

1 1
/<29:+1+)da:—x2+xlnx|+lnx1|+0.
r x-—1

Exempel 7.7
Beriikna (a) / sin z dz, (b) /sin3xdx.
0
Losning:

(a) Detta ér en bestdmd integral. Vi skriver om integranden som sin? z =

1-— 2
#. Alltsa ar

/2 1—cos2 in 221"
/ sinzar;da::/icOb S e -
0 2 2 4 |, 2

(b) Detta ir en obestimd integral. Vi skriver om integranden som sin® z =

sin? 2 -sinz = (1 —cos? ) sinx och gér V.S. cosz =t = —sinxdr =
dt, sa att

/sin3xdx = /(1 —cos’z)sinzdx = /(1 —t3)(=1)dt =

ﬁ b4 O cos®

3 —cosx + C.




