1 Forelasning VIII

1.1 Area mellan funktionskurvor

Exempel 8.1
Beriikna arean mellan y = f(z) = 4+ 2 och y = g(z) = 4 — z* med
x—granser a < b, dér a dr x—koordinatens skdrningspunkt mellan kurvor-
na och b = 0.

2

Loésning
Skdrningspunkten ges av

=1
4—m2:x+2<:)w2+x—2204:>{x
€r =

Alltsa ar a = —2. Vi far arean som integralen

A:/0(4—x2—(ac+2))dx - /O(Q—x—xQ)da::

-2 —2
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Kommentarer — Om endera av kurvorna helt eller delvis ligger under z—axeln, far
man dnda ritt area.

— Om man integrerar, som i exemplet, f(z) — g(z) far man arean men
med fel tecken. Detta justerar man litt efter att ha integrerat.

— Om Kurvorna skiira varandra enligt nedan

y=f(x)

A

y=9(x)



sa dr arean mellan kurvorna A; + As. Detta kan skrivas

b
formellt: A, + A, — / () — g(x)|da

b
tekniskt: A; +As; = /(g(x)—f(x))dx—F/ (f(z) — g(x))dx.

1.2 Mer om partiell integration

[ @@y ds = F@) g(o) ~ [ Pla)g' (o) do 0
Rekommendationer Lat p(z) vara ett polynom. For produkterna

sin kx

p(z)- S coskr  lat p(x) = g(x) i (1).

ek:c

For produkterna

Inz B .
p(z) - { lat p(z) = f(x) i (1).
arctan x
1.3 Variabelsubstitution
Derivata igen Derivata av sammansatt funktion:

2 fafe)) = 1 (0) - 2'() etlr L~ L2

Det senare skrivséttet kallas ju kedjeregeln.

Exempel 8.2
Beridkna integralen...

\/21“67:”2/26135 _ {x2/2:t:t($)$£:$}

<~ xdxr =dt

2/€_$2/2xd:c = 2/e‘tdt =C—e'=C—2"/ (Svar).
S~
=dt

Kommentarer Differentialerna dt, dx, dy och df etc, &r odndligt sma tal, vilka tillhor en
storre méngd &n de reella talen, mdngden av de hyperreella talen.

1.4 Mer om integral av rationell funktion

Exempel 8.3
423 — 1
Bestédm en primitiv funktion till h(z) = %
22—

Loésning
Ett rationellt uttryck, alltsa en rationell funktion skall alltsa utvecklas.
Efter pol.div. brukar PBU folja. I detta exempel &r

3r+1
2 —1

h(z) = {pol.div.} = 4z + .
Nu #r den sista termen sadan att grad tilj < grad ndmn. Ndmaren kan
fakroriseras och hela andra termen ar

3z +1 A B
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Man ansdtter med termer ddr nimnarna dr de tva faktorerna och
tiljarna har en grad ldgre dn ndmnarna.

Likn&mnigt ger

3r+1 Alx+1)+ B(z — 1)

(x—1)(z+1) (x—=1)(z+1)

Namnarna #r lika och alltsa maste tiljarna vara (identiskt) lika:

VL HL
A =2
3r+1=Ax+1)+Bz—-1)<=<(2': 1=4-B < B 1
z': 3=A+B B

Nu kan vi integrera alla termer:

2 1
/h(m)dw=/<4x++> dz = 22*+21n |z—1|+In [z+1|+C.
r—1 z+1

Svar: En primitiv funktion #r H(z) := 222 + 2In|z — 1| +In|z + 1].
Exempel 8.4

V3
2¢ — 1
z dx.

Beridkna integralen / 3
1 Tt

Loésning
Hér ér graden for téljaren lidgre éin for ndmnaren, som &r z(z? +1). Alltsa

endast PBU. Vi far tva termer, som &r brak, dir téljarna ansétts en grad
ldgre &n ndmnarna.

20 —1 _é+Bm+C_Ax2+A+Bx2+Cx
r(x2+1) = 2241 xz (224 1)

Detta ger ekvationssystemet

VL HL
2 -1 = A
xt 2 = C
x? 0 = A+B

med tre ekvationer (grad 0, 1, och 2) och tre obekanta/variabler (4, B
och C). lésningen dr A = —1, B =1 och C = 2. Integralen &r alltsa

V3

V3
2z —1 1
/1 mdx = —lnx+2arctanx+§ln(a€2+1) 1 =

1 1
fln\/§+1n1+2arctan\/572arctan1+51n(3+1)f 51n(1+1) =

9. T 1ln(2/3)—|—%.

1
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2 Generaliserad integral

For en bestdmd integral, dar integrationsintervallet inte &r kompakt, kallas mot-
svarande integral generaliserad. Det finns tva typfall:

I Obegréinsat integrationsintervall och

I obegrénsad integrand.

Exempel 8.5

Integralen / z?e 2% dx har obegriinsat integrationsintervall. Man beréknar
0



b

forsta / z?e "2 dx och later sedan b —» co. En primitiv funktion fas med

0
P.I.:

e~ 1
/w2e_2””dx = 22. 3 + 5/2%6_2Id$ =

2 1
—%672:6 Ty 3 /eih dr =

Dérmed ar
b 2 0 2
2 2z op (2T w1 ol o (b b 1 1
/Oxe T [e <2+2+4>L e <2+2+4 1
da b — oo.
1
Ex Berakna / Inxdx.
0
Losning

Integranden Inx — —oo, d& x — 04, alltsa obegréinsad integrand. Vi
1

berdknar / Inz dz och later sedan a — 0.

1 1
1
/ lnxdx:{P.I.}:[m-lnx]i—/ x-;dx:alna—(l—a)—)—l

da a — 0, eftersom alna — 0, da a — 04, ett standardgréinsvirde.

Exempel 8.6
. . . . *2x—1
Berédkna integralen Berdkna integralen ———dx.
1 2tz
Loésning

Vi har redan bestdmt en primitiv funktion Ex .

b

b
2z —1 1
/iidx: —Inz + 2arctanz + - In(z? + 1)

1 T2+ 2 1

Vi ser att det tva logaritmiska termerna divergerar mot +oo. Féljande
griansvirde gor det dnda mojligt att fa ut ett (dndligt) grinsvirde.

b

b 2
20 — 1 1 1
/ de = — In i+l + 2arctanxz| =
1 34w 2 x? 1
1 1+1/p? 1 1241
2(arctan b — arctan 0) + 3 In ‘—'—1/ ~3 In 1—; ’
T T 1 1
Exempel 8.7
> 2z-—-1
Berikna / 2x7dx.
1 2Pz +1)

Loésning



PBU pa integranden. Anséittningen dr

22z — 1 _A E C

22(z+1) ;+x2+$+1'

Liknamnighet ger mojlighet att identifiera de tre koefficienterna, som &r

b
A=3, B=-1, C = -3.Viberiknar / och later sedan b — co.
1

b

b
- 1
/ 227l e (3a = 3(e+ 1) + ]
1 xr

1
= — 1/b]+-+3In2—-3In1-1 In2—-1
2@t D) 3In[l+ /H—b—&-?)n 31ln —3In

1

da b — oo.



