1 Foreldasning IX,
1.1 V.S.t=tan(z/2)

Denna V.S. anvinds for att berdkna integral med rationell integrand i variab-
lerna sin z och cos z, ex.vis
w/3 dz
/0 cosx’

I boken finns V.S. ¢t = tan(x/2). Vi borjar dock med

x = z(t) = 2arctant. (1)
Denna V.S. implicerar
(a) t = tan(z/2)
2t
(b) m = sinz
1—¢
(c) 1@ = oos®
2dt
@ e = &

Vi hérleder (c) och (d).

1—t2  1—tan%(z/2)  cos®(z/2) — sin®(z/2)
(c) 14+t 1+tan?(2/2)  cos?(x/2) + sin’(z/2)

= cos?(x/2)—sin?(z/2) = cos z.

dx 1
(d) dat - ST 1

Exempel 9.1

Berékna ‘
/W/3 dr
o cosxT
Loésning
dx L+t 2 2 1 1
= —— ——dt= | ——dt={PBU} = — — —— | dt =
/cosx /1—t2 1+ 2 /1—t2 { } /<t+1 t—l)
t+1
= 1 _—
n‘t_1‘+C:>
™3 dx tan(z/2) + 1 /3 1/v34+1 V3+1l V341
= |In|————— =ln|——=——| = . =
0 cosT tan(z/2) —1|], 1/vV3 -1 V3—-1 V3+1

1n<; (1+\/§)2> —n (2+V3).

En speciell primitiv funktion, som behovs for att integrera vissa rotfunk-

tioner:
1

V2t a

Dn(z+ Va2 +a) =



Exempel 9.2
Bestédm en p.f. till h(z) = Va2 + 1.

Losning
Vi forsoker med P.I.

/h(az)dw - /1~\/x27+1dx::c-mf/x~\/%jd:ﬂ:

2,9
= x-Va2+ _/x t1 ld zx-\/x2+1—/\/x2+lda:+/

dx
R P &
Vaz+1 vz +1

— 2/h(:z:)dx:x~\/z2—|—l+ln(x+ 22+ 1)+C

— /h(x)dx:/\/mQ—Fldx: (x-\/a:2—|—1+ln(x—|— x2+1)>+C’.

1

2
1

Svar: En p.f. dr = 3 (x Va2 +1+1In(z + Va2 + 1))

Kommentar

Vi ser hér ett exempel pa dér den ursprungliga integralen dyker upp i HL.
Nu kommer ett liknande exempel, som dock inte lyckas.

Exempel 9.3
Berédkna integralen. . .

. 1 1 sinx

tanxdx = [ sinzx - dr = —cosx- + [ cosx- dr = -1+ [ tanx dzx.
\?-’) COS T COS T cos? x
=f(=z

Vi kan forkorta | tanx dz i bada led och far 0 = —1. Dels klarar vi inte

berékna integralen och dels far vi 0 = —1. Det sista beror pa att bada led
ar lika sanér som pa en additiv konstant.

1.2 Mer om generaliserad integral
Kriterier for konvergens

Vi har sett i exempel 8.5, att

oo
1
/ e dr = 1 ar konvergent. Vi siitter f(r) := z2e~2%. For det forsta
0

2 1
dr en p.f. av formen F(z) = (Coz? +Ciz+Cp)e " ( —e 2= <$2 + g 4 4)),

d.v.s. ett polynom av grad 2 ganger e~ 2%.

Att integralen har ett virde —C' innebér ju att integralen ar konvergent,
(annars divergent).

o0
Hur vet vi om en integral / p(z)e " dz ir konvergent, dir p(z) star for

0
ett polynom? Svaret r att en p.f. till p(z)e=*® &r en funktion g(z)e™**,



dar grad p(x) = gradg(x). Observera att ¢(z) &r en summa av termer
a;jz’?, alltsa potensfunktioner. Vi vet att

. aa? .
lim —— — 0, da z — oco.
r—o0 eRT

Det ger att termen

b
q(b)e™F = % — 0 om b — oo.
e

Det innebér att k& > 0 ett ekvivalent villkor fér att integralen &r konver-
gent.

(o)
/ p(x)e *dx konvergent <=k > 0.
0

Konvergens av integrand som &r en potensfunktion

* 2

-1
72dx = 3In2 — 1. Den har ett
T

I exempel 8.7 har vi integralen 3
x° +

1
entydigt dndligt virde och &r alltsa konvergent. Hur kan man se det innan

man berdknar integralen? Vi forstar att det beror pa grad av téljare och
namnare. Mer exakt #r grad (z° + z) — grad (22 — 1) = 2.

o0
1
Vi beraknar darfor / — dz for olika reella a. Forst antar vi att o« = 1.
O (I/'
Da ar

b
1
/ —dx =Inb — oo da b — oo alltsa divergent.
1 T

Antag nu att o # 1. Da ér en p.f.

-« b 1—a b
1 1
x sa att / —dx = {x } = (bl_o‘—l)
1l—«a 1 @ 1
1

11—« l1—«a

som konvergerar mot S ommo > 1.
o

o0

1

Vi ser att / — dx &r konvergent omm « > 1
1 T

P.s.s. kan man visa att

1
1

/ — dz &r konvergent omm o < 1
o T




I exempel 8.6 och 8.7 &r det differensen mellan téljarens och ndmnarens
grad, som &r o = 2 > 1, vilken gor att integralerna &r konvergenta.

Exempel 9.4
Ar integralerna nedan konvergenta?

(a) /OO _dz
o Vad+1
e dx
(b) / —
1 -V +1
1
dz
© [ %
0 VT
Losning
(a) / T dr ar konvergent eftersom ndmnaren ”gradtal”&r 3-1/2
- v . =
0 Vadi+1 8 8
3/2 > 1. Ett rigorost bevis foljer ldngre fram.

(b) Fér integralen beror konvergens/divergens pa «. Man kan visa att
for a > 0 &r det konvergens, annars divergens.

(¢) @« =1/2 < 1, ddrmed konvergent.

1 1 1
/ d—x = / 1 2dy = [23@1/2} — 2
c \/:E c ¢

déC—>0+.

I (a) finns ingen elementér primitiv funktion. (b) kan losas med V.S.

1.3 Twva kriterier for konvergens

For att avgora om en generaliserad integral dr konvergent (eller divergent) tar
vi upp tva satser.

1. Sats. Jamforelsekriteriet

Antag att f(z) > g(x) > 0 pa Dy = D, = [a,00). Da géller implikationen

/ f(z)dzx konvergent —> / g(x)dx konvergent. 4)

2. Sats. Ett n6dviandigt villkor for konvergens.

Antag att
|t

ar konvergent och att f(x) > 0 samt avtagande. Da giller att f(xz) — 0,
da x — oo.




1. Bevisskiss av jamforelsekriteriet: For varje b > a géller

b b
/ F@)de = F(b) > / g(2)dz = G(b).
Bade véanster och hoger integral &r vixande i b eftersom funktionerna > 0.

tal B < A.

b
2. Bevis av det nodvéndiga villkoret: Sétt F'(b) := / f(z)dzx. D a géller att

F(b) — A, dir A = /OO f(z)dx

Fb)—Fb-1)= ’ f(x)dx > f(b) >00och VL — A—-—A=0

Vinster integral vixer mot ett reellt tal A. Saledes vixer den HL mot ett

b—1
da b — oo.
Exempel 9.5
Exempel 9.4 (a): Vi visar att integralen dr konvergent och da réicker det att
1 1
integrera over [1,00). Integranden 0 < g(x) := N < 5z f(z) och

<1

och dérmed konvergent enligt jimforelsekriteriet (4).
Kommentar

Man kan visa att det exakta vérdet ar

LA L

Exempel 9.6

* 1
—dx
1 VT

ar divergent eftersom /z = z'/2 och o :=1/2 /1.



