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Abstract

Den har uppsatsen behandlar algebra, dess historia, elevers svarigheter vid larande
av amnet och olika synsidtt pa att undervisa algebra utifrdin matematiklarare,
matematikdidaktiker och matematik historiker. Med detta arbete forsoker vi besvara
fragor som ror hur algebran har utvecklats genom historien, vad det finns for olika
tillvagagangssatt vid algebraundervisning och vilka svarigheter elever har da de
arbetar med algebra. De befintliga undervisningsmetoderna for algebra har annu inte
utvarderats tillrackligt vil for att finna en enskild metod som passar alla elever.
Daremot har de flesta studier vi tagit del av pekat pa att de mest karakteristiska
svarigheterna ar begreppsforstaelse och bristande kunskaper i aritmetik. Vi valde att
narmare undersoka undervisningsmetoden dar vardagsnidra problemlosningsupp-
gifter ar centralt inom algebra och fann potential for vidare forskning.



Forord

Vi vill tacka Johanna Pejlare fér hennes handledning och rekommendationer om vésentlig
litteratur under vart examensarbete. Vi vill dven rikta ett tack till Thomas Lingefjard som varit
till hjalp med den matematiska gestaltningen. Slutligen vill vi ocksa tacka de tre gymnasie-
elever som delade sina tankar om algebra vilket gav vart arbete ett bredare perspektiv.
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1 Bakgrund

Under vara VFU-perioder har vi bada arbetat till storsta delen med algebra-
undervisning. Vi har haft féormanen att undervisa samma elever fran arskurs 7 till
arskurs 9 och har darfor haft mojlighet att folja deras utveckling i algebra och deras
resa med matematiken. Vi har da upptéckt att det finns manga elever som upplever
svarigheter med algebran i savil problemlosning som i ekvationslosning. De svarig-
heter vi framforallt har sett ar balansriakning, prioriteringsregler och begrepps-
forstaelse. Vara iakttagelser bekraftas av TIMSS-rapporten fran 2015 som visade
overlag ett forbattrat resultat i matematiken. Detta gillde dock inte omradena
geometri och algebra dar resultatet visade att de svenska eleverna fortfarande har
svarigheter med dessa omraden (Skolverket, 2016).

En specifik upptiackt som vi bada lade marke till var att ménga av eleverna fann det
irrelevant att anvinda algebra vid vardagsnira problemlosningsuppgifter. Eleverna
klarade oftast att 10sa uppgifterna utan algebra och vi upplevde di att det var svart att
motivera varfor algebra skulle anvindas vid dessa problemlosningsuppgifter. Vi
borjade da fundera 6ver hur man mest lampligt introducerar algebra i skolan. I syftet
i kursplanen for matematik pa grundskolan kan man lisa att

Eleverna ska dven ges forutsattningar att utveckla kunskaper for att

kunna tolka vardagliga och matematiska situationer samt beskriva

och formulera dessa med hjalp av matematikens uttrycksformer.
(Skolverket, 2011a)

Var nyfikenhet kring detta gjorde det naturligt for oss att vilja algebra som omrade
for vart forsta examensarbete. I var litteraturstudie kommer vi darfér att undersoka
hur man kan undervisa algebra och vilka svarigheter elever stoter pa i sin resa med
algebra.

1.1 Syfte och fragestallningar

Syftet med vart examensarbete ar att fordjupa vara kunskaper inom algebra och att
finna de kritiska aspekterna for algebraundervisning. Utifran detta syfte har nedan-
stdende fragestillningar formulerats.

o Hur utvecklades algebran genom matematikens historia?

o Vilka ar de karakteristiska svarigheterna for elever vid arbete med algebra?

e Vad ar skillnaden mellan aritmetisk och algebraisk problemlosning av
vardagsnara situationer?


http://www.skolverket.se/laroplaner-amnen-och-kurser/grundskoleutbildning/grundskola/matematik#tolka_vardagliga_och_matematiska_situationer_samt_beskriva_och_formulera_dessa_med_hjälp_av_matematikens_uttrycksformer
http://www.skolverket.se/laroplaner-amnen-och-kurser/grundskoleutbildning/grundskola/matematik#tolka_vardagliga_och_matematiska_situationer_samt_beskriva_och_formulera_dessa_med_hjälp_av_matematikens_uttrycksformer

2 Metod och material

Vart examensarbete ar en litteraturstudie vilket innebar att vi endast har refererat till
tidigare publikationer och inte genomfort egna undersokningar. For att finna dessa
tidigare utgivna publikationer har vi anvant oss utav framforallt Goteborgs Univers-
itetsbibliotek men aven Goteborgs stadsbibliotek och Matematikbiblioteket vid
Matematiska vetenskaper. Sokord som vi anvande for att hitta relevant litteratur var
bland annat algebra, history of algebra, algebrans historia, teaching algebra,
algebra vardagssituation, algebra real-world problem.

Den historiska delen av vart arbete har vi framforallt grundat pa Jan Thompsons bok
Matematiken 1 historien. Flera artiklar som vi hittade hade refererat till Thompson,
vilket gjorde att vi ansdg den som tillforlitlig. Vi har dven utgatt ifran matematikern
Morris Klines bok Mathematical thought from ancient to modern times och mate-
matikhistoriken Victor Katzs bok A history of mathematics: An introduction.

Den didaktiska delen av vart arbete har vi dels baserat pa Jeppe Skott, Kristine Jess,
Hans Christian Hansen och Sverker Lundins bok Matematik for ldarare: Delta,
Didaktik dels ett antal vetenskapliga artiklar och avhandlingar. Artiklarna som
anvandes till den didaktiska delen hittade vi dels fran vara sokningar som vi namnde
ovan, dels genom att titta pa artiklar, bocker och avhandlingar som refererats till i de
artiklar vi redan hittat.

Utover litteraturen som vi anvant oss av har vi dven stillt fragan Vad dar algebra till
tre olika gymnasieelever. Dessa tre elever gar olika program och laser da var sitt spar
i matematik, a, b och c. Anledningen till var miniintervju var att pa ett smidigt satt
vinkla in diskussionsdelen av var litteraturstudie till dagens elevers syn pa algebra. Vi
ar forstds val medvetna om att tre elevers uppfattning om vad algebra ar inte kan
svara for elevers generella uppfattning om algebra.



3 Vad ar algebra?

I detta kapitel redogors kortfattat hur algebran har utvecklats genom historien och
vilka matematiker som har vart betydelsefulla for algebran. Kapitlet innehaller en
fordjupning i symbolens utveckling samt om hur historien om tredjegradsekva-
tionens losning utspelade sig. Vidare kommer dven den matematiska 16sningen av en
tredjegradsekvation att presenteras. Slutligen behandlas hur algebran ser ut idag.

3.1 Vad ar algebra enligt elever?

Innan vi fordjupade oss i algebrans historia och vad algebra ar bad vi tre elever pa
gymnasiet att besvara vad algebra ar. Nedan ses deras svar.

Algebra ar matte med bokstaver. Det ar ett sitt att losa problem-
losningar nar man ska fa reda pa till exempel alder, dar x eller y visar
en okiand siffra. Man kan anvinda sig av flera variabler. Tror ocksa
att det ar en forenkling pa saker.

Elev ak 1 Ekonomilinjen

Algebra ar en matematisk term. Algebra och ekvationer ar det enda
jag vet, s misstanker att det kan ha att gora med att man ska rakna
ut ndgot utan att veta alla varden.

Elev ak 3 Bygglinjen

Algebra ar viktigt for all hogre matematik och en bred gren inom
matematiken. Det dr metoden som anviands for att ta reda pa
obekanta variabler i ekvationer. Manga barn och ungdomar ogillar
algebran men det gar inte att blunda for hur mycket nytta man kan
ha av den, dven i det vardagliga livet. Personligen anvinder jag mig
till viss grad av algebra i situationer man annars kanske inte tanker
pa att anvianda det, som i andra skoldmnen dn matematik, packning
och matlagning. Vi har tur att den ar sapass utvecklad som den ar
idag, annars hade manga saker vi nu tar for givet varit svarare att
handskas med.

Elev &k 2 Naturvetenskapslinjen



3.2 Algebrans Historia

Begreppet algebra harstammar fran ordet al-Jabr. Den persiske matematikern och
astronomen Muhammad ibn Musa al-Khwarizmi (780-850) var den forste som
anvande sig av ordet al-Jabr i sina utgivna arbeten, men han ger ingen tydlig
forklaring pa begreppet. Dock berittar traditionen att betydelsen av al-Jabr ar
aterstidllande. Al-Jabr ar indelad i tre delar; ekvationslosning, mitningar inom
geometri och invecklade kalkyler (Thompson, Martinsson, Martinsson & Thompson,

1994).

Nedan foljer en historisk tillbakablick 6ver algebrans utveckling med en fordjupning i
forsoken att 16sa tredjegradsekvationer och den matematiska 16sningsmetoden.

3.2.1 FOre renassansen

Under de tidiga civilisationerna fanns stora behov av att losa enkla vardagliga
situationer med hjalp av matematik, inte minst for den babyloniske képmannen
nagon gang under 2000-1000-talet f.Kr. D4 han skulle berdkna hur mycket mer han
kunde ta betalt for en sick korn jamfort med inkopspriset for att kunna ga med en
viss summa i vinst, var han tvungen att anvianda sig av en andragradsekvation dock
berdknades denna muntligt och utan vetskapen om att det var en andragrads-
ekvation (Thompson, 1996).

Redan vid denna tid fanns det fardiga regler i form av recept om hur man skulle 16sa
andragradsekvationer. Recepten var anpassade for positiva rationella tal, dar baby-
lonierna anvande sig av tabeller for att finna vardet av kvadratrotterna. Vardena i
tabellerna fick man troligen fram via geometriska metoder. Babylonierna kande till
Pythagoras sats, a&ven om den da inte var bevisad, och med hjilp av satsen och
geometri kunde man fa fram ett nirmevarde for icke rationella rotter (Thompson,

1996).

Enligt matematikdidaktikern Constanta Olteanu (2001) hade bade babylonierna och
araberna en langt framskriden algebra. Algebran handlade da om ekvationer
uttryckta i fullstindiga ord till skillnad frdn dagens ekvationer med variabler och
likhetstecken. Olteanu menar att de forsta som lar ha anvint sig av bokstaver for att
beteckna tal var antikens greker (700-300 f.Kr.). I Europa infordes variablerna
omkring ar 1600 trots att algebran introducerades redan pa 1200 talet.

3.2.2 Renassansen (1400-1600)

Under renassansen utvecklades algebran drastiskt, av framst fyra personer; Francois
Viete, Réne Descartes, Simon Stevin och John Wallis. De kallades barn av reniassan-
sen pa grund av sin onskan att modernisera och ge nytt liv till en universell mate-
matisk vetenskap (Thompson, 1996).

Tack vare renassansen som medforde att tidigare kdnda vetenskapsmans arbeten
oversattes och blev tillgangliga for betraktaren kunde betraktaren ifragasitta och
utveckla den symboliska algebran. De forfattare som blev betydelsefulla for detta var
bland annat de grekiska forfattarna Euklides, Diophantus och Pappus men dven
forfattare som al-Khwarizmi och Leonardo fran Pisa med grunder i den orientaliska
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algebran. Den grekiska och den orientaliska algebran sammanfordes nu av de fyra
barnen av renissansen och darigenom foddes alltsd den moderna algebran och det
symboliska talbegreppet (Thompson, 1996).

Denna tid har senare kallats den naturvetenskapliga revolutionen. Ett paradigm-
skifte skedde tack vare frimst barnen av renidssansen. Efter paradigmskiftet befann
sig algebran i en guldalder.

3.2.3 Barnen av renassansen

Francois Viete (1540-1603) var den forste att ge ut ett arbete i symbolisk algebra dar
han generaliserade det grekiska aritmos (talet). Symbolisk algebra innebar att alge-
bran inte uttrycktes med fullstindiga meningar utan som symboliska forkortningar.
Viete var aven den forste att trotsa Euklides och grekernas filosofi om att det var
forbjudet att multiplicera och dividera olika storheter med varandra. Tack vare att
Viete anvande sig av bokstaver i sina losningar sdg han att man exempelvis kunde
dividera volym med area till att fa ut en langd. Det symboliska hanterandet av mate-
matik mojliggjorde att matematiska formler kunde framstillas (Thompson, 1996).

Réne Descartes (1596-1650) funderade mycket 6ver hur matematiken hade upptackts
och varfor den var som den var. Hans ambition var att hitta en universell matematik
vilket han lyckades med nar han upptackte att de karakteristiska for matematiken var
matning och ordning. Denna var inte begransad till ett specifikt omrade utan kunde
anvandas pa valfri tillampning. Descartes konstaterade att storheter i olika dimen-
sioner horde samman, exempelvis area och volym. Vilket gjorde att dven han, likt
Viete, sag att multiplikation och division var mgjligt for storheter av olika slag. Under
sitt arbete forskade Descartes om utstrackta kroppar ur aritmetiskt och geometriskt
perspektiv. Hans forskning lade grunden for den naturvetenskapliga revolutionen
(Thompson, 1996).

Simon Stevin (1548-1620) var inne pa samma linje som Viete och Descartes och
riktade kritik mot den grekiska synen pa enheten. Han menade att enheten ar ett tal
eftersom enheten ar en del av talet. Grekerna daremot menade att “tal dr mangfalder
av enheten och enheten dr ingen mangfald.” (Thompson, 1996, s. 223). Stevin sig
aven, likt Viete och Descartes, en symbolisk forstdelse for rationella tal. Denna
symboliska forstaelse blev betydelsefull da reella tal skulle definieras vid 1800-talets
slut (Thompson, 1996).

John Wallis (1616-1703) var den fjarde och sista vetenskapsmannen som presenteras
i detta avsnitt och som bidrog till paradigmskiftet aven kallat den naturveten-
skapliga revolutionen. Han, likt de andra tre vetenskapsmannen, kunde se tal som
objekt. Till sin natur ar storheterna och talen tecken, de ar symboler som inte bara
representerar sig sjilva utan dr aven matematiska objekt (Thompson, 1996).



3.3 Symbolernas utveckling

Fore rendassansen anvandes ord for att beskriva matematiska operationer vilket
gjorde algebran komplicerad. Diophantus var den forsta att infora forkortningar och
ett fatal symboler for att effektivisera algebran. Fore rendssansen anviande de olika
matematikerna sina egna forkortningar och det fanns inget universellt skrivsatt vid
matematiska operationer. Forst dd matematiken borjade expandera kidnde mate-
matikerna en press pa att borja anvinda sig utav gemensamma symboler. Detta
uppskattades inte av den tidens matematiker och de forstod inte fordelarna med ett
gemensamt skrivsitt. Det kom att dr6ja innan matematikerna accepterade den nya
symboliken (Kline, 1972).

En av de forsta forkortningarna som gjordes for att underliatta de matematiska
operationerna var att man skrev p istéllet for plus och m istéllet for minus. I borjan av
renassansen introducerades istillet symboler for plus och minus, + och —. Symbolen
for multiplikation introducerades som x. Produktsymbolen kritiserades eftersom den
litt kunde forvixlas med variabeln x. Ar 1557 introducerades tecknet for likhet, =, av
Robert Recorde som var den forsta att skriva en avhandling om algebra pa engelska.
Tidigare hade likhetstecknet haft manga olika utseenden, sa som ~ och . Varfor man
slutligen landade i = berodde pa att Recorde ansag att det finns inget som ar sa lika
som tva parallella linjer. Andra symboler som uppkom under renissansen var , <, >,

V', parenteser av alla tre slag. Kubikroten skrevs dock pi denna tiden som +c..
Manga av de symboler fran rendssansen ar de vi anvander idag. Nedan jamfors hur
Cardano, presenteras narmare i kapitel 3.4, skrev matematiskt med skrivsattet som
uppkom under renédssansen.

7 ++/14 skrevssom R.V. 7.p: R14. (Kline, 1972)

Eftersom det universella skrivsdttet inte hade etablerat sig dn bland de stora
matematikerna anviandes olika skrivsatt for en ekvation av grad tva eller storre. Det
som skilde var hur de skrev de okdndas potenser. Descartes var den forste store
matematikern som anammade x som obekant. Han borjade forst att anvidnda
potensform nar den obekanta skulle upphdjas till tre eller mer. x upphojt till tva skrev
han som xx. Det var forst &r 1801 som Gauss inforde x? som standard form for x
multiplicerat med x (Kline, 1972).

Den mest betydelsefulla andringen av algebrans karaktar introducerades med Vietes
symboler. Han studerade arbeten skrivha av bland annat Cardano, Tartaglia,
Bombelli, Stevin och Diophantus. Ur detta féddes idén om att systematiskt anvianda
bokstaver i matematiken. Att anvanda bokstaver istallet for specifika siffror var inget
nytt, badde Euklides och Aristoteles hade tidigare anvidnt sig av detta men inte
frekvent utan mer av en slump. Viete var den forste som anviande sig av bokstaverna
pé ett meningsfullt och systematiskt vis. Inte bara genom att representera en obekant
men dven som generella koefficienter. Han anvinde konsonanter for de kdnda stor-
heterna och vokaler for de okidnda storheterna. Han kom att kalla sin symboliska
algebra logistica speciosa, till skillnad fran logistica numerosa, det vill sdga aritm-
etiken. Nar Viéte studerade den generella andragradsekvationen insag han att han
studerade en hel klass av uttryck. I Vietes bok Isagoge drog han en linje mellan
logistica speciosa och logistica numerosa, alltsa mellan algebra och aritmetik (Kline,

1972).



Viete beskrev algebra som en metod for att gora matematiska operationer pa species,
tingets form. Han beskrev ocksa att aritmetiken hanterade siffror. Algebran blev en
studie for generella former och ekvationer eftersom den generella formeln tacker upp
for oandligt ménga specifika fall. Viete sokte efter att kunna etablera de algebraiska
reglerna som fanns dolda i geometrin frdn de gamla grekernas arbeten. Han sig flera
likheter med Diophantus arbete. Diophantus hade gjort manga utvecklingar av alge-
braiska uttryck genom att anvianda regler som han inte bevisade fullstindigt. Viete
ville ateruppliva dessa regler och fardigstillde den generella uttrycksformen for
kvadratiska uttryck. Han uttryckte regeln enligt foljande:

a cubus + b in a quadr.3 + ain b quad.3 + b cubo aequalia a + b cubo ,
som idag skrivs
a® 4+ 3a’b + 3ab? + b3 = (a + b)°.

Vietes efterfoljare anammade fort idén om att anvanda generella koefficienter. Detta
accepterande blev dock inget sensationellt inom symbolernas anvindning inom
matematiken eftersom det foll sig naturligt att anvinda bokstaver vid berdkningar.
Forbattringar av Vietes anvandning av bokstaver gjordes av Descartes. Dessa forbatt-
ringar var att kinda storheter representerades av bokstaver i borjan av alfabetet och
okanda storheter av bokstaver i slutet av alfabetet. Detta sitt att beteckna storheter
anvands an idag. Bade Viete och Descartes betecknade enbart positiva storheter med
bokstaver, det kom att droja fram till 1653 da John Hudde (1628-1704) introducerade
bokstaver som representationer dven for negativa storheter (Kline, 1972).

En annan viktig person for symbolernas historia var Gottfried Wilhelm Leibniz (1646
-1716). Han gjorde langvariga studier om olika skrivsitt och experimenterade med
symboler. Han frdgade sedan samtida matematiker om deras &sikter och valde
darefter ut det basta skrivsittet. Han uppskattade verkligen vad bra symboler
underlattade for tankandet (Kline, 1972). Ett av de tecken som Leibniz inforde for en
rakneoperation var - , som ersatte X , pricken ar idag standardsymbolen for
multiplikation (Miller, 2016, 4 april).

Tyvarr infordes manga slumpmassiga och ogenomtiankta symboler av matematiker
som da varken uppskattade eller forstod att dessa skulle bli en standard som anvands
an idag (Kline, 1972). Ett exempel ar symbolen for division som Leibniz betecknade
med : som snabbt darefter byttes ut till + av Johann Rahn (1622-1676) som idag ar en
standardsymbol for division (Miller, 2016, 4 april).



3.4 De spannande forsoken att I6sa tredjegradsekvationer

En viktig historia som skedde for algebrans utveckling precis i borjan av den veten-
skapliga revolutionen, och alltsd precis fore barnen av rendssansen var verksamma,
var hur l6sningen for tredjegradsekvationen uppkom. Denna skulle sedan utvecklas
ytterligare av Viete.

Enligt Katz (1998) och Kline (1972) var det manga som forsokte 16sa tredjegrads-
ekvationer men endast ett fatal lyckades. Den forste som publicerade den generella
formeln for att losa tredjegradsekvationer var italienaren Girolamo Cardano (1501-
1576). Han var dock inte den forste att komma pa 16sningen utan var bara snabbast
att publicera den. Algebran hade dannu inte fatt ett universellt sprak utan hans l6sning
publicerades med ord och vissa forkortningar som var signifikant for Cardano. Vi
kallar idag den losningsmetoden for Cardanos formel.

Den forsta som loste en tredjegradsekvation var matematikprofessorn Scipione del
Ferro (1465-1526). For att undvika att rivaler tog del och inspirerades av hans
losningar holl del Ferro sitt arbete hemligt. del Ferro delade endast sitt arbete med
tva personer, Antonio Maria Fior (forsta halvan av 1500-talet) och sviarsonen Anibale
della Nave (1500?-1558). Fior stillde senare upp i en tavling mot Niccoldo Fontana
Tartaglia (1499?-1557) som gick ut pa att 10sa tredjegradsekvationer och forlorade.
Tartaglias vinst i tavlingen gjorde lidkaren Cardano, som var intresserad av att 16sa
tredjegradsekvationer, fast besluten om att fa fatt pa lI6sningsmetoden och tvingade
Tartaglia att overlamna sina losningar till honom. Tartaglia gjorde detta mot att
Cardano lovade att halla dem hemliga och inte publicera dem (Katz, 1998) och (Kline,

1972).

Cardano och hans larjunge Lodovico Ferrari (1522-1565) besokte della Nave ar 1542,
16 ar efter del Ferros dod. Under besoket upptiackte Cardano och Ferrari att del
Ferros losningsmetod var densamma som Tartaglias. Cardano forstod da att del
Ferros kommit pa metoden fore Tartaglia. Cardano kunde darfor publicera 16snings-
metoden utan att bryta sitt 16fte till Tartaglia. I sin publikation refererar han till att
del Ferro kom pa metoden forst men att Cardano hade fatt nys om l6sningarna fran
Tartaglia (Katz, 1998) och (Kline, 1972).

Trots att Tartaglia nimns i publikationen blev han forargad pa Cardano och tyckte att
Cardano hade brutit sitt lofte. Tartaglia publicerade sjalv 1osningsmetoden men den
fick ingen baring da den inte var utvecklad jamfért med Cardanos version (Katz,
1998) och (Kline, 1972).



3.4.1 Den matematiska l6sningsmetoden

Ovan beskrivs bakgrunden till hur allménheten fick ta del av 16sningsmetoden och
historien kring vem som utvecklade modellen. Nedan redovisas 16sningen med ett
modernt matematiskt skrivsatt, alltsa inte Cardanos skrivsitt (Kline, 1972).

Vi vill 16sa
}4+mx=n (1)

dar m och n ar positiva tal. Cardano introducerar tva storheter t och u som uppfyller

t—u=n (2)
och
3
() = (3) - 3)
Han antar att lampliga ¢ och u finns,
x =Vt —Vu. 4)

Med hjilp av substitution av (2) och (3) och losningsmetoden for andragrads-
ekvationer far Cardano ekvationerna

e=6) +() +3 ®)

och

=@+ () -5 ©

Dar han enbart tar hansyn till de positiva kvadratrétterna.

Cardanos bevis for att (4) ar korrekt ar av geometrisk karaktiar. Cardano ser t och u
som volymer av kuber vars sidor ar i/t respektive 3/u. Produkten av sidorna &r en
rektangel vars area ar ? Ur ekvation (2) menar Cardano att skillnaden mellan de
béda volymerna i n. Cardano havdar aven att 16sningen x ar skillnaden i kanterna pa

de tvd kuberna. Det vill sidga x = ¥/t — Y/u. For att bevisa att detta varde p4 x stimmer
ansatter Cardano en geometrisk hjilpsats och bevisar denna. Genom att dela en linje
AC itva segment, se figur 1.



Figur 1

Segmentet BC skirs ut sa att kuben med siad AB blir lika med kuben med sida AC
minus kuben med sida BC minus 3 stycken ratblock vars sidor ar AC, AB och BC.
Hjalpsatsen kan skrivas matematiskt pa foljande vis:

(Ve - Vu)® =t —u = 3(V1 - Vu) VT V. )

Nu later Caradno x=3%t—3u, t—u=noch ¥tiu :?
och di siger hjalpsatsen att x* = n —mx. Om han viljer t
och u for att uppfylla villkoren (2) och (3), vardet for x givet
av (4) i termer av t och u kommer villkoren for kuben att
uppfyllas, for att visualisera Cardanos tankegang se figur 2.

Cardano ger sedan en verbal aritmetisk regel for metoden att

ta fram 3/t — Y dar t och u ges av (5) och (6) i termer av m
och n.

Figur 2

Cardano kunde losa alla typer av tredjegradsekvationer som bestod av x*, x och en
konstant diar dessa enbart var positiva tal. Dock 16stes alla ekvationer med likartad
metod som ovan men med skilda geometriska motiveringar for varje enskild
ekvation.

Cardano visar dven i sin bok hur man loser ekvationer som x*+ 6x% = 100 och
x® 4+ 6x* = 100 genom variabelbyte. Han tog fram bade positiva och negativa rotter
men kallade de negativa pahittade. Han ignorerade komplexa rotter och kallade
ekvationer som ledde fram till dessa rotter falska.
Det fanns en svérighet med Cardanos kubiska 16sning, vilken var att reella tal kan
uttryckas i termer av kubikrétter av komplexa tal, sddana uttryck fas fram i ekvation
(4). Viete lyckades losa dessa genom att undvika Cardanos formel och anvinde
istéllet trigonometri, en metod som anvands dn idag (Kline, 1972). Han utgick ifran
likheten

cos3A = 4cos®A — 3cosA. (8)
Genom att anvanda z = cosA blev likheten istillet

3_3,_1 —
z° — 2z 40053A_{). (9)

Antag tredjegradsekvationen

yP+py+q=0. (10)
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Genom att introducera y = nz dar n ar till vart forfogande, kan vi gora koeficienterna
fran (10) till samma som de fran (9). Genom att substituera y = nzi (10) fas

p q
Zg‘l‘n—zZ‘l‘n_B:C'- (11)

Nu kravs ett n som gor att n% = _Ti sa att
n= |—4 g. (12)

Givet det valda vardet pa n, viljs ett varde pa 4 sa att

q
— = ——cos34
n3 4 (13)
eller s att
4aq —
cos3A = —— = 2133 (14)
N 27

Man kan visa att om de tre rotterna ar reella ar p negativt sa att n ar reellt. Vidare kan
man visa att |cos3A4| < 1. Om sa onskas kan 34 fas ur tabellverk. Oavsett vardet pa A
sa uppfyller cosA (9) eftersom (9) ar en likhet. I detta fall valdes A sa att (11) stimmer
in pa (9). For detta viarde pa A uppfyller cosA (11). Vardet pa A bestams av (14) och
fixerar 3A4. Oavsett vilket valt A som uppfyller (14) giller dven att A + 120° och
A + 240° uppfyller (14). Eftersom z = cosA sa ar det tre virden som uppfyller (11):

cosA, cos(4+ 120°) och cos(A4 + 240°).

De tre vardena som uppfyller (10) dr n ganger vardena av z, dar n ar given av (12).
Viete fann endast en rot. Den forsta personen som hittade alla tre rotterna oavsett om
de var reella eller komplexa var Leonhard Euler. Han sa att om @ och @? ir de
komplexa rotterna till x* — 1 = 0, som aven &r rotterna till x? + x + 1 = 0, sd ar de tre
kubikrotterna for t och u 1 (5) och (6)

Vt, wit, 0?3yt och Yu, wiu, w?iu.

Nu méste ett viarde viljas sd att produkten av ¥t och Yu dr det reella talet ?

Eftersom w och w? ger produkten 1, w - w? = w* = 1; darav blir de mest limpliga
valen av x, uttryckt av (4) ar

x, =3t —Yu, x=wit-?iu, x3=e?’it-0iu.

De framgangsrika losningarna av tredjegradsekvationer f6ljdes snabbt upp av fram-
gangsrika 16sningar av fjardegradsekvationer (Kline, 1972).
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3.5 Algebra idag

Med tidens géng fortsatte algebran att utvecklas och blev under 1900-talet allt mer
abstrakt. Med all abstrakt algebraisk kunskap och de forfinade metoderna kunde man
nu aven finna l6sningar pa mer konkreta problem. Den algebraiska strukturer
betydde mycket for matematiken men kanske dn mer for den teoretiska fysiken. Tack
vare algebrans mdgjlighet att generalisera och diarmed framstélla formler, suddades
granserna mellan de olika matematiska grenarna ut. Under sent 1900-tal borjan av
2000-tal effektiviserades ocksa algebran genom att datorprogram som kunde l6sa
algebraiska ekvationer utvecklades. Detta underlattade avsevart da hypoteser skulle
testas da man forsokte tranga djupare in i algebraiska teorier (Roos, u.a.).

Algebran kan idag grovt delas upp i fyra olika grupper, elementdr algebra, abstrakt
algebra, universell algebra och datoralgebra. Nedan finns kortfattade forklaringar
over dessa grupper (Algebra, 2016, 15 augusti).

e Elementdr algebra (skolalgebra) innebar algebra dar symboler anviands for
att beteckna variabler och konstanter. Inom detta omrade behandlas de reella
talens egenskaper och dess regler som giller for matematiska uttryck och
ekvationer innehéllande symboler, i synnerhet polynom.

e Abstrakt algebra bestar av axiomatiskt studerande och definierande av alge-
braiska strukturer sd som ringar, kroppar och grupper. Inom den abstrakta
algebran ingar den linjara algebran dar det studeras om vektorrummens
specifika egenskaper.

e Universell algebra innefattar studier av de gemensamma egenskaperna for
alla algebraiska strukturer.

e Datoralgebra byggs kortfattat upp utav insamlade algoritmer for symbolisk
behandling av matematiska objekt.

12



4 Tva synsatt pa matematiklarande

Undervisningen ska anpassas till varje elevs forutsattningar och
behov. Den ska framja elevernas fortsatta lirande och kunskaps-
utveckling med utgangspunkt i elevernas bakgrund, tidigare erfaren-
heter, sprak och kunskaper.

Skolverket, 2011b

Citatet ovan ar hamtat fran laroplanen for grundskolan och finns under rubriken En
likvardig utbildning. Vi som blivande larare har under hela var utbildning blivit
matade med maélbilden om att grundskoleutbildningen skall vara likvardig. Som
citatet framhaver ska undervisningen anpassas till varje enskild elev och framja
dennes fortsatta lirande och kunskapsutveckling. Detta ska baseras pa elevens
bakgrund, tidigare erfarenheter, sprak och kunskaper.

Detta ar som sagt malbilden men kan vara svart i praktiken att genomfora eftersom
man vanligtvis ar en larare pa 30 elever. Tiden for varje elev blir betydligt mindre an
om det hade varit en ldrare till varje elev. Det kan i praktiken vara svart att
tillhandahélla en anpassad undervisning till varje enskild elev. For att varje elev anda
ska fa de basta forutsattningarna for sin kunskapsutveckling kravs det att man som
larare varierar sin undervisning.

Under vir egen skolging sig vi endast katederundervisning pd matematiklektion-
erna. Aven om katederundervisning dr dominerande ute pa skolor i matematik-
undervisningen idag ar det inte den enda som finns. Matematikerna Skott, Jess,
Hansen, Lundin, & Retzlaff (2010) lyfter fram framst tva perspektiv pA matematik-
larande Ldrande som tillignande och Ldarande som deltagande. Vi kommer nedan
att redogora for vad dessa innebar.

4.1 Larande som tillagnande

Ldrande som tilldgnande innebar att eleverna ska tillagna sig kunskaper och fardig-
heter. Den radikala konstruktivismen delar denna syn pa larande och har haft stor
betydelse i matematikdidaktiken under de senaste artiondena. Den radikala konst-
ruktivismen fokuserar bilden om att elever ska lira sig matematiken med forstaelse
(Skott, Jess, Hansen, Lundin, & Retzlaff, 2010).

Skott et al. (2010) listar fem kidnnetecken pa larande som tilldgnande for eleven som
vi sammanfattar nedan:
1. Relationen mellan det eleven redan kan och det eleven ska lira sig,
2. utvidga och tillampa matematisk kunskap,
3. reflekterar kring nya begrepp och metoder med sina matematiska
erfarenheter,
4. gestaltar matematiken med olika uttrycksformer sa som i tal, skrift och
matematiska symboler, och
5. forstd det matematiska innehéllet och gora det till sitt.
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Den radikala konstruktivismen vilar pa tva grundlaggande principer.

e Vetande tas inte emot passivt utan byggs upp aktivt av den enskilde
individen.

e Kunskap ar inte en friga om att uppticka en objektivt existerande
varld, utan om att organisera sin erfarenheter.

(Skott, Jess, Hansen, Lundin, & Retzlaff, 2010, s. 61)

Dessa principer bygger i hog grad pa biologen och utvecklingspsykologen Jean
Piagets arbete om barns kunskap och utveckling (Skott, Jess, Hansen, Lundin, &
Retzlaff, 2010).

4.1.1 Jean Piaget

Piaget hade tva centrala begrepp, assimilation och ackommodation. Dessa forklarade
Piaget med en metafor om en viss snackas utveckling i olika miljoer. Han upptackte
att snackan i dess naturliga lugna miljo fick en langstrackt form. Nar samma sorts
snicka fick utvecklas i en mer turbulent omgivning var den tvungen att anpassa sig
och fick istillet en mer kompakt form. I det forsta fallet assimilerar snackan, det vill
sdga att sndackan utvecklas i en miljo som Gverensstimmer med dess inneboende
genetiska forutsattningar. I det andra fallet ackommoderar snickan, det vill siga
sniackan utvecklas i en miljo som inte stimmer 6verens med dess genetiska forut-
sattningar och tvingas darfor till forandring av utvecklingsmonstret. Piaget drog
paralleller mellan denna biologiska adaption och den maénskliga kunskapsutveck-
lingen (Skott, Jess, Hansen, Lundin, & Retzlaff, 2010). Litteraturvetaren Anders Palm
(2008) har i sin artikel kortfattat beskrivit begreppen utifrain den manskliga kun-
skapsutvecklingen enligt foljande:

Begrepp som assimilation och ackommodation ar centrala inom
konstruktivismen och gar i korthet ut pa att varje nytt kunskapsstoff
som en elev skall ta till sig maste sittas i relation till den kunskap
eleven redan har. Passar kunskapen vil in i det begreppsmonster
eleven besitter kan det nya stoffet assimileras, men passar inte det
nya stoffet in i den befintliga kunskapsmassan maste eleven forsta
ackommodera sin bild av begreppet eller sin tidigare kunskap for att
fa pusselbitarna att passa ihop. Lararens roll ar att skapa situationer
dar elevens tidigare kunskap hamnar i konflikt med nya erfarenheter,
sa att mojlighet till assimilation och ackommodation ges — sa kallade
kognitiva konflikter.

(Palm, 2008, s. 39-40)
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4.1.2 Ernst von Glasersfeld

Ett annat centralt begrepp som Piaget anvinde var schema. von Glasersfeld kopplade
samman begreppen schema och assimilation. von Glasersfeld menar att situationer
som upplevs efter ett schema alltid har ett inslag av assimilation. Tolkningen von
Glasersfeld gjorde av Piagets schema var att det ar den struktur som sammanfattar
handelseforloppet i bekanta situationer dar individen foljde ett handlingsmonster.
Alltsa att I) individen kinde igen en situation II) visste hur hen skulle agera i
situationen och III) hade en férvintan om ett visst resultat fran tidigare erfarenheter
av liknande situationer (Skott, Jess, Hansen, Lundin, & Retzlaff, 2010).

Ett exempel ar nar en elev ser en uppgift som hen kan assimilera med tidigare erfar-
enheter och darmed har ett handlingsschema med ett vantat resultat. Om resultatet
di inte stimmer Overens med uppgiftens korrekta svar tvingas eleven att ompréva
sitt handlingsschema och revidera sin forforstaelse av de nya erfarenheterna. Med
andra ord kan omprovningen av schemat leda till ackommodation. Detta galler dock
inte i alla fall, &ven om resultatet blir fel betyder det inte alltid att eleven ackommod-
erar. Istillet kan eleven assimilera till tidigare erfarenheter och fa intryck av att hens
svar ar kompatibelt med det korrekta svaret (Skott, Jess, Hansen, Lundin, & Retzlaff,
2010).

Den radikala konstruktivismen bygger till stor del pa att vi konstruerar var egen varld
pa vara egna erfarenheter. Man kan da tro att den radikala konstruktivismen vill ha
ett klassrum eller undervisning utan interaktion, men sa ar inte fallet. Spraket och
kommunikationen spelar en viktig roll i undervisningen for att fa sin forstaelse av
olika begrepp och metoder bekraftad eller motbevisad. Diskussion och reflektion ar
avgorande for att ackommodera och vidga sin forstaelse (Skott, Jess, Hansen,
Lundin, & Retzlaff, 2010).

Sammanfattningsvis kan den radikala konstruktivismen ses i kontrast mot larande
som tillignande. Skott et al. (2010) har konstaterat att larande endast kan ske hos
den enskilde individen. Kunskap kan inte overforas fran en individ till en annan.
Anledningen till att den radikala konstruktivismen &nda beskriver larande som
tillagnande bast ar for att individen som konstruerar sin kunskap kan uppleva det
som att hen far kunskapen tillignad av en annan individ.

4.2 Larande som deltagande

Ldrande som deltagande bygger pa interaktion med andra, till skillnad fran larande
som tillignande. Interaktionen ar en del i de bada lairmodellerna men for ldrande
som deltagande ar interaktionen grunden for att kunna ta till sig kunskap. Pa 1980-
talet borjade man mer och mer ifragasiatta och se konstruktivismens brister, man
kallar det for The social turn. Man sag allt fler fordelar med det sociala i matematik-
larandet, detta ersatte det tidigare fokus som legat pa konstruktivismens syn pa
matematiklarande. Vygotskij och den kulturhistoriska skolan var framforallt inspi-
rationen till den sociala vandningen i matematikdidaktiken (Skott, Jess, Hansen,
Lundin, & Retzlaff, 2010).
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4.2.1 Vygotskij

Vygotskij intresserade sig for mansklighetens sociala och kulturella utveckling. Han
sag att det som skilde manniskan frdn andra varelser var de hogre mentala funktion-
erna. Dessa funktioner omfattar bland annat varseblivning, tinkande uppmarksam-
het och minne. Han sag att funktionerna hade stor koppling till det sociala, inte minst
spraket, och formade manniskans uppfattning om omvérlden. Vygotskijs hjartefraga
blev darfor hur individuellt medvetande och handlingar blir till i sociala moten
(Skott, Jess, Hansen, Lundin, & Retzlaff, 2010).

Vygotskij lyfte fram att en kombination mellan praktik och sprak vid inlarningen gav
battre resultat an om inlarningen skulle ske var for sig. Ett citat av Vygotskij som
Skott et al. (2010) lyfter fram ar foljande.

The most significant moment on the course of intellectual develop-
ment, which gives birth to the purely human forms of practical and
abstract intelligence, occurs when speech and practical activity, two
previously completely independent lines of development, converge.

(Skott, Jess, Hansen, Lundin, & Retzlaff, 2010, s.90)

4.2.2 Begreppsbildning enligt Vygotskij

Vygotskij ansag att begreppsbildning var viktigt och dar spelade spréket en central
roll. Talet var viktigt pa sa vis att Vygotskij menade att det inte var ett uttryck for en
redan utvecklad tanke utan istillet ett satt att strukturera tankandet pa. Vygotskij
skiljer vardagliga begrepp fran vetenskapliga. Forstéelsen for de vardagliga be-
greppen utvecklas i sin anvdndning i konkreta sammanhang och far darefter en
formell definition och betydelse. De vetenskapliga begreppen lar man sig i omvand
ordning, alltsa forst lars definitionen och den formella betydelsen darefter utvecklas
betydelsen genom anviandning och i relation till vardagliga begrepp (Skott, Jess,
Hansen, Lundin, & Retzlaff, 2010).

Skott et al. (2010) lyfter fram Vygotskijs idé om begreppsbildning i relation till
rakning med algebra. For att elever ska kunna ta till sig de vetenskapliga begreppen
inom algebra ar det av varde att elevernas forstaelse av tal och riakning ar val ut-
vecklad. Detta pa grund av att den abstrakta matematiken, vilket algebra &r, ska vara
meningsfull for eleverna.

Relationen mellan de vardagliga och vetenskapliga begreppen ar alltsa valdigt viktig.
For att en elev ska kunna ta till sig de vetenskapliga begreppens innehall kravs att hen
ar pa en viss utvecklingsniva nar de giller de vardagliga begreppen. Om eleven inte
har tillracklig forstaelse for olika former av talbehandling finns det ingen mening i att
undervisa elever i algebra. Vygotskij poangterar att de vetenskapliga begreppen inte
kan laras in som glosor i sprakundervisning. For att eleven ska fa en forstielse for de
vetenskapliga begreppen maste lararen anvanda begreppen i kinda sammanhang och
vid diskussioner som fors i klassrummet (Skott, Jess, Hansen, Lundin, & Retzlaff,
2010).
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Matematikdidaktikern Anna Sfard sdg aven hon betydelsen av kommunikation for
forstaelsen. For att elever ska kunna ta till sig olika sitt att anvianda ord och symboler
pa kravs att lararen frekvent anvinder dem. De matematiska begreppen ar vildigt
abstrakta eftersom de inte motsvarar fysiska objekt. For att ett abstrakt begrepp ska
kunna kdnnas som nagot konkret behovs/kravs det att forstdelsen utvecklas i takt
med att man anviander det sprékliga och symboliska representationerna av begreppet
(Skott, Jess, Hansen, Lundin, & Retzlaff, 2010).

4.2.3 Den proximala utvecklingszonen

Ett utav de mest kinda begreppen fran Vygotskijs teori ar den proximala utveck-
lingszonen. Detta betyder att larandet skapar ett utvecklingsrum. Utvecklingsrummet
uppstar genom att en elev tillsammans med exempelvis en larare arbetar med aktiv-
iteter som for eleven narmare sitt mal. Genom att samarbeta med lararen utvecklar
eleven sin forstdelse och kommer efter ett tag att klara av den gemensamma
aktiviteten pa egen hand. For att en elev ska kunna ta sig vidare till nasta utvecklings-
rum kravs varierad undervisning och social interaktion. For att eleven ska fa basta
mojliga forstaelse for matematiken ska eleven ges mojlighet att pa lektionerna fa
relatera den vardagliga matematiken med den mer abstrakta matematiken (Skott,
Jess, Hansen, Lundin, & Retzlaff, 2010).

4.2.4 Situerat larande

Didaktikerna Jean Lave och Etienne Wenger menar att kunskap ar starkt forknippat
till deltagande i verkliga ssmmanhang dar kunskapen anvands. Exempelvis procent-
rakning lars bast genom att handla pa butiksrea istillet for i klassrummet. Vidare
menar Lave och Wenger inte att man nodvandigtvis maste undervisa matematiken i
dess konkreta ssmmanhang utan anvinda sammanhangen for att analysera uppgifter
i skolan (Skott, Jess, Hansen, Lundin, & Retzlaff, 2010).
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5 Rakna med algebra

I detta kapitel behandlas de vanligaste svarigheterna som elever har med algebra.
Kapitlet tar dven upp hur algebra kan undervisas med hjilp av problemlosnings-
uppgifter som ar baserade pa vardagsnira situationer. Vidare behandlar kapitlet
skillnaden mellan aritmetisk och algebraisk probleml6sning.

5.1 Elevers svarigheter med algebra

I Per-Eskil Perssons doktorsavhandling (2010) belyser han olika svarigheter som
hans forskning visar att elever har vid algebra inlarning. Dessa ar framforallt algebra-
iska begrepp och bristande kunskaper i aritmetiken. Aven didaktikerna Cecilia
Kilhamn (2013), Margrethe Naalsund (2012), Olteanu (2000; 2001) och litteratur-
vetaren Palm (2008) belyser dessa svarigheter i sina texter.

For att eleverna skulle ta till sig de algebraiska begreppen testade Olteanu (2000) att
ldta eleverna skriva en algebraisk begreppslista. Dessa var Olteanu noga med att
anvanda under lektionstillfallena for att befasta begreppen hos eleverna. Olteanus
studie visade sig vara positiv da eleverna larde sig begreppen bittre dn vad de gjort
tidigare. De andra forfattarna, som namns i ovanstiende stycke, skrev inget konkret
om hur begrepp kan befistas hos eleverna, men de belyser alla vikten av att som
larare vara konsekvent och tydlig i anvindandet av algebraiska begrepp.

Palm (2008) ger forslag i sin artikel om hur man kan lata elever undersoka likheter
och skillnader i redan fardiga 16sningsforslag pa uppgifter med algebraiska uttryck.
Dessa losningsforslag kunde vara bade korrekta och felaktiga. Han menar att det ar
lattare att diskutera andras fel an sina egna. Ambitionen med dessa uppgifter ar att
14ta elever reflektera och férdjupa sin forstielse for aritmetiken. Aven Olteanu (2000)
framhaver betydelsen av att tdnka pa hur man tdnker nir man l6ser algebraiska
problem. Olteanu menar att algebrauppgifter ofta 16ses mekaniskt utan néagon
reflektion. Hon belyser darfor vikten av att fa diskutera och resonera med klass-
kamrater om sina losningar.

Eftersom begreppen visar sig vara en svarighet trycker manga matematikdidaktiker
pa att spraket ar viktigt. Det ar viktigt att eleverna far uttrycka algebran muntligt och
skriftligt. Kalman (2008) skriver om betydelsen av att lita mellanstadieeleverna
gemensamt med liararen Oversitta algebraiska uttryck till verbala problem for att
sedan kunna l6sa problemen muntligt. Kalman menar att detta gor eleverna
medvetna om den algebraiska 16sningsmetoden vilket de kommer ha nytta utav da
algebra presenteras pa hogstadiet och senare. Dessa tankar stimmer val 6verens med
Olteanus (2001) syn pa algebraiskt larande. Olteanu menar att eleverna forst maste
Oova pa att formulera sina tankar i ord for att sedan kunna skriva ner dem som
symboler i ett algebraiskt uttryck.

Naalsund (2012) skriver i sin avhandling vad som behovs for att elever ska kunna
utveckla en algebraisk kunskap, namligen begreppsforstaelse, procedurkunskap,
representationskompetens och strategikompetens. Hon menar att algebrans symbol-
sprak ligger som grund for att kunna uttrycka manga andra matematiska samband.
Algebran blir en hornsten for det fortsatta larandet inom matematik.
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Persson (2010) framhaver vikten av elevernas motivation nir det kommer till
algebrainlarning. Hans forskning visar att inlarning av algebra med hjalp att digitala
verktyg sd som minirdknare gjorde eleverna mer motiverade. Detta pa grund av att
eleverna slapp fokusera pa den aritmetiska utrakningen och kunde enbart fokusera
pa att forsta algebran. I laroplanen for grundskolan star det:

Undervisningen i amnet matematik ska syfta till att eleverna ut-
vecklar kunskaper om matematik och matematikens anvandning i
vardagen och inom olika &mnesomraden.

Skolverket, 2011a

Eleverna ska dven ges forutsattningar att utveckla kunskaper for att
kunna tolka vardagliga och matematiska situationer samt beskriva
och formulera dessa med hjalp av matematikens uttrycksformer.

Skolverket, 2011a

Eleverna ska genom undervisningen ocksa ges mojlighet att utveckla
en fortrogenhet med matematikens uttrycksformer och hur dessa kan
anvandas for att kommunicera om matematik i vardagliga och mate-
matiska sammanhang.

Skolverket, 2011a

Att koppla till vardagssituationer kan tinkas gora eleverna motiverade, detta ar dock
motsatsen till Olteanus (2001) observationer. Olteanus studie visade att eleverna inte
sag kopplingen mellan algebra och vardagssituationer vilket gjorde dem omotiverade
till att 16sa algebraiska problemlosningsuppgifter.

5.2 Algebra i skolan

Vad som har betraktats tillhora omradet algebra i skolan har under de senaste
artiondena forandrats. Under 1990-talet behandlade skolalgebra framst procedurer
for att genomfora och losa algebrauppgifter. Men under den tiden skrevs rapporter
dar det ansags att algebra var mer dn procedurer. Det fanns en 6nskan om att algebra
skulle innehalla generalisering, modellering, problemlosning och funktionspers-
pektiv. Detta anammades av Skolverket och infordes i laroplanen (Kilhamn, 2013).

Idag anses skolalgebra vara en gren inom matematiken som behandlar symbolisering
av generella numeriska relationer och matematiska strukturer. Det ar bade ett sitt att
se och resonera kring problem men aven ett satt att formulera problemen (Kilhamn,
2013).
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5.2.1 Algebra i vardagssituationer

Kilhamn (2013) har undersokt och analyserat hur tva larare, B och C, introducerar
algebra for sina elever i arskurs 6. Bada lararna anviander sig av samma laroplan och
samma larobok. Kilhamn ser i sin studie att lararna har tva olika satt att narma sig
algebra pa. Larare B narmar sig algebran som om det vore ett fraimmande sprak av
symboler som eleverna behover lira sig genom aktiviteter. Larare C 4 andra sidan
narmar sig algebran som om det vore ett problemlosningsverktyg som ar anvandbart
vid modellering, generalisering och for att skriva uttryck. Kilhamn menar pa att
larare B pratar om algebra och larare C anvander algebra i undervisningsmomentet. I
Kilhamns studie belyser hon vikten av att elever har med sig begreppsforstaelse och
aritmetiska kunskaper for att kunna tillagna sig algebra.

Algebra som problemldsningsverktyg, larare C

Att undervisa om algebra som problemlosningsverktyg innebar att elever, som
tidigare inte introducerats for algebra, ges ett algebraproblem. Detta problem loser
darefter eleverna tillsammans genom resonemang. Liraren finns som stod nar
eleverna arbetar med uppgiften. Malet ar att algebra ska komma in naturligt och
underlatta problemlosningen. For att uppna detta kravs dock lampliga uppgifter som
varken ar for svara eller for latta (Kilhamn, 2013).

Om denna metod ska anviandas behover eleverna forsta vad variabeln betyder och
vad den representerar. Lararen maéste i slutet av en sddan har lektion vara noga med
att forsakra sig om att eleverna inte har missuppfattat variabelbegreppet (Kilhamn,
2013). Dock kan detta vara problematiskt eftersom variabelbegreppet och oberoende
och beroende variabel ar diffusa och har ingen konkret definition. NE (u.a.) tolkar
variabelbegreppet enligt foljande “variabel i matematiken storhet som tdnks
variera” och “Derivatan av en funktion beskriver hur den beroende variablen
dandras da den oberoende variabeln (som kan vara tiden eller en ldgeskoordinat)
varierar.” (NE, u.a.). Christer Kiselman och Lars Mouwitz (2008, s.21) definierar
variabelbegreppet enligt foljande “Storhet som kan anta vdrden i en given mdangd”
och ger kommentaren

Variabler betecknas ofta med ndgon av bokstaverna x, y eller z. Inom
statistiken skiljer man pa numeriska variabler (som antar tal som
viarden) och kategoriska variabler (icke-numeriska variabler).

Kiselman & Mowitz, (2008), s. 21

Algebra som frammande sprak, larare B

Att undervisa om algebra som ett frimmande sprak innebar att elever far i uppgift att
finna uttryck som beskriver relationer. Uttrycken bestar av beroende och oberoende
variabler. En djupdykning in i sprakets grammatik och uppbyggnad sker. Uttrycket
blir for eleverna en modell av relationen mellan tva obekanta. Som larare ar det,
enligt Kilhamn (2013), av stort varde att vara oerhort tydlig med vad som ar
oberoende och beroende variabel samt vad ekvation och uttryck innebar for att elever
ska fa en korrekt forstaelse fran borjan (Kilhamn, 2013).
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5.2.2 Att introducera algebra med hjalp av
problemlésningsuppgifter

Matematikerna Nadine Bednarz och Bernadette Janvier (1996) studerade hur algebra
kunde anvidndas som problemlosningsverktyg. De undersokte dven skillnader mellan
hur aritmetiska och algebraiska problemlosningsuppgifter ser ut samt hur elever
l6ser dessa tva sorters uppgifter. Den generella skillnaden som de sag var att de
aritmetiska problemen hade sammankopplingar mellan de kdnda och de okidnda
viardena vilket var tvartemot hur de algebraiska problemen var uppbyggda. I de
algebraiska problemen fanns det diremot inte nagon tydlig sammankoppling mellan
de okdnda och kidnda vardena. Bednarz och Janvier illustrerar skillnaden i figur 3.

Problems generally presented Problems generally presented in algebra
in arithmetic (involving the same type of relationships)
?
1 ~— ~—y Iyl iyl
"connected” "disconnected"
(see problems 1 and 2) (see Table 1)

Figur 3

Bednarz & Janvier (1996) gjorde en studie pa 12-13 aringar som tidigare inte arbetat
med algebra. Dessa elever fick losa ett antal algebraiska problem aritmetiskt.
Problemen var av samma karaktar som nedanstdende exempel.

Three children are playing marbles. Together they have 198 marbles.
Pierre has 6 times as many marbles as Denis and 3 times as many as
Georges. How many marbles does each child have?
Bednarz & Janvier (1996), s. 120
I slutet av studien blev eleverna aven intervjuade och fick da losa algebraiska

problem. Bednarz och Javier stillde fragor som forhoppningsvis skulle fa eleverna att
borja tinka algebraiskt.
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Fyra tillvagagangssatt vid problemldsning

Da eleverna i Bednarz & Janviers studie fick losa de algebraiska problemen aritmet-
iskt var det framforallt fyra tillvigagangssatt som utkristalliserade sig.

1. Anviander sig av det kinda viardet som startpunkt for att kunna hitta
sammankopplingen mellan de kanda och okanda vardena.

Genom att losa aritmetiska problemlosningsuppgifter har eleverna lart sig att
bestimma ett startvarde. Detta ger eleverna mojligheten att ta fram och rakna ut, pa
varandra foljande, relationer som ges i problemet. Eleverna kan da stegvis rdakna ut
de okidnda vardena. Vissa elever kommer darfor valja denna strategi aven vid alge-
braiska problem dven om det kinda vardet inte har en direkt sammankoppling med
de okidnda vardena och kan inte 16sas ut genom att berdakna relationerna mellan dem
steg for steg.

2. Skapar en startpunkt genom att anvianda ett gissat varde for att sedan prova
sig fram till de okdndas varde.

Eleverna inser att det kinda vardet som ges i ett problem inte ar direkt samman-
kopplat med de obekanta viardena. Eleverna viljer istillet ett fiktivt varde som start-
varde. Darefter kan eleven steg for steg berakna de obekanta genom relationerna
mellan dem och pa sa vis, forhoppningsvis, komma fram till det kinda vardet som
angavs i problemet. Om virdena inte overensstimmer far eleven vilja ett nytt
startviarde tills hen hittar ratt startvirde som tar fram de korrekta virdena pa de
obekanta.

3. Delar det kinda vardet pa antalet obekanta varden for att sedan kunna finna
sammankopplingen mellan de olika okénda.

Vissa elever kommer att assimilera problemet med ofta anvind numerisk strategi.
Det vill sdga att om problemet innehaller tre obekanta med relationer mellan dem
och ett kiant varde vilket 4ar summan mellan de obekanta, kommer vissa elever att
dividera det hela med antalet delar. Pa sa vis uppfattar eleven att hen har fatt fram en
obekant och kan med hjalp av relationen mellan de olika obekanta berikna de
resterande tva viardena.

4. Tar strukturen i beaktning och omformulerar problemet for att kunna hitta
sammankopplingen.

Denna l6sningsmetod gors av elever som beharskar de inblandade relationerna pa en
mycket hog niva. Dessa elever klarar av att ga bakviagen och har inga storre problem
med att 16sa algebraiska uppgifter korrekt med hjalp av en aritmetisk losningsmetod.
(Bednarz & Janvier, 1996)
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Overgang fran aritmetiskt till algebraiskt tankande

Under intervjun i Bednarz och Janviers (1996) studie gavs eleverna ett nagot mer
komplext algebraiskt problem. Syftet med detta var att inte med enkelhet skulle
kunna 16sa problemet aritmetiskt. Problemet var satt i ett sammanhang dar en pojke
skulle inventera tre olika varor i en sportaffar. Pojken vet att racketarna, bollarna och
hockeyklubborna tillsammans ska vara 288 stycken. Han vet dven att racketarna ar 4
ganger sa manga som bollarna och hockeyklubborna ar 7 ginger s& manga som
racketarna. Eleverna fick darefter frigan om pojken skulle klara av att riakna ut hur
manga det fanns av varje sort utan att ga till affaren eller om han maste ga tillbaka till
affiren och rikna antalet pa en eller flera varor for att kunna veta hur manga det
fanns av varje sort.

Vissa elever var av dsikten att pojken inte kunde berdkna de olika antalen utan att ga
till affairen. De menade dock att de racker om pojken raknar antalet pa ett utav de tre
foremalen for att direfter kunna anvinda det nu kidnda antalet for att kunna fa fram
de resterande antalen. De elever som tanker pa detta vis, genom att finna en bekant
kan resterande obekanta riknas fram, kommer enligt Bednarz och Janvier (1996)
vara mer mottagliga for att ta till sig den algebraiska strukturen for hur ett sadant har
problem beridknas. Elever som daremot beharskar aritmetiken si pass bra att de inte
har nagra svarigheter att l16sa mer komplexa algebraiska problem med aritmetik
menar Bednarz och Janvier (1996) kan ha svirare att ta till sig den algebraiska
losningsmetoden. Detta pa grund av att Bednarz och Janvier sag i sin studie att dessa
elever inte sig fordelarna med en ny losningsmetod. Dessa elever kan darfor ocksa
vara svara att overtyga om att byta till den algebraiska 16sningsmetoden dé de redan
har den aritmetiska metoden som for dem fungerar utmarkt.

Bednarz och Janvier (1996) upptackte dven i sin studie att eleverna hade svarare att
aritmetiskt 10sa algebraiska problem som inneholl flera olika relationer dar bade
multiplikation och addition fanns mellan dem. For att kunna overtyga alla elever om
att den algebraiska 16sningsmetoden ar bra menar darfor Bednarz och Janvier att
man bor anvianda komplexa vardagsproblem som kriaver tva eller flera raknesitt.
Detta upplevde Bednarz och Janvier fick eleverna motiverade och positiva till att l4ra
sig rakna med algebra.

5.2.3 Undervisa om algebra fore aritmetik

I Ji-Eun Lees (2006) artikel beskrivs Davydovs filosofi och laroplan om hur mate-
matiken ska laras ut fran algebra till aritmetik. Filosofin fokuserar pa att undervisa
algebraiskt tinkande redan i tidig skolalder. Artikeln tar upp att ryska studier har
visat att lagstadieelever har signifikant storre potential att ta till sig kunskap dn som
tidigare hade trotts. Studien forsakrade att Davydovs laroplan i matematik visade att
instruktioner kan kontrollera utvecklingen av tankande. Studien visade dven att barn
i sjalv verket kan lara sig att tinka abstrakt utan att forst bli forsedda med konkreta
exempel. Lee (2006) skriver dessutom att en amerikansk studie rapporterade att
ryska elever som foljt Davydovs laroplan visade sig ha starkt integrerade kunskaps-
strukturer organiserade runt abstrakta och generaliserbara begrepp och algebra. Lee
belyser att detta kan vara en alternativ modell till att undervisa om matematik men
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poangterar dven att matematiken har med kultur att gora. Detta innebar att det inte
finns ndgra garantier att Davydovs laroplan fungerar lika bra i andra kulturer som
den gjorde i den ryska kulturen. For att undersoka detta valde Lee att genomfora en
studie med Davydovs laroplan i en annan kultur, nirmare bestamt i en amerikansk
skola.

I studien, som pagick i tre dagar, deltog sju elever i aldrarna sju till atta ar.
Lektionerna dar studien dgde rum praglades av diskussioner som byggde pa tidigare
diskussioner. Under den forsta lektionen i studien fick eleverna problemet Peter har
a godisar. Lena har tva godisar mer dn Peter. Hur manga godisar har Lena? Till
problemet fick de dven en tallinje dar a var utplacerad. Hela forsta lektionen gick till
att diskutera olika losningsstrategier for problemet. Infor lektion tva hade lararen
sammanstillt ett antal felaktiga 16sningsforslag som skulle diskuteras under lektion
tva. Efter lektion tvd hade dnnu inte ndgon elev 16st problemet. Den tredje och sista
lektionen inleddes med tva liknande problem dar skillnaden var att den obekanta inte
langre var en bokstav utan en koreanska siffersymbol. Detta visade sig vara lattare for
eleverna att losa och eleverna klarade att stilla upp det algebraiska uttrycket.
Eleverna ombads darefter att placera ut dessa uttryck pa en tallinje. Detta gav
eleverna insikten om att symbolens placering ar irrelevant sa lange relationen
stammer. Eleverna fick sedan jaimfora dessa tallinjer med problemet och tallinjen de
tilldelats under den forsta lektionen. Efter en kort jamforelse och diskussion insdg
eleverna likheten mellan symbolerna och bokstiverna samt att dessa problem endast
med hjalp av relationer kan uttryckas men inte 16sas med ett numeriskt viarde. Trots
att eleverna till sist kom fram till att svaret var ett uttryck och inte ett numeriskt
varde sag Lee att eleverna inte var helt nojda ett icke numeriskt virde som svar. Lee
lade inte sarskilt stor vikt vid detta missngje da han vet att forestiallningarna om att
matematik ska ha ett numeriskt svar ar starkt (Lee, 2006).
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6 Diskussion

Innan vi fordjupade oss i algebrans historia valde vi att ldta tre elever besvara fragan
vad algebra dr. For att ssmmanfatta deras svar hade de uppfattningen om att algebra
ar matematik med bokstaver och att I6sa problem och ekvationer med hjilp av dessa.
Anledningen till varfor vi fragade eleverna var att fa en inblick i hur elever ser pa
algebra och jamfora det med var litteraturstudie dar algebrans historia ar en del. Det
vi fann utifrén var litteraturstudie var att algebran linge handlade om ord och inte
symboler. Till en borjan var algebran framst retorisk och det skulle dréja fram till
rendssansen innan den symboliska algebran tog sin borjan. Det betyder att algebra
inte huvudsakligen ar symboler vilket eleverna antydde.

Algebra var redan for babylonierna ett sitt att skapa en modell av och forenkla verk-
ligheten. Nar vil symbolernas utveckling skedde under rendssansen var detta for att
forenkla och effektivisera ytterligare men dven for att generalisera matematiska och
fysikaliska formler. I likhet med elevernas svar tror vi att manga forknippar algebra
med symbolrakning, vilket betyder att symbolerna ar av stor vikt i dagens algebra och
de som var mest framstidende for denna utveckling var framforallt Viete men dven
efterfoljande matematiker bland annat Descartes och Leibniz.

Infor var litteraturstudie var vi bada bekanta med att elever har svarigheter med
algebra. Detta gjorde oss nyfikna pa att finna forskning som visar vilka de karakter-
istiska svarigheterna med algebra ar. Var studie visade att forskare som Persson,
Kilhamn, Naalsund, Olteanu och Palm var alla 6verens om att svarigheterna fram-
forallt ar den algebraiska begreppsforstaelsen och de bristande kunskaperna inom
aritmetik. Detta stimmer Overens mer vara erfarenheter fran vara VFU-perioder.

Olteanu testade i sitt klassrum att lata elever anvanda sig av en begreppslista besta-
ende av algebraiska begrepp som hon frekvent anviande sig av under lektionerna.
Detta stimmer overens med Vygotskijs syn pa begreppsbildning dar han menade att
begreppen inte bara kan laras in som glosor. For att eleverna ska kunna ta till sig och
forsta begreppen kravs att begreppen aterkommer frekvent i kinda sammanhang och
diskussioner i klassrummet. Vygotskij papekar dock att for att eleverna ska kunna ta
till sig begreppen kravs att deras forstdelse av tal och rakning ar tillrackligt val
utvecklad for att kunna ta till sig den abstrakta algebran.

Utifran Vygotskijs syn pa begreppsinlarning, dar begreppen inte fir ndgon mening
innan eleven har uppnatt riatt matematisk niva, tanker vi darfor att Olteanus
begreppslista inte har ndgon mening innan eleverna har blivit battre pd aritmetiken.
Aven om man som larare har synsittet ldrande som tillignande funderar vi pa om
det ar battre att behandla aritmetiken fore begreppsforstaelsen. Detta for att vi tror
att eleverna kan ha svart att assimilera eller ackommodera de nya algebraiska
begreppen till tidigare erfarenheter om dessa inte ar tillrackliga.

Vi har alltsd kommit fram till i var studie att det som framforallt elever har svart for
med algebra ar bristande kunskaper i aritmetiken och begreppsforstaelsen. Vi tolkar
att bade synsittet larande som tillignande och lirande som deltagande lyfter fram
vikten av att ha goda forkunskaper i tal och beriakning innan de abstrakta begreppen
kopplade till algebra introduceras.
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I vér studie ville vi aven titta narmare pa skillnader mellan aritmetisk och algebraisk
problemlosning eftersom vi har upplevt att vardagsnara problem som loses arit-
metiskt ar lattare for eleverna an de problem som ska losas algebraiskt. Bednarz och
Janviers studie visade att skillnaden ar problemets struktur. Vid ett aritmetiskt
problem kan man utga fran det kdnda vardet for att sedan i tur och ordning berikna
och finna de okdnda vardena som sokes. Till skillnad frén de algebraiska problemen
dar det okdnda vardet inte gar att finna direkt med hjalp av pa varandra foljande
berakningar av det kinda vardet.

Vi har tidigare diskuterat vikten av goda kunskaper i aritmetik for algebrainlarning,
Bednarz och Janviers studie visar dock pa att for goda kunskaper i aritmetiken kan
vara en nackdel vid de problem som eleven forviantades losa algebraiskt. De elever
som hanterade aritmetiken med god sakerhet sag ingen anledning till att ta till sig det
algebraiska raknesittet eftersom de redan hade en fungerande metod for att 16sa
problemet.

Vi tolkar att det ar viktigt att ha kunskaper inom aritmetik men for att fa elever med
god sakerhet for aritmetiken motiverade att lara sig den algebraiska l6sningsmetoden
kravs mer komplexa algebraiska problem med flera relationer dar addition, sub-
traktion, multiplikation och division finns mellan dessa. Blir problemet dock allt for
komplext och léngt ifrdn verkligheten kan eleven istillet tappa intresset och
motivationen for att 10sa problemet 6verhuvudtaget. Aven om vi tror att det kan vara
svart med de lite mer komplexa problemen sa tanker vi att situerat ldarande ar nyckeln
till att fanga elevernas intresse. Det situerade larandet tror vi med fordel kan kopplas
till algebrans historia, dir man exempelvis visar pa hur den babyloniske kopmannen
behovde algebra for att optimera sitt foretagande. Vi tror att genom att ge eleverna en
aterblick i algebrans historia kan de lattare se vikten av algebrans anviandnings-
omraden da och nu.

I var litteraturstudie laste vi &ven om andra tillvagagangssatt vid algebrainlarning. I
Lees artikel aterges hennes studie kring om det kan vara battre att undervisa om
algebra fore aritmetik. Pa sa vis skulle man som liarare kunna undvika att eleverna
blir for fasta vid de aritmetiska 16sningsmetoderna. Lees studie utférdes dock pa sju-
till attadriga elever vilket gor att det kan vara svart for oss hogstadieldrare att tillampa
hennes metod da eleverna vi kommer undervisa redan har befintliga kunskaper inom
béde aritmetik och algebra.

Sammanfattningsvis ser vi att framforallt begreppsforstaelsen och forkunskaperna i
aritmetik ar viktiga nycklar for algebrainlirning. Var studie har visat att den
aritmetiska kunskapen bor befastas innan den algebraiska forstaelsen kan ske hos
eleven. De aritmetiska kunskaperna visade sig dock aven kunna vara ett hinder om de
var for goda eftersom eleven di ansag den algebraiska losningsmetoden som
irrelevant att lara och anvanda sig av. Vi har aven sett positivt resultat av att lara sig
algebra fore aritmetik men vi ser inte denna metod som lika tillforlitlig d& den enbart
ar val beprovad i den ryska kulturen och endast testad pd sju elever i den amerikan-
ska kulturen. Overviagande del av de studier som vi tagit del av belyser vikten av goda
kunskaper inom aritmetik for basta mojliga larande i algebra vilket gor att vi anser
denna metod mer tillforlitlig.
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6.1 Fortsatt forskning

Syftet med vér litteraturstudie var bland annat att finna de kritiska aspekterna vid
algebraundervisning. Vi har funnit kritiska aspekter dock saknar vi litteratur med
strategier for undervisning da dessa tas i beaktning. Var litteraturstudie om algebra
har darfor gjort oss fortsatt nyfikna pa detta. Vi ser att det finns ytterligare forsk-
ningspotential kring undervisning med beaktning av elevers svarigheter med algebra.
Omréaden som vi tanker skulle kunna forskas vidare pa ar skillnader mellan hur elever
loser vardagsnara problemlosningsuppgifter av aritmetisk eller algebraisk karaktar.
Inom samma omrade skulle man adven kunna forska pa hur dessa uppgifter ar
utformade for att viacka intresse och motivation hos eleven och koppla uppgifterna till
situerat larande. Ett annat omrade som ar mgjligt att forska vidare pa ar elevernas
forkunskaper inom aritmetik som kan leda vidare till undersokning av hur elever lar
sig och tar till sig algebra. Ytterligare ett undersokningsomrade skulle kunna vara en
djupare forskning pa elevers svarigheter vid arbete med algebra.
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