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Sammanfattning

Detta arbete dr en litteraturstudie och har som syfte att undersoka hur olika faktorer paverkar
den svenska geometriundervisningen, med maélet att f4 en battre forstaelse for vad som krivs
for att bedriva en lyckad sddan. Arbetet tar upp teorier om hur barn ldr sig geometri (Piagets
och van Hieles teorier om utveckling genom karaktiriserade nivader), olika former av
undervisning (laborativ undervisning, ldroboksstyrda lektioner, laborativa lektioner samt
lektioner baserade p& Oppna problem), svenska styrdokument for gymnasieskolan som
fokuserar pa geometri samt laborativ geometri. Arbetet beskriver dven geometrins och
geometriundervisningens historia. Detta for att béttre forstd hur geometrins forekomst i olika
samhilleliga och pedagogiska sammanhang paverkat skolan 1 historisk och modern tid. I texten
presenteras dven ett par bevis av Pythagoras sats d4 denna proposition kan anses utgdra en
forbindelse mellan en upptéckt av stor historisk vikt och dagens skolmatematiska innehall.

Keywords: Euclidean geometry. Geometry lesson. Van Hiele. Learning process. Laboratory of
geometry. Pythagorean theorem.

Abstract

This paper is an overview of scientific literature that seeks to provide understanding of how
different aspects affect Swedish geometry lessons, with the aim to give a better understanding
of what is required in order to create a successful teaching in geometry. The paper consists of
theories concerning how children learn geometry (Piaget’s and van Hiele’s theories about
development through characterized levels), different types of geometry lessons (laboratory
teaching, textbook centered lessons, laboratory lessons and lessons based on open problems),
the geometry curriculum for Swedish Upper Secondary School as well as “hands on” geometry
lessons. The paper also includes a historical description of geometry and teaching in geometry.
This in order to better understand how the presence of geometry in different societal and
pedagogical contexts has affected schools in historical and modern times. The text also presents
two proofs of the Pythagorean theorem because this proposition can be considered a
conjunction between a discovery of great historical importance and the mathematical content
of today’s schools.



Forord

Geometriskt tinkande &r ndgonting som préglat samhillen sedan urminnes tider. Vi kan se
exempel pa geometrins betydelse och mojligheter i historiska lamningar, moderna miljéer och
arkitektur ifran alla tidsdldrar. Att geometri dr grundldggande pd ménga sétt inom flera olika
kretsar skulle de flesta nog inte argumentera emot. Samtidigt upplevs geometriundervisning
som svarbegriplig av bade lirare och elever. Amnets relevans tycks drunkna i ett hav av
upplevda svarigheter och motivationsdddande framstillningar. Situationen vicker frdgor om
hur detta kommit sig. Varfor har ett &mne som utgor basen for matematik, filosofi och allmén
skolbildning kunnat hamna i skymundan? Hur kan skolgeometrin dterfd sin stillning som
intressevickande, verklighetsnéra och relevant? Vad kan larare och elever gora for att skapa en
klassrumskultur som tilldter en sddan utveckling? Dessa och liknande fragor vackte vart intresse
och ligger till grund for arbetet.

Vi vill passa pa att tacka Johanna Pejlare som handlett oss genom hela var arbetsprocess och
vars tdlamod, vigledande idéer och konstruktiva aterkoppling motiverat oss till att fortsétta
utveckla och omarbeta texten tills dess att slutresultatet var uppnétt. Tack vare hennes
rddgivning kunde vi fardigstélla denna uppsats pé en nivd som vi kan kénna oss stolta Gver och
dér innehéllet bade &r relevant och utvecklande for var framtida yrkesprofession. I samband
med detta vill vi dven sdga stort tack till Laura Fainsilber som bidragit med specifik och
vérdefull formativ dterkoppling som, tillsammans med underlag ifrdn opponeringstillfillet,
anvindes 1 fullfdljandet av arbetets avslutande revidering. Darfor tackar vi ocksd Rasmus
Landers, Jonathan Carbe och Marija Deno for god opponering samt betydelsefull och
uppskattad konstruktiv respons. Stort tack vill vi dven sdga till Sebastian Ingemarsson som tog
sig tid att 14sa uppsatsen och vars granskning av arbetets formalia och grammatik var mycket
uppskattad. Slutligen tackar vi ocksd NCM (Nationellt Centrum for Matematik), av vilka vi fick
lana vardefull litteratur som var till stor nytta i flera delar av arbetet.
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1 Introduktion

1.1 Bakgrund

Geometri dr ett omrdde inom matematiken som innefattar manga olika begrepp, figurer, former,
storlekar och konstruktioner. Undervisningen i geometri brukar borja med enkla begrepp sa
som linjer och vinklar, vilka utgér grunderna. Grunderna efterfoljs sedan av geometriska
figurer, till exempel trianglar med speciella egenskaper (ratvinklig triangel, likbent triangel,
liksidig triangel, o.s.v.). I hogre nivder blir ocksd bevis och generaliseringar allt mer
forekommande och betydande. Enligt var erfarenhet brukar elever i grundskolan tycka att
geometri dr ett intressant omrdde inom matematik eftersom de sjédlva kan utforska geometriska
figurer, monster och objekt genom lek och aktiviteter. De kan ocksa aterkoppla till vardagliga
tillampningar dér de kan kénna igen de geometriska formerna. Senare geometriundervisning i
hogstadiet och pd gymnasiet belyser mer konkreta tillimpningar av geometrin.

Under VFU-perioden moéttes vi av manga elever i gymnasieskolan som saknade baskunskaper
1 geometri. Nar vi skulle undervisa om en av de klassiska geometriska satserna forstod inte
eleverna inneborden i1 de begrepp som anvédndes. Trots att manga elever tyckte att geometri dr
ett intressant &mne s& hade de flesta av dem svarigheter med &mnesomradet och uttryckte en
uppfattning av geometrin som abstrakt och svarforstddd. Svarigheterna ligger kring ord och
begrepp som forekommer i geometriundervisningen dir eleverna fOrvéntas forstd inbordes
samband mellan figurer, strukturer, monster och inse vikten av korrekta definitioner. Det ar
darfor viktig att skapa forstdelse och beskriva begreppen korrekt innan man borjar fora
resonemang och 16sa problem inom geometrin.

For att kunna undervisa i geometri behover larare forsta hur elever lir sig geometri innan man
planerar undervisningen. Det nederldndska forskarparet Dina och Pierre van Hiele (1959)
beskriver i sin forskning hur varje individ genomgar olika nivaer i tur och ordning under sitt
geometrildrande. Piaget, Inhelder & Szeminska (1981) skriver att barn uppticker att geometri
ar topologiskt och att de kan kdnna igen rumsuppfattning samt se skillnaden mellan 6ppna och
slutna figurer redan vid 3-ars alder. Piaget papekar att undervisningen méste anpassas till det
stadium dér barnets tdnkande befinner sig for att de ska kunna léra sig saker (Séljo, 2012).
Vygotskij betonar att barnets lirande ir beroende av deras sociala liv genom stdd och hjélp av
de vuxna eller mer kompetenta kamraterna genom kommunikation (Siljo, 2012, s. 193).
Deweys formulering ”learning by doing” har inspirerat ldrare till att utveckla den praktiska
delen som underlittar for elever att ta till sig nya kunskaper (Séljo, 2012, s. 176).

Lirare maste ocksa planera undervisningen i geometri sd att eleverna kan utveckla sina
intressen och forstéelsen for geometri. Nér det géller undervisningen i1 matematik méste lérare
anpassa sig till laroplanen och samtidigt planera undervisningen sé att eleverna kan utveckla de
matematiska formagor som beskrivs i1 2011 ars ldroplaner. De matematiska formagor som lyfts
fram 1 Lgrll dr  problemlosningsforméga,  begreppsforméga,  rikneforméga,
resonemangsformdga och kommunikationsformaga. Férmigorna som ska tas hédnsyn till 1
matematikundervisningen pa gymnasiet (Lgyll) dr begreppsforméga, procedurférméiga,
problemldsningsformaga, modelleringsforméga, resonemangsformaga,
kommunikationsférmiga och relevansformdga (Skolverket, 2011). Berit Bergius (2014)
papekar att undervisning och ldrande i geometri ska utveckla elevers forméga att uppfatta,
kommunicera och dra vilgrundade slutsatser om geometrins begrepp och dérefter anvinda
formagan for att skapa forstaelse, reflektera och resonera i forhdllande till den vérld vi lever i.
Samtidigt méste eleverna kunna se betydelsen av att ha goda kunskaper i geometri sé att deras
intresse for &mnet okar.



1.2 Syfte och fragestillningar
Detta examensarbete syftar till att presentera olika aspekter av svensk skolgeometri for att bittre
forsta vad som konstituerar effektiv och framgangsrik geometriundervisning och vars innehéll
ligger 1 linje med aktuella styrdokument och didaktisk forskning. Vara fragestéllningar ar:

e Varfor ska man lédra sig geometri?

e Hur sag geometri ut i samhélle och skola historiskt sett jimfort med idag?

e Hur lér sig elever geometri?

e Vilka hjdlpmedel och verktyg ar tillgéngliga for geometriundervisning?

e Hur planerar lararen geometriundervisning sa att det vécker intresse hos eleverna?

1.3 Material och Metod

Detta examenarbete dr en litteraturstudie av olika vetenskapliga artiklar rérande geometri,
kurslitteratur med en matematikdidaktisk utgdngspunkt samt kursplaner i matematik pa
gymnasie- och bitvis dven grundskoleniva. Férhoppningen &r att béttre begripa vad som kan
verka potentiellt hdmmande for undervisningen inom geometridmnet i skolan och genom
relevant didaktisk forskning forklara hur detta sker samt hérleda forslag pa losningar till sddana
eventuella svarigheter.

I sammanstéllningen av detta arbete har artiklar och bocker av varierande alder utnyttjats — dock
ar kéllorna 1 storsta allménhet inte dldre &n 100 &r. Framfor allt har moderna killor som
diskuterar den historiska utvecklingen ifran ett matematiskt savél som ett matematikdidaktiskt
perspektiv anvénts. Insamlingen av information ifran olika historiska tidpunkter har mojliggjort
en kontrastering mellan den matematiska och matematikdidaktiska filosofin i olika tider. En
analys av didaktisk forskning har genomforts i syfte att klarldgga de komponenter som utgor
ett mera fullstdndigt ldrande av geometri hos eleverna. Denna teoretiska didaktiska dverblick
kompletteras av en sammanstillning av relevanta ldrandeteorier som 1 hogre grad ar kopplade
till konkret undervisning inom geometriomradet. For att forbinda den historiska
sammanstéllningen med dagens undervisning har en del av arbetet gétt till att beskriva dagens
styrdokument och filosofi rorande geometriundervisningen.

Fokus har dven lagts pa undersokandet av Euklidisk geometri da detta kan anses vara mest
relevant for arbete i dagens svenska gymnasieskola. En dversiktlig historisk sammanfattning
over den kontrovers som ratt kring parallellpostulatet, orsaken bakom dispyterna och forsok till
att bevisa postulatets riktighet har dven gjorts. Hir tangerar arbetet ocksé den icke-euklidiska
geometrins framvixt, men inte mer &n sd. Detta avsnitt tillsammans med tva bevis for
Pythagoras sats ger arbetet en koppling till ett matematikomrdde som kan anses vara
betydelsefullt for gymnasieskolans geometriinnehall.

For att ssmmanlénka de olika avsnitten har ingresser utnyttjats i syfte att ge lasaren en kénsla
av koherens i vad som annars skulle kunna upplevas som ett nagot ostrukturerat arbete. |
diskussionsdelen av uppsatsen gors ytterligare kopplingar mellan historia, didaktisk forskning,
aktuell utbildningsfilosofi, geometri och slutledningar, for att sammanfatta inbegripet stoff. Det
faktum att si till synes ménga omraden medriknats i litteraturdversikten ger forhoppningsvis
en uppfattning av diskussionsdelens slutledningar som rigordsa och tillforlitliga nir det kommer
till vad som kan anses vara hallbar geometriundervisning. Diskussionsdelen efterstravar saledes
att presentera konklusioner som resulterat av en noggrann analys av arbetets alla stora avsnitt
och syftar till att erbjuda ldsaren handfasta sammanfattningar med nytta for
undervisningspraktiken.



2 Varfor ska man lisa geometri?

Detta arbete inleds med en sammanstdllning av nagra olika motiveringar till varfor geometri
kan anses vara betydelsefullt och angeldget att studera pa gymnasiet. Dessa forhallningssdtt
till geometri ldgger grunden for och motiverar arbetets efterfoljande litteraturanalys och
diskussion.

Sambhillets uppfattningar av geometri och matematik i allminhet har paverkat hur liroplanen
ser ut (Dossey, 1992, s. 39). I en studie finner Gonzalez & Herbst (2006) fyra olika argument
for varfor geometrin ska finnas i laroplanen. Dessa fyra argument ir inte ideologier utan asikter
som manga olika individer foresprakar (Gonzalez & Herbst, 2006).

Det forsta argumentet kallas for det formella argumentet och menar pd att man genom
geometrin ldr sig att resonera logiskt. Man skulle d4 kunna anvédnda sig av de logiska
resonemangen i andra &mnen och dven i samhéllet. For att ldra sig resonera logiskt sa lagger
man fokus pé att kunna léra sig fora deduktiva slutledningar vid geometriska bevis, istdllet for
den exempel-riknande delen av arbetet med geometri. Sjélva beviset ger inte sa mycket at
eleverna, utan det dr vigen till beviset som &r det viktiga. Geometrin blir da centrum for logiken
1 skolan och ger eleverna ett unikt tillfdlle for att trédna sin logiska formaga. Eleverna far inse
vikten av resonemang och bevisforing som de aldrig skulle fitt annars. Geometrin &r det omrade
inom matematiken som kan ge eleverna forstaelse for logiska resonemang (Gonzéalez & Herbst,
2006).

Det andra argumentet, som kallas det matematiska argumentet, menar pa att
geometriundervisningen & en chans for elever att arbeta som matematiker.
Geometriundervisningen dr en matematisk aktivitet dar elever bland annat kan léra sig att skapa
och bevisa samband inom den euklidiska geometrin. Att diskutera och bevisa olika satser dr det
viktigaste — man later klassrummets diskussion styra undervisningen, inte laroboken.
Geometrin dr en aktivitet dér elever fir vara kreativa och anvénda sig av annat dn enbart
matematiska symboler och text. Geometrin elever ska ldsa i gymnasiet ska spegla den geometri
som matematiker arbetar med. En del av foresprakarna for detta argumentet vill ha en euklidisk
geometri, en annan del vill ha icke-euklidisk geometri och en sista del vill ha en blandning. Det
viktiga dr dock att inblandade parter i undervisningen jobbar s som matematiker gor och att
elever fir anvinda sin kreativitet for att skapa bevis m.m. (Gonzalez & Herbst, 2006).

Det tredje argumentet kallas nyttoargumentet och menar pa att geometrin kommer ge eleverna
verktyg som kan anvéndas i framtida yrken och studier. Geometrin behdvs i skolan for att elever
ska vara forberedda for framtiden. Innehdllet i undervisningen ska anpassas till elevernas
framtida yrke samt hur samhéllet ser ut. Eleverna kanske inte ser det viktiga med geometrin i
skolan, men som framtida yrkesutdvare kommer innehallet vara relevant. Yrkesutovare och
foretag bor fa vara med och skapa undervisningen i syfte att komma sé néra elevernas framtida
yrke s& mojligt. Geometriundervisningen ska enbart innehalla geometrin och behdver inte vara
en Ovning i logiskt tdnkande eller algebra (Gonzalez & Herbst, 2006). Hir dr bevisen och
formler viktigare dn végen till dessa.

Det fjidrde argumentet kallas intuitiva argumentet och menar att geometrin ger eleverna ett
sprék att beskriva den riktiga viarlden med. Grunderna i geometrin ger elever sitt att beskriva
former, areor m.m., medan mer avancerad geometri skulle behandla olika matematiska idéer
om saker i var omvirld. Geometrin dr den enda delen inom matematiken som blandade
empiriska kunskaper och abstrakta sétt att hantera kunskaperna med. Alla elever maste studera
geometri dd inte bara matematiker utan alla personer, oavsett yrke, behover utveckla en



rumsuppfattning. Undervisningen ska vara grundldggande och det dr inte nddvéndigt att lara
sig matematiska bevis, utan istéllet bor utforskande préagla larandeaktiviteterna sd att elever far
upptdcka samband pé egen hand. Utan geometrin sa skulle elever aldrig kunna tolka den
verkliga virlden fullt ut (Gonzélez & Herbst, 2006).



3 Historia

I den hdr delen av arbetet ges en kortfattad historisk tillbakablick av geometrins hdrkomst och
dess betydelse for en del historiska samhdllen. Framstdillningen syftar till att sammanlinka
motiveringar for geometrins roll och anvindbarhet inom matematikundervisning och samhidlle
med en forstdelse for dess nytta, bade i en historisk och en modern kontext.

3.1 Historisk tillbakablick pa geometri och dess ursprung

Geometri ingick i grupperingen quadrivium (aritmetik, geometri, astronomi och musik) som
tillsammans med trivium (grammatik, retorik och logik) utgjorde en framstdende del i den
laroplan som formade det antika Greklands utbildning. Matematiken, som under denna tid
framst bestod av aritmetik och geometri, hade hog prestige och syftade bland annat till att
utveckla och stérka intellektet och det politiska inflytandet hos en elitisk minoritet (Lundgren
& Siljo, 2012, s. 30; Lehtinen, 2008, s. 31; Restivo, 1992, s. 11; Nilsson, 2005, s. 101). Grekisk
geometri hirstammade troligen fran Egypten, ddr geometrin utvecklades som ett medel for
métning av mark i syfte att kunna beskatta markédgarna. Vidare anvéndes geometrin i det antika
Egypten dven for uppbyggnad av aktningsvérda konstruktioner s& som pyramiderna (Lehtinen,
2008, s. 19; Griffiths, 1952; Malkevitch, 2009, s. 9; Sjéberg, 1996, s. 7). Overlag gar det att se
den tidiga geometrin som ett medel for hantering av verklighetsférankrade fragor rérande
faltmitningar, konstruktioner och ingenjorskonst (Restivo, 1992, s. 10).

Den tidigaste geometrin var intuitiv, saknade djupare syfte och byggde pa empiri genom
provning eller méitning. Exempel pd samhéllen som utnyttjade sddan geometri dr Babylonien,
Kina ca 1100 f.Kr., Indien och Romarriket. I synnerhet romarna hade intresse for matematiken
som ett redskap for samhéllsutveckling (Smith, 1953, s. 270; Sjoberg, 1996, s. 17). I Indien
hade geometrin betydelse for forberedelsen av olika ritualer och religiosa foremal (Lehtinen,
2008, s. 14). Under Renédssansen fick geometrin en ny anviandning i bland annat Italien och
Tyskland i samband med konstruktionen av katedraler och palats samt noggrannare
arkitektritningar (Malkevitch, 2009, s. 10). Ocksa inom konsten fanns vid denna tid en stark
koppling till matematiken (Lehtinen, 2008, s. 83f). Klassisk matematik arbetade sdlunda med
sadant som kan upplevas genom sinnena och det gir pa sé sitt att uppleva matematiken 1

kulturella 1dmningar sa som anmérkningsvérda byggnader eller katedraler (Restivo, 1992, s. 6,
8).

Det var forst 1 Grekland som matematiken och dédrmed geometrin, utvecklades till mer av en
vetenskap genom formulerandet av olika pastdenden, satser och bevis (Sjoberg, 1996, s. 17;
Smith, 1953, s. 271). Thales forde med sig babylonisk matematik till Grekland och utnyttjade
den for att gora praktiska berékningar och problemlésning (Kalimuthu, 2009, s. 16). Han anses
vara den forsta betydande matematikern i det antika Grekland (och vérlden) och kan anses ha
spelat en viktig roll 1 geometrins utveckling. Thales formulerade vissa satser, men gav inga
“euklidiska” bevis for dessa (Lehtinen, 2008, s. 30; Sjoberg, 1996, s. 21). De satser som Thales
formulerade anses vara grundldggande (Smith, 1953, s. 271). Det dr oklart hur bevisen for dessa
satser var formulerade, men det dr troligt att Thales stodde sina péstdenden genom rationella
argument (Lehtinen, 2008, s. 30). Grekerna formulerade emellertid formella, logiska argument
for bevisforing som ocksa relaterades till varandra, vilket kulminerade i forfattandet av Euklides
Elementa (Restivo, 1992, s. 12). Euklides Elementa Gversattes av Adelard fran Bath i England
till Latin omkring 1100-talet och med inférandet av tryckpressar blev Euklides verk kinda
redan under sent 1400-tal (Lehtinen, 2008, s. 75f; Sjoberg, 1996, s. 95; Smith, 1953, s. 272).
Latin var vetenskapens sprak och anvéndes fram till 1700 — 1800-talet — fore 1800-talet hade
fokus 1 svensk utbildning legat pa kyrkans ldra och klassiska sprak (Sjoberg, 1996, s. 94;
Lundin, 2008, s. 205). Detta harstammar ifrdn medeltida undervisning dar “Luthers lilla



katekes” utgjorde det huvudsakliga laromedlet (Lundgren & Séljo, 2012, s. 45; Richardson,
2010, s. 13).

3.2 Geometriundervisningens historia — 1700- och 1800-talet

Pa 1700-talet var ytterligare en brannpunkt for den svenska skolan en militdr samhéllsnytta
(Nilsson, 2005, s. 11). Under denna tid och fram till och med 1800-talet var i stort sett all
geometriundervisning baserad pé den axiomatiska Euklidiska geometrin och Euklides verk
Elementa (Lundin, 2008, s. 227; Sjoberg, 1996, s. 33; Lehtinen, 2008, s. 47). Utvecklingen gick
langsamt eftersom geometrin inte lag 1 fokus bland ddtidens stora matematiker (Lehtinen, 2009,
s. 65). Euklides har genom historien haft stor betydelse for och inflytande pé den efterfoljande
matematiken och matematikundervisningen dd den la grunden for en mer abstrakt och
utvecklad kunskap (Sjoberg, 1996, s. 18; Prytz, 2007, s. 9; Restivo, 1992, s. 17). Matematiker
har genom tiderna byggt vidare pa det material och de bendmningar som tidigare generationer
skapat och anvint. Denna kontinuitet tyder pa en sérskild professionalisering av matematiken,
vilket tillatit en storre grad av abstraktion genom historien och da i synnerhet fran och med
1800-talet (Restivo, 1992, s. 8). I Sverige lag den euklidiska geometrin till grund for
geometriundervisningen dnda fram till 1960-talet (Lundin, 2008, s. 207). En del fordndringar
infordes emellertid pa prov redan tidigare genom att till exempel omstrukturera &mnets uppligg
eller utnyttja invertering, rotation och symmetri i syfte att underlétta bevisforing (Prytz, 2007,
s. 84, 86, 87).

Under 1800-talet framholls i flera vésterldndska ldnder geometrin som en del av en
grundldggande och generell bildning. Det handlar d4 om arbete med klassisk geometri som ett
satt att fa kunskap om verkligheten samt utveckla resonemangsformégan, ndgot som 1 sig kan
appliceras utanfor matematikdmnet (Prytz, 2007, s. 35-39). Sddana argument levde kvar édnda
in pa 1950-talet (Prytz, 2007, s. 75). Matematiska studier bidrog ocksa pa sina hall gradvis till
meritokratiska system. Sveriges matematikundervisning paverkas av denna samhaéllsutveckling
i andra ldnder och olika idéer sa som det tyska bildningsbegreppet (Lundin, 2008, s. 206). Strax
efter sekelskiftet 1800 uppstod i Sverige en efterfrdgan pa realbildande 4mnen sa som moderna
sprék, naturvetenskapligt orienterade &mnen och matematik (Lundin, 2008, s. 205). Det fanns
nu en ambition hos politiker att, i nya styrdokument, distansera sig ifran klassiska sprdk som
tidigare dominerat och istdllet ge utrymme for de realbildande &mnena (Lundin, 2008, s. 205;
Prytz, 2007, s. 11).

3.3 Geometriundervisning pa 1900-talet

Under borjan pa 1900-talet avskaffades det katekestvang som ratt och ”Luthers lilla katekes”
ersattes i skolorna av det nya &mnet biblisk historia” (Lundgren, 2012, s. 81). Det skedde ocksa
en utveckling av realimnena i laroverken, men inte utan motstand. Opposition kom till exempel
fran staten dd realprogrammet ansdgs gagna privata intressen istillet for att, som en mera
humanistiskt inriktad utbildning, ge utbildning at nya statliga foretrddare (Prytz, 2007, s. 28;
Richardson, 2010, s. 12). P4 1900-talet skedde en viss forédndring i synen pd geometriutbildning
i olika viésterlandska ldnder. Fokus skiftades nu fran en rent matematisk till en mera applicerbar,
praktisk och experimentell geometri i anknytning till teknologins framfart under denna tid.
Syftet med fokusskiftet var att utbildningens innehdll skulle bli relevant for framtida yrken,
vilket i sig forklarar relevansen av intuition, experiment och en skiftning i bevisforande (Prytz,
2007, s. 39-45). Denna utveckling speglar sig ocksé i den tidens allmédnna pedagogiska filosofi,
dér pragmatism fick allt starkare stdllning (Siljo, 2012, s. 177). Samtidigt beskrevs ofta den
svenska skolans geometri under forsta halvan av 1900-talet som “klassisk”, ’statisk” och
“isolerad”, men en systematisk undersokning av matematikundervisningen i Sverige under
denna tid saknas (Prytz, 2007, s. 11). Detta uppfattande av svensk skola som vetenskapligt
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gammalmodig ledde under bdrjan pa 1900-talets andra hélft till debatt med internationella
influenser om den svenska skolgeometrin och dir ett foresprékande for utfardandet av Euklidisk
geometri rddde. Reformeringar med grund i denna standpunkt misslyckades dock av ett antal
anledningar (Prytz, 2007, s. 48). P sd sétt genomgick geometrin en betydligt langsammare
utveckling én till exempel algebran (Lundin, 2008, s. 207). Nér folkskolan utvecklades fram till
mitten pa 1900-talet sé& fick geometri storre utrymme i och med att antalet matematiktimmar
okade. Detta orsakade emellertid protester pd realskola och gymnasium, da 1933-4rs
utbildningsplan inskriankte mdngden matematik i bada skolformerna (Prytz, 2007, s. 64f). Ett
tydligt exempel pa de internationella influenser som kom att paverka Sverige under andra
halvan av 1900-talet var den rymdkapplopning som radde mellan USA och Sovjetunionen,
vilket ledde till en reformering av den amerikanska skolmatematiken. De hir reformeringarna
kom snart att paverka hela Norden genom en storre grad av individuellt arbete, diagnostiska
provningar och flexibilitet (Nilsson, 2005, s. 29; Pettersson & Wester, 2012, s. 511f). Detta
speglas dven i den tidens 6vergripande didaktiska fokus pa sjélvverksamhet och fritt skapande
(Selander, 2012, s. 205).
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4 Euklidisk geometri

Har presenteras Euklides och hans verk Elementa som historiskt sett legat till grund for en
stor del av den visterlindska skolgeometrin, men som dven delvis finns kvar och influerar
modern svensk undervisning. Avsikten dr att koppla den historiska roda trad som alstret kan
anses utgora, till aktuella svarigheter inom geometriundervisning. Pd sd sdtt utformas ocksad
hdr en grund for efterfoljande diskussion rorande modern geometriundervisning.

4.1 Euklides och den axiomatiska geometrin

Euklides levde ungefar 300 f.Kr. Hans mest beromda verk &r Elementa som bestar av 13 bocker
och som oversattes till svenska forst &r 1744 — och dé endast de sex forsta bockerna (Sjoberg,
1996, s. 32). Verket har, som tidigare ndmnts, anvénts i delar eller som utgdngspunkt i svenska
skolor dnda fram till 1960-talet och kan ses som virldens éldsta kontinuerligt anvénda
matematikldrobok, men ocksa som en sammanstéllning av det antika Greklands kunskap om
geometri. Elementa ér den forsta matematiska bok dér innehdllet framstills pé ett axiomatiskt-
deduktivt sitt, det vill sdga innehdllet byggs upp till en logisk struktur utifrdn vissa
grundldggande axiom. Det dr inte Euklides sjidlv som skapat allt det matematiska innehallet,
men han krediteras det axiomatiska systemet och verkets sammanstéllning (Sjoberg, 1996, s.
33; Fitzpatrick, 2007, s. 4; Prytz, 2007, s. 158; Kalimuthu, 2009, s. 17). Presentationen av
geometri péd detta ideala vis kom att kallas “euklidisk geometri” (Kalimuthu, 2009, s. 16) och
den axiomatiskt-deduktiva metoden att presentera matematisk kunskap som Elementa bygger
pa, har kommit att bli standard i det matematiska etablissemanget. Med tanke pa hur vitt spritt
verket blivit genom historien gér det att se opuset som den mest framgéngsrika vetenskapliga
skriften ndgonsin (Lehtinen, 2008, s. 47, 49; Halsted, 1920, s. x). Elementa innehaller framf{or
allt plangeometri, aritmetik och rymdgeometri, som framstélls logiskt genom definitioner,
postulat, axiom, satser, konstruktioner och bevis. Alla konstruktioner som ingar kan uppritas
med endast passare och en ograderad linjal (Sjoberg, 1996, s. 34f; Fitzpatrick, 2007, s. 4).
Alstret innehéller dessutom en stor del aritmetik som inkluderas i bok 7, 8 och 9 och som delvis
hérstammar ifrdn Pythagoréerna (Lehtinen, 2008, s. 48).

4.2 Parallellpostulatet

Det femte postulatet som beskrivs 1 bok 1 av Euklides Elementa ér parallellpostulatet, dven
kallat parallellaxiomet (Parallel postulate, 2016, 18 juli). Det dr ekvivalent med att det genom
en punkt utanfor en rét linje gér att dra en annan linje som &r parallell med den forsta pé ett och
endast ett sétt (Sjoberg, 1996, s. 38). Parallellpostulatet formuleras i Fitzpatricks version av
Elementa som:

And that if a straight-line falling across two (other) straight-lines makes internal
angles on the same side (of itself whose sum is) less than two right-angles, then the
two (other) straight-lines, being produced to infinity, meet on that side (of the original
straight-line) that the (sum of the internal angles) is less than two right-angles (and do
not meet on the other side). (Fitzpatrick, 2007, s. 7).

Detta innebir sdledes att nir en transversal skér tva linjer och det bildas tva vinklar mellan
transversalen och linjerna, pd samma sida om transversalen; vars vinkelsumma tillsammans ar
mindre dn 180°, eller ’tva rita vinklar”, sd dr de tvé linjerna inte parallella. Linjerna kommer
alltsa att motas om de forldngs tillrdckligt ldngt pd den sida som vinklarna ligger. Detta
illustreras 1 figur 1 nedan:
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Figur 1: Parallellpostulatet sdger att vinkelsumman av vinkeln o och vinkeln 3, som bildas nér transversalen skér
de tvé linjerna, ska vara mindre &n tva rita vinklar (2R), det vill sdga 180°, for att linjerna vid forlingning ska
korsa varandra. Ekvivalent s innebér detta att det gar att dra en och endast en linje genom en punkt utanfor en
given linje sé att de bada linjerna blir parallella.

Parallellpostulatet kan sdgas utgéra en rod trdd igenom geometrins historia sedan Euklides och
har historiskt sett fitt genomlida frekvent angripande och kritik (Smith, 1953, s. 282; Lewis,
1920, s. 16). Oklarheter kring det femte postulatet har funnits ldnge (Bagge, 2005, s. 144). En
huvudproblematik rorande detta postulat dr huruvida det faktiskt ar ett postulat och inte en sats.
Flera matematiker genom historien har forsokt ge enklare alternativ till postulatet och manga
forsdkte bevisa det som en sats, men misslyckades (Lehtinen, 2009, s. 69). Aven Euklides sjilv
sdgs ha forsokt bevisa pastdendet innan han slutligen kallade det for postulat (Lewis, 1920, s.
16). Frdgan som manga matematiker stdllt sig genom historien &r alltsd huruvida
parallellpostulatet dr sant, forutsatt att de foregdende axiomen samt propositionerna som bygger
pa dessa, dr sanna. Det vill séiga, gir det att hdrleda det femte postulatet ur de andra postulaten
(Bagge, 2005, s. 137; Lewis, 1920, s. 18). Uppfattningen att det skulle gi att bevisa
parallellpostulatet som en sats med hjélp av axiomen, levde kvar &nda fram till 1800-talet och
framvéxten av icke-Euklidisk geometri (Sjoberg, 1996, s. 38f; Lehtinen, 2008, s. 49f;
Fitzpatrick, 2007, s. 7). I 6ver 2000 ar har olika forsok gjorts for att bevisa det femte postulatet,
eftersom det inte varit lika uppenbart som dvriga axiom och redan de tidigaste skribenterna har
uttryckt skepticism kring pastaendet (Kalimuthu, 2009, s. 19; Lewis, 1920, s. 16).

Tidiga forsok till att ge klarhet kring parallellaxiomet skedde genom direkt hérledning fran de
ovriga postulaten. En annan metod som anvints &r att forsoka ersitta eller omdefiniera axiomet
med ndgot enklare pastaende eller nytt antagande, for att dérefter hirleda parallellaxiomet ur
detta. Problemet &r att denna metod inte &r tillfredsstéllande eftersom nya antaganden ofta inte
ar mer uppenbara dn de gamla (Bagge, 2005, s. 144-145; Kalimuthu, 2009, s. 19; Lewis, 1920,
s. 17; Halsted, 1920, s. ix, 7). Ptolemaios forsokte redan for ca 2200 ar sedan visa att det femte
postulatet gir att hirleda ur ovriga postulat. For ca 1500 ar sedan genomforde Proklos ett
korrekt bevis, men ersatte ett tvetydigt postulat med ett annat. Hans resonemang innefattade
antaganden som kan tolkas som postulatet sjdlvt (Bagce, 2005, s. 145; Lewis, 1920, s. 17). Han
byggde sin skepticism pa sina kunskaper om asymptoter och oron att postulatet skulle gé att
tolkas som eller forknippas med dessa (Lewis, 1920, s. 16).

For cirka 1000 ar sedan blev Ibn al-Haytham (965-1039) forst med att utnyttja ett
motsigelsebevis i syfte att bevisa parallellpostulatet (Kalimuthu, 2009, s. 19). Nasr Eddin al-
Tusi (1201-1274) forsokte &dven han under 1200-talet bevisa postulatet genom ett
motsigelsebevis, men nadde inte fram till nigra sldende resultat (Bagge, 2005, s. 145; Smith,
1953, s. 283). Al-Tusis son skrev en bok baserat péd sin fars tankar, vilket kom att utgdra en
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grund for Saccheris vidare arbete inom omradet (Kalimuthu, 2009, s. 20). P4 1600-talet forsokte
John Wallis (1616—1703) bevisa postulatet genom att gora ett antagande, men de forutséttningar
han anvinde var i sig inte mindre problematiska &n sjélva postulatet. Han upptickte att

premisserna var ekvivalenta med parallellpostulatet, om nagot naturligare, och dérmed
forlorade beviset mening (Lehtinen, 2009, s. 69; Bagce, 2005, s. 145).

Girolamo Saccheri (1667—1733) forsokte liksom al-Tusi att ge ett indirekt bevis for postulatet
genom att utgd ifrdn tre hypotetiska fall, ett av fallen lyckades han inte motsdga (Lehtinen,
2009, s. 69; Lewis, 1920, s. 18; Halsted, 1920, s. xi). Det matematiska verket forutsétter inte
parallellaxiomet utan syftar till att bevisa dess korrekthet (Duo, 1970, s. 385). Saccheri hade
samma utgangspunkt som al-Tusi, men anvénde storre noggrannhet och fick mer korrekta
resultat (Kalimuthu, 2009, s. 20). Saccheris forsok att klarligga det tredje fallets oriktighet
genom en logisk motségelse misslyckas eftersom forsoket i sig sjdlvt innehéller brister (Bagge,
2005, s. 142). Den utgangspunkt i tre olika fall som Saccheri utnyttjade upptacktes forst av
Omar Khayyam (1048—1131), da han forsokte skapa ett icke-euklidiskt postulat. P4 sé sitt blev
han ocksa forst med att dvervéga elliptisk savél som hyperbolisk geometri (Kalimuthu, 2009,
s. 19). Senare upptécktes ocksa att Saccheris tre hypoteser svarade mot euklidisk, elliptisk
respektive hyperbolisk geometri (Lewis, 1920, s. 19).

Enligt Saccheri fanns vissa “flackar” i det annars perfekta verket Elementa, varav den storsta
ar parallellaxiomet (Bagge, 2005, s. 139; Lewis, 1920, s. 17; Halsted, 1920, s. 5). Saccheri
utnyttjade klassisk euklidisk geometri i sin stridvan att 10sa oklarheten kring parallellaxiomet
och befria Elementa ifrén denna flack”™ i sitt verk Euclides ab omni neevo vindicatus (1733),
eller pd engelska, ”Euclid Freed of Every Flaw”. Han jobbade utifrdn premissen att forsvara
Euklides verk, men kom i sitt arbete att 1dgga grunden for det som senare utvecklades till viktiga
satser inom icke-euklidisk geometri (Bagge, 2005, s. 138; Halsted; 1920). Pa sa sétt kan
Saccheri ses som en foregingare till den icke-euklidiska geometrins framvéxt, ty hans
relaterade upptéckter till detta omrade skedde oavsiktligt (Bagce, 2005, s. 137).

Arbetet strukturerades logiskt och utnyttjade Saccheris egna pastdenden och resultat som alla
bygger pa ett axiomatiskt tillvigagingssitt i euklidisk mening, d& han accepterar de forsta fyra
postulaten och 28 propositionerna i Elementas forsta bok (Bagge, 2005, s. 139). Malet med
arbetet var att forsakra parallellpostulatets riktighet och applicerbarhet i all geometri (Halsted,
1920, s. 9). De “fall” som Saccheri arbetade kring var de som uppstod ur “Saccheris
fyrhorning”, en figur som Saccheri utgick ifrén i sitt arbete. Har uppstod nagra olika fall dér
vinklarna a och b (Figur 2) bendmndes rét, trubbig eller spetsig (Bagge, 2005, s. 140; Halsted,
1920, s. xxix; Duo, 1970, s. 386f).
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A P B

Figur 2: I Saccheris fyrhorning &r basen AB given med vinklarna vid A och B rita samt |AD| = |BC|. Genom att
acceptera Euklides definitioner, fyra forsta postulat och 28 forsta propositioner sa lyckas Saccheri visa att de
markerade vinklarna a och b dr lika stora. Saccheri stdllde da upp tre fullstindiga och uteslutande fall for
vinkelsumman: a + b =m; a+ b >m; a+ b <m, dirn dr vinkelsumman i radianer (Bagge, 2005, s. 140).

Saccheri visade genom sina axiom att fall 1 (a + b = ) var ekvivalent med Euklides postulat
(Bagge, 2005, s. 141). Fall 2 (a+ b > n) och fall 3 (a + b < =), Overensstimmer med elliptisk
geometri respektive hyperbolisk geometri. D4 Saccheri sjidlv var dvertygad om att den
euklidiska geometrin var den enda rétta gjorde han en anstrangning att motbevisa fall 2 och fall
3. Han lyckades med detta for fall 2, men inte fall 3. Daremot lyckades han felaktigt intala sig
sjdlv att han lyckats dven for fall 3, troligtvis for att rattfardiga sitt arbete (Bagge, 2005, s. 141;
Lehtinen, 2009, s. 69; Halsted, 1920, s. xii). Vidare var tvivlade aldrig Saccheri pd det femte
postulatets eller den euklidiska geometrins korrekthet. Detta eftersom hans erfarenheter, i
samband med den historiska och filosofiska bakgrund och tankegang som radde, pekade mot
deras riktighet (Duo, 1970, s. 398, 399, 404, 407). Denna 6vertygelse visar sig ocksd tydligt i
bokens texter (Duo, 1970, s. 405).

Bevisen som 14g till grund for resultaten presenteras i Saccheris verk som proposition XIV och
XXXIII (Halsted, 1920, s. 59, 61, 173, 175, 177). De bevis som presenteras ar valdigt langa och
innehéller till 6vervdgande del korrekta resonemang. Den logiska felaktigheten ligger i
antagandet av gransers existens utan ndgot bevis for detta (Duo, 1970, s. 391). Felaktigheten
ligger saledes i grundandet pa oriktiga antaganden om linjers egenskaper. Resultaten ar dock
dnd4 betydelsefulla dd de ledde till viktiga upptickter inom icke-euklidisk geometri (Bagge,
2005, s. 142f; Lehtinen, 2009, s. 69; Duo, 1970, s. 395). Trots att bevisen utfors logiskt korrekt
finns alltsa skepticism mot huruvida vissa av antagandena dr korrekta eller inte. Till exempel
papekar Duo (1970, s. 387) att beviset for fall 2 dr felaktigt eftersom det antar en sats frén
Elementa som inte appliceras korrekt i sammanhanget. Saccheri diskuterar sjélv anvdndningen
av dessa satser, 1.16-17 och 1.27-28 fran Elementa, och skiljer mellan anvindningen av olika
par som mer eller mindre godtagbart (Halsted, 1920, s. 9; Duo, 1970, s. 388; Bagce, 2005, s.
141). P4 sa sitt forviaxlar Saccheri tva typer av definitioner (nominales och reales) — en
sammanblandning som han sjdlv varnar for (Halsted, 1920, s. xviii; Duo, 1970, s. 391; Bagge,
2005, s. 143) och som ér sérskilt relevant for definierandet av parallella linjer (Duo, 1970, s.
395).

Saccheris tydliga uppdelning av motbeviset i tre hypotetiska fall kan ses som den historiskt
forsta (Bagge, 2005, s. 144). Hans handskande av problemet och applicerandet av klassisk
euklidisk idéldra ledde tillsammans med Saccheris fyrhorning till en revolutionerande
omformulering och 16sning av problemet, vilket hade stor inverkan péd flera samtida och
efterfoljande geometriker, s& som Lambert (1728-1777), Legendre (1752—-1833), Bernoulli
(1655-1705), Kant (1724-1804), Gauss (1777-1855) och Lobachevskij (1792-1856) (Bagge,
2005, s. 147f; Lehtinen, 2009, s. 69f; Duo, 1970, s. 396). Till exempel ledde Gauss arbete till
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resultatet att parallellaxiomet inte gar att bevisa med stod fran Ovriga geometriska axiom
(Sjoberg, 1996, s. 176). Hur mycket Gauss stodde sig pa Saccheris resultat ir ddremot svart att
veta (Duo, 1970, s. 396). Gauss studerade problemet och introducerade idéen kring ytkrokning,
men valde att inte publicera sina upptickter pd grund av den d& dominerande kulturen kring
geometri (Kalimuthu, 2009, s. 20). Denna psykologiska aspekt gér ocksa Gauss involvering i
problematiken sérskilt intressant. De slutsatser som Gauss gett uttryck for bekriftades i och
med den icke-euklidiska geometrins framfart pd 1800-talet (Lewis, 1920, s. 19; Duo, 1970, s.
397).

Beltrami (1835-1900) lyfte under andra halvan av 1800-talet den icke-euklidiska geometrin till
samma stdllning som den euklidiska, d& Euklides fyra forsta postulat holl 1 hans modell, men
inte det femte (Kalimuthu, 2009, s. 21; Lehtinen, 2009, s. 72). Parallellaxiomet svarar inom
euklidisk geometri mot att vinkelsumman i en triangel dr 180° (Sjoberg, 1996, s. 38; Kalimuthu,
2009, s. 19f). Legendre tydliggjorde denna relation pd 1800-talet dd han visade att om
vinkelsumman i en triangel dr 180° sa giller parallellpostulatet (Lewis, 1920, s. 18). For de
elliptiska och hyperboliska icke-euklidiska geometrierna, dér det femte postulatet inte stimmer,
géller att vinkelsumman i en triangel dr storre respektive mindre dn 180° (Sjoberg, 1996, s.
176). Beroende pa vilken geometri som utgds ifran, sé finns foljaktligen inga (elliptisk), en
(euklidisk) eller tva (hyperbolisk) parallella linjer till varje linje (Duo, 1970, s. 386). En
intressant f61jd som kom av parallellpostulatets svarigheter &r att frigor om geometrins stillning
som logiskt felfri vicktes och foljaktligen paverkade andra grenar inom matematiken genom
okad granskning (Lewis, 1920, s. 21).

4.3 Oklarheter i Elementa

En svérighet som dr pdtaglig i Elementa ér de definitioner som Euklides anvint for att beskriva
sadant som en “punkt” och ”rét linje”. Svarigheten ligger i att beskriva dessa objekt utan att
nyttja matematiskt odefinierade begrepp (Sjoberg, 1996, s. 40; Lehtinen, 2009, s. 73). Euklides
forsta definition &r den for en punkt och lyder: ”en punkt dr ndgot som inte kan delas”. Detta
liknar den pythagoreiska definitionen ”en monad som har en position”, men med skillnaden att
Euklides beskriver vad en punkt inte dr. Darmed blir definitionen logiskt meningslos, eftersom
den inte ger ldsaren ndgon dskadlig bild av vad en punkt dr. Ocksé definitionen av en linje “en
linje 4r en ldngd utan bredd” har logiska brister da begreppen “lingd” och “bredd” inte
definierats. Definitionen dr densamma som Platonisterna anvinde. (Sjoberg, 1996, s. 36; Smith,
1953, s. 274f; Fitzpatrick, 2007, s. 6). En annan brist ar att Elementa anvinder postulat som
forutsétter en spatial forméga och Euklides drar flera slutsatser utifrdn denna forutsatta spatiala
intuition vilket utgor ytterligare ett skl for skepticism hos ménga matematiker (Sjoberg, 1996,
s. 40; Lewis, 1920, s. 21). En tydlig oklarhet som Kline (1972) papekar ror likbenta trianglar.
Med hjélp av Euklides definitioner och axiom bevisar Kline att alla tringlar &r likbenta. Detta
staimmer emellertid inte. Felaktigheten uppstar ndr skdrningspunkten mellan en bisektris och
den vinkelrdta linje som gar igenom mittpunkten pd den motstdende sidan antas ligga i
triangeln. Om skdrningen &r inuti triangeln sd stimmer det som Kline upptickte — men,
skdrningen ligger i sjdlva verket utanfor triangeln, vilket gor att beviset faller (Kline, 1972, s.
1005-1007). Séledes ér Elementa inte felfri i sin helhet och flera efterfoljande matematiker har
upptickt ett flertal hal och felaktigheter i harledningarna (Lehtinen, 2008, s. 49).

4.4 Pythagoras sats

Pythagoras sats sdger att kvadraten pd hypotenusan &r lika med summan av kvadraterna pd
kateterna 1 en rétvinklig triangel (Figur 3). Detta presenterar Euklides som den 47:e
propositionen i Elementas forsta bok (Fitzpatrick, 2007, s. 46f; Tambour, 2002, s. 16; Persson
& Boiers, 2010, s. 29).

16



|

Figur 3: Pythagoras sats sdger att summan av kvadraterna pa kateterna &r lika med summan av kvadraten pa
hypotenusan i en ritvinklig triangel. Algebraiskt kan detta uttryckas som a? + b? = ¢?, dir a och b betecknar de
bada kateterna medan c betecknar hypotenusan.

Euklides podngterade att det omvénda ockséd giller, vilket han presenterar som sats 48 i
Elementas forsta bok (Fitzpatrick, 2007, s. 48). Satsen &r applicerbar inom flera matematiska
grenar och studerades redan langt fore Euklides tid av bland andra babylonierna och egyptierna
(Silverman, 2012, s. 13; Persson & Boiers, 2010, s. 29; Sjoberg, 1996, s. 14; Joyce, 2002).
Pythagoras sats innehéller begrepp som maéste definieras innan den fir ndgon betydelse
(Persson & Boiers, 2010, s. 29f). Exempelvis dr hypotenusan den sida i en ritvinklig triangel
som star mot den rdta vinkeln och kateterna de andra tva sidorna (Tambour, 2002, s. 15f;
Persson & Boiers, 2010, s. 30). I Elementa har alla nddviandiga begrepp och procedurer som
anviands 1 formuleringen av satsen och det presenterade beviset tagits upp enligt den
axiomatiska uppstdllning som diskuterats ovan. Dessa &r, utdver grundliggande definitioner
och axiom, satserna 14, 31, 41 och 46 i Elementas forsta bok (Fitzpatrick, 2007, s. 6, 7, 19, 33,
41, 45; Mathematics Online, 2012). Det finns en méngd bevis for Pythagoras sats som utnyttjar
ménga olika tillvigagangssitt (Tambour, 2002, s. 16). Euklides presenterar utover beviset for
Pythagoras sats dven ett bevis for en relaterad sats, ndmligen sats 31 1 Elementas sjitte bok.
Denna sats séger att en figur pd hypotenusan har en area som motsvarar summan av samma
figur pa kateterna och satsen ér sdledes en generalisering av Pythagoras sats (Fitzpatrick, 2007,
s. 189; Joyce, 2002). Hir kan det ocksa tdnkas bli relevant att ndmna pythagoreiska tripplar som
ett sitt att bestimma nya matt till sidorna i en ritvinklig triangel (Silverman, 2012, s. 14).

4.5 Euklides klassiska bevis av Pythagoras sats

Det klassiska beviset for Pythagoras sats som introducerades kortfattat i stycket ovan bygger
salunda pd grundlidggande definitioner och axiom samt resultat ifrdn redan presenterade
propositioner 1 Euklides Elementa. Satsen utgdr som tidigare ndmnts proposition 47 i detta
alster, (Fitzpatrick, 2007, s. 46f; Tambour, 2002, s. 17f) och beviset presenteras nedan.

Vi liter ABC vara en rétvinklig triangel dér vinkeln BAC ér rét (Figur 4) och vill visa att

summan av kvadraten pa strickan BC ér lika med summan av kvadraterna pa strickorna AB
och AC.
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Figur 4: En rdtvinklig triangel med den rdta vinkeln BAC.

Vi konstruerar forst kvadraten BDEC pd sidan BC, kvadraten AGFB pé sidan AB och
kvadraten CKHA pa sidan AC enligt Proposition 1.46 (Figur 5).

H

D =
Figur 5: Kvadrater konstrueras mot varje sida pa den ritvinkliga triangeln.

Direfter ritar vi in strickan AL mellan punkten A och dess skidrning L med strickan DE s4 att
AL blir parallell med BD och CE enligt Proposition 1.31. Skédrningen med linjen BC kallar vi
M (Figur 6).
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Figur 6: Strickan AL konstrueras parallellt med sidorna BD och CE.

Vi forbind ddrefter punkt A med punkt D och punkt F med punkt C sé att strackorna AD och
FC bildas.

R
e k
A
’\:
T
R d
D . E

Figur 7: Punkt A och D samt punkt F och C forbinds sé att tva trianglar — ABD och FBC — bildas.

Vinklarna DBA och FBC ér lika eftersom bdda bestér av vinkeln ABC och en rit vinkel —
LDBC respektive LFBA. Eftersom |AB| = |[FB| och [BD| = |BC| och 2DBA = £FBC s far vi
att AFBC = AABD enligt Proposition [.4. Vidare har vi att sidan FB || sidan GA. Dessutom &r
£BAG = £BAC = L. Alltsd &r ZBAG + £BAC = L + L = 180°. Strackorna AC och AG ligger
saledes enligt Proposition 1.14 pd samma linje och vi har CG || BF. Kvadraten AGFB ligger
mellan samma parallella linjer som triangeln FBC, vilket innebér att arean av kvadraten AGFB
ar dubbelt sa stor som arean av triangeln FBC enligt Proposition 1.41. Enligt samma proposition
har vi att arean av rektangeln BDLM é&r dubbelt sd stor som arean av triangeln ABD.
Foljaktligen far vi att rektangeln BDLM har samma area som kvadraten AGFB.
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Vi fér att arean av kvadraten CKHA ir lika stor som arean av rektangeln MCEL genom att rita
strickan BK mellan punkt B och punkt K samt strickan AE mellan punkt A och punkt E och
applicera samma resonemang som innan (Figur 8).

D v =

Figur 8: Om strdckorna mellan punkt B och K respektive punkt A och E dras och samma resonemang som innan
fors, sa pavisas att arean av kvadraten CKHA 4&r lika stor som arean pa rektangeln MCEL.

Séaledes har vi slutligen ocksé att arean av kvadraten pé sidan BC &r lika med summan av arean
av de bada kvadraterna pa sidorna AB och AC (Figur 9).

D A

Figur 9: Askadning av kvadraterna pa sidan BA och AC, vars sammanlagda area svarar mot den summerade arean
av de rektanglar som tillsammans utgdr kvadraten pa sidan BC.

4.6 Pythagoras sats och bevisens roll i dagens skola

Pythagoras sats ér ett av de teorem som idag och historiskt sett priglat matematikundervisning
(Prytz, 2007, s. 167; Tambour, 2002, s. 17; Silverman, 2012, s. 13). Ur tidigare framstillning
av litteraturen kan vi konstatera att det rader en uppfattning hos elever om att argumentation
och formella bevis inom geometri dr svart. Generalisering kan i stort anses vara ndgot de inte
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kénner sig sakra med (Kadej, 2008, s. 16). Det finns forskning som tyder pa att elever har svart
att uttrycka sig utan hjélp och bekriftelse ifrdn en ldrare eller ett givet svar (Popescu &
Koedinger, 2000, s.1) och att elever 6verlag kan tinkas ha svart att losa geometriproblem
(Nilsson, 2005, s. 80). Vidare uppfattar ocksa larare det som utmanande att arbeta med bevis,
eftersom de saknar erfarenhet av att undervisa bevisforing (Koi, 2008, s. 260). Bevisforing ser
annorlunda ut i skolan i olika lédnder, vilket kan forklaras som en f6ljd av att ldroplanerna &r
utformade olika (Mariotti, Knipping, Kiichemann & Nordstrom, 2005, s. 386). I Sverige och
ménga andra lander har bevisens roll i skolan inskrankts nimnvirt sedan 1980-talet (Nordstrom
& Lofwall, 2005, s. 448), vilket dr orovickande med tanke pé bevisens roll inom matematiken
(Lehtinen, 2008, s. 10). Redan pa 1930-talet riktades kritik mot elever och lirare angaende
elevers svérigheter att utfora enkla bevis (Prytz, 2007, s. 183) och numera tycks bevis i
allménhet vara forbehallna nagra fa hogpresterande elever. Av de i ldrobocker presenterade
dmnesomradena tycks geometriavsnittet vara det som préglas av flest mojligheter till arbete
med bevis (Nordstrom & Lofwall, 2005, s. 450, 454), vilket ocksd kan anses motivera
geometrins betydelse inom skolmatematiken ytterligare.

4.7 Ett modernt liroboksbevis av Pythagoras sats

Nedanstdende bevis anvédnds 1 ldroboken Origo 1b (2011) och utnyttjar bdde geometri och
algebra, till skillnad frdn det klassiska Euklidiska beviset som &r helt geometriskt. En bild
skapas med hjélp av geometriska figurer, varpa areor berdknas och algebra anvinds for att
forenkla det erhallna uttrycket, tills det att Pythagoras sats bevisats. Nedan framstélls beviset
stegvis.

Inled med att skapa en kvadrat med sidan ¢ (Figur 10).

Figur 10: En kvadrat med sidan c.

Skapa sedan fyra ritvinkliga trianglar vars hypotenusa ar kvadratens sidor. Tva horn i triangeln
kommer vara placerade i1 kvadratens horn. En storre kvadrat skapas med hjilp av de trianglar
som omsluter den mindre kvadraten. De omslutande trianglarna bildar en kvadrat eftersom de
ar kongruenta. Denna yttre figur dr en kvadrat med rita vinklar eftersom vinkelsumman av den
inre kvadratens horn och de intilliggande vinklarna i trianglarna dr 180° (se markerade vinklar
i figur 11). Det gar nu att berdkna den storre kvadratens area pa tva olika sitt (Figur 11).
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Figur 11: Kongruenta rétvinkliga trianglar skapas pa kvadratens sidor. Detta skapar en storre kvadrat som omsluter
den mindre kvadraten med sidan c.

Genom att studera en av de sidorna som den storre kvadraten har s kan vi uttrycka en sida som
a + b. Arean for en kvadrat beriknas genom formeln s2, vilket i detta fall leder till att arean &r
(a + b)?. Detta kan skrivas om med hjilp av forsta kvadreringsregeln till a? + b? + 2ab.

Arean kan ocksa beréknas genom att studera den mindre kvadraten samt trianglarna. Arean for

den lilla kvadraten med sidan ¢ 4r d& c2. En triangels area &r (lz—h) vilket 1 detta fall blir @

: . e s . . b
eftersom det finns fyra trianglar sa far vi arean for alla trianglar genom 4 - aT Genom att addera

o o 0 . o b
dessa tvé areor s& far vi den stora kvadratens area som fér uttrycket c? + 4 - % som kan

forenklas till ¢ + 2ab.

Dessa tva uttryck beskriver samma area, vilket gor det mdjligt att stilla upp ekvationen a? +
b? + 2ab = ¢? + 2ab. Denna ekvation kan forenklas till a? + b? = c¢? vilket bevisar
Pythagoras sats.
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S Geometrin i svensk skola — forr och idag

Syftet med denna del dr att ge en overblick av skolgeometrins utformning och betydelse for
dagens undervisning. Genom att presentera innehdll fran ldroplanen, dmnesplaner och
kursplaner med koppling till geometriomrdadet ges en kontrastering av den historiska
genomgdngen ovan mot moderna tankegangar om vad som idag dr relevant
undervisningsinnehdll. For att tydliggora skillnaderna mellan dagens riktlinjer och vad som
tidigare podngterats i svensk geometriundervisning inleds avsnittet med en sammanstdllning
av tidigare svenska styrdokuments kommentarer om dmnet.

5.1 Geometrins framstillning i tidigare svenska styrdokument

Fore inforandet av den niodriga grundskolan i och med 1962-4rs banbrytande skolreform, fanns
geometri uttryckt i folkskolans normalplaner och de efterfoljande utbildningsplanerna (Prytz,
2007, s. 59). Geometrins betydelse, fokus och omfiang har varierat genom historien for att
slutligen leda fram till det som idag utgoér ldroplanerna for den svenska grund- och
gymnasieskolan. Fore utbildningsplanen 1919 klassificerades geometri som ett eget imne, men
kom s& sméningom att kombineras forst med aritmetik och direfter andra delar av det som idag
inkluderas i matematikdmnet (Prytz, 2007, s. 55). I utbildningsplanen f6r folkskolan uppmanas
lararen att lata elever sjdlva utfora métningar, skapa fysiska modeller genom klippning, vikning
och dylikt. Stort fokus 14g sélunda pa ett praktiskt 4askédliggérande inom
geometriundervisningen for de yngre aldrarna (Prytz, 2007, s. 57). Vidare skulle elever fi skapa
geometriska konstruktioner som kan vara av anvindning i livssituationer genom att i falt gora
iakttagelser och provningar (Kungl. Skoldverstyrelsen, 1919, s. 69). Det fanns alltsa klara
direktiv for att de studerande skulle omsitta sin teoretiska kunskap i praktiken (Prytz, 2007, s.
71). Den teoretiska grunden for skolgeometrin fram till 1960-talet var emellertid Euklides
elementa, vilket ocksé pépekats i avsnitt 3.2.

Geometriundervisning har i Sverige varit en del av den moderna skolundervisningen sedan
laroplanen 1962 — Lgr62. Lgr62 bestod av tvé delar, en allmén del med mél och riktlinjer och
en del innehdllande timplaner och kursplaner for varje &mne. Nilsson pdpekar hur han under
sin egen tid som ldrare pd 60-talet upplevt att den allménna delen ofta forbisdgs som mindre
viktig (Nilsson, 2005, s. 21). Lgr62 podngterar att matematikundervisning ska ge eleven
fortrogenhet i elementéra geometriska begrepp och metoder, ddremot &r inte axiomatisk
geometri och euklidiska konstruktioner lika framtrddande som tidigare (Kungl.
Skoloverstyrelsen, 1962, s. 164; Nilsson, 2005, s. 22). Detta innefattar i hogstadiet sddant som
behandling av cirkelns omkrets och area, rit- och matovningar rorande geometriska figurer i
plan, métningar av vinklar och introduktion av viss volymberéikning av till exempel cylindrar,
koner och klot. Vidare ska dven “viktiga geometriska satser” tas upp (Kungl. Skoldverstyrelsen,
1962, s. 165-169). Har uppmuntras ocksd anvindningen av geometri for att forklara viss
aritmetik och algebra (Kungl. Skoldverstyrelsen, 1962, s. 170). Sadan analytisk geometri
arbetade bland annat René Descartes och Pierre de Fermat med redan pa 1600-talet och Julius
Pliicker pd 1800-talet (Sjoberg, 1996, s. 112; Restivo, 1992, s. 14; Lehtinen, 2009, s. 68).

I den efterfoljande laroplanen Lgr69 finns kongruens, likformighet, vektorer, métning,
enhetsbyten, ldngd, area och volymberdkning alla uttryckta under hogstadiets huvudmoment
(Skoldverstyrelsen, 1969, s. 137). Aven hir uppmuntras undervisning som tydliggér sambandet
mellan de olika grenarna inom matematiken och det podngteras att matematikundervisningen
kan wunderldttas genom nyttjandet av ett gemensamt omradesdvergripande sprak
(Skoloverstyrelsen, 1969, s. 138). Under kursplanen for matematik 1 ldroplanen for
gymnasieskolan 1970 éterfinns bland annat vektorer, koordinatsystem i plan och rum samt area-
och volymberikning (Skoldverstyrelsen, 1970, 257-259). Aven hir foresprikas en integrerad
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matematikundervisning utan skarpa grinser inom @mnet eller kursen. Det skulle dessutom
forekomma tillimpningar som var relevanta for det aktuella programmet (Skoldverstyrelsen,
1970, s. 259¢1).

5.2 Laroplanen for gymnasieskolan

For att skolan ska kunna formedla kunskaper sa krévs en diskussion om vad kunskap &r och
vilken kunskap som &r viktig nu, men ocksa i framtiden. Kunskapen kan dven komma 1 olika
former som bland annat fakta och fardigheter och undervisningen ska betona de olika
kunskapsformerna (Skolverket, 2011, s. 8). Detta betyder att ldraren méste genomfdra en
varierad undervisning dir de kunskapsformerna behandlas.

Skolans uppdrag ér att frimja utvecklingen hos eleverna sé att de aktivt deltar i yrkes och
samhillslivet samt elevernas allsidiga utveckling. Eleverna ska ocksé vilja 16sa problem och
utveckla sin formaga att ta initiativ och ansvar. Elever ska dessutom ldra sig att arbeta sjélva
men ocksa tillsammans med andra (Skolverket, 2011, s. 6f). Skolverket skriver ocksa om vad
eleverna ska kunna gora med sin kunskap.

De ska kunna anvinda kunskapen for att:

— formulera, analysera och prova antaganden och 16sa problem,

— reflektera dver sina erfarenheter och sitt eget sétt att ldra,

— kritiskt granska och vérdera pastdenden och forhallanden, och

— 10sa praktiska problem och arbetsuppgifter. (Skolverket, 2011, s. 9)

Detta blir svért for eleverna att genomfora pa en lektion dér ldraren inleder med en foreldsning,
som sedan efterfoljs av individuellt rdknande 1 ldroboken. Det kriver da att
matematikundervisningen innehéller delar dér man jobbar med till exempel 6ppna problem som
gynnar eleverna pa dessa punkter. Man méste ocksa anvinda sig av formativ bedomning dir
eleverna bland annat fir reflektera dver erfarenheter och hur de lir sig. Oppna problem ir ocksa
ett bra tillfille for just formativ beddmning enligt skolverket i deras stddmaterial
Kunskapsbedomning i skolan (2011).

5.3 Amnesplanen for matematik

”Ytterst handlar matematiken om att uppticka monster och formulera generella samband.”
(Skolverket, 2011, s. 90). Matematikundervisningen ska syfta till att utveckla elevernas
matematiska formaga, forstaelse och strategier for att 16sa problem. Eleverna ska dven utmanas
inom matematiska omrdden och genom detta fa erfarenheter inom de olika matematiska
omrddena. Undervisningen ska vara varierad med olika arbetssdtt och mdjligheter till
undersokande aktiviteter samt mdjlighet till kommunikation genom olika uttrycksformer dir
ocksa digital teknik ska innefattas (Skolverket, 2011, s. 90).

Skolverket specificerar sju formégor som eleverna ska utveckla inom matematikens olika
omréden, till exempel geometri. Formagorna dr nddvindiga hjdlpmedel och behdvs for att
uppfylla malen i stycket ovan, s& som att de ska kunna kommunicera, 16sa problem, fora
matematiska resonemang och s vidare (Skolverket, 2011, s. 90f). Lararen méste d& bedriva en
undervisning som utvecklar dessa sju olika forméigor inom alla olika matematiska omrdden som
dmnesplanen innehéller.

5.4 Kursplaner i matematik

Alla elever i gymnasieskolan ldser matematik 1 men i de olika kurserna Mala, Malb och Malc.
Matematik 1 bygger pa den kunskap som ges i grundskolan, men det centrala innehéllet varierar
beroende pé vilken av de tre kurserna som eleven ldser (Skolverket, 2011, s. 91). Detta medfor
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att alla elever inte jobbar med exakt samma delar av det geometriska innehéllet utan viss
variation finns.

Elever som gar yrkesprogram ldser matematik la dér fokus hamnar pa matematiken inom de
yrken de ska utbilda sig till. Detta gors bland annat genom att ha uppgifter som ar knutna till
yrket (Skolverket, 2011, s. 92). Det centrala innehallet som behandlar geometri dr foljande:

e Egenskaper hos och representationer av geometriska objekt, till exempel
ritningar, praktiska konstruktioner och koordinatsystem.

e Geometriska begrepp valda utifran karaktirsdmnenas behov, till exempel skala,
vektorer, likformighet, kongruens, sinus, cosinus, tangens och symmetrier.

e Metoder for mitning och berdkning av storheter som é&r centrala for
karaktirsdmnena.

e Enheter, enhetsbyten och behandling av métetal som &r centrala for
karaktdrsdémnena samt hur man avrundar pé ett for karaktdrsdémnena relevant sétt.
(Skolverket, 2011, s. 92)

Elever som gar pa ekonomiprogrammet, estetiska programmet, humanistiska programmet och
samhiéllsvetenskapsprogrammet ldser kursen matematik 1b. Hiar knyts matematiken till flera
olika delar s& som andra dmnen, yrkesliv, samhillsliv och matematikens kulturhistoria
(Skolverket, 2011, s. 98). Det centrala innehallet som behandlar geometri dr foljande:

e Begreppet symmetri och olika typer av symmetriska transformationer av figurer
i planet samt symmetriers forekomst i naturen och i konst fran olika kulturer.

e Representationer av geometriska objekt och symmetrier med ord, praktiska
konstruktioner och estetiska uttryckssitt.

e Matematisk argumentation med hjélp av grundliggande logik inklusive
implikation och ekvivalens samt jimforelser med hur man argumenterar i
vardagliga sammanhang och inom olika &mnesomréaden.

e [llustration av begreppen definition, sats och bevis, till exempel med Pythagoras
sats och triangelns vinkelsumma. (Skolverket, 2011, s. 98)

Den sista matematik 1-kursen dr matematik 1c som elever fran naturvetenskapliga och tekniska
programmet ldser. Det centrala innehéllet som behandlar geometri dr foljande:

e Begreppen sinus, cosinus och tangens och metoder for berdkning av vinklar och
langder i ratvinkliga trianglar.

e Begreppet vektor och dess representationer sdsom riktad stricka och punkt i ett
koordinatsystem.

e Addition och subtraktion med vektorer och produkten av en skalér och en vektor.

e Matematisk argumentation med hjélp av grundliggande logik inklusive
implikation och ekvivalens samt jimforelser med hur man argumenterar i
vardagliga sammanhang och inom naturvetenskapliga &mnen.
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e [llustration av begreppen definition, sats och bevis, till exempel med Pythagoras
sats och triangelns vinkelsumma. (Skolverket, 2011, s. 104)

Fortsdttningskurser (s& som Ma2b, Ma2c och Ma3c) innehaller ocksd geometriska delar som
oftast hamnar under samma centrala innehdll som algebra. Det geometriska innehéllet 4dr bland
annat begrepp, satser, illustrationer och symmetrier. Elever ska ocksa fa mojlighet att kunna
argumentera matematiskt och tolka olika representationer (Skolverket, 2011).

26



6 Olika former av undervisning

Detta kapitel beskriver ndagra olika former av undervisning som just nu férekommer inom
geometriundervisningen i den svenska gymnasieskolan. Genom att introducera olika metoder
och verktyg som visat sig vara effektiva for ldrarens arbete inom omrddet, kan ndsta steg tas
mot att beskriva hur geometriundervisningen skulle kunna forbdttras.

6.1 Laroboksstyrda lektioner

For ménga elever, men dven larare, ir det centrala inom matematikundervisningen ldroboken.
(Skolverket, 2003, s. 24f). Lérare i studien av Svensson och Stéhl (2005) anger att de anvander
liroboken som det framsta verktyget vid planering och undervisning. Den typiska
undervisningen bestér av tva delar, en foreldsning av ldraren som f6ljs upp av enskilt arbete i
laroboken.

Det centrala i Ovningsbockerna som undersoks av Svensson och Stahl (2005) é&r
ovningsuppgifter dir 60-90% av uppgifterna ar berdkningsuppgifter. Av dessa uppgifter ir dven
majoriteten abstrakta och binder inte ihop matematiken och elevernas verklighet. Detta
konstaterar dven Areskoug och Grevholm (1987) och papekar att matematikbdckernas
uppgifter ger elever sma mojligheter att koppla uppgifterna till sig sjdlva vilket leder till en
kénsla av att problemet i uppgiften ej angér eleven. Matematikens historia presenteras i form
av utspridda och korta inslag i de olika bocker som Svensson och Stahl (2005) undersokte i sin
studie, vilket enligt Areskoug och Grevholm (1987) kan ge intrycket att historien inte dr sirskilt
viktig. Larobockerna har ocksa varierat geometriskt innehall och motiverar geometrin pa olika
sétt (Svensson & Stahl, 2005).

6.2 Laborativa lektioner

Laborativ matematikundervisning definieras som en verksamhet dér elever jobbar bade mentalt
och praktiskt med material som har ett specifikt undervisningssyfte. Detta material kan bade
vara fysiskt och digitalt (Rystedt & Trygg, 2010). Laborativ matematikundervisning kan
medfora positiva effekter s& som 6kat intresse, motivation och mer positiv syn pa matematiken.
Andra effekter kan vara att elever fir jobba mer varierat, aktivera ménga sinnen och skapa en
bro mellan konkreta ting och abstrakta symboler (Rystedt & Trygg, 2010). Utdver detta finns
effekter sa som utvecklandet av en analytisk forméga och kritiskt tinkande samt en mdjlighet
for eleven att utveckla sin sociala kompetens och kommunikativa formaga (Hult, 2000).

I en studie av Hermansson (2013) genomfors intervjuer med ldrare om hur de jobbar med
laborativa lektioner. En ldrare tycker det dr viktigt med bra material ndr man ska genomfora en
lektion och att den laborativa matematiken enkelt kan kombineras med fysiken. Elever far ocksa
ett mer varierat arbetssitt dir de lar sig att genomfOra laborationer praktiskt och att
komplicerade foreteelser kan bli enklare, vilket dven blir ett avbrott fran att f6lja laroboken.
Hermansson (2013) menar att laborativa uppgifter dessutom stdller krav péd ldrarens
kommunikativa forméga. Han fortsitter med att pdpeka att laborativa lektioner oftast dr
tidskrdvande och att de dven kan vara en budgetfraga da material maste inforskaftas.

6.3 Lektioner baserade pia 6ppna problem
Forskning har visat att ldraren spelar en viktig roll hos eleverna nér de ska l6sa problem. Ett
Oppet problem definieras genom att det uppfyller minst ett av foljande kriterier:

o Problemet borjar dppet dér eleverna fér vélja vilka aspekter av problemet de vill hantera.

o Problemet kan l9sas pé flera olika satt dér olika vigar kan ge samma svar.
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e Problemet har flera olika svar som alla kan vara ritt. (Hahkioniemi, Leppdaho &
Francisco, 2013)

Att blanda 6ppna problem och laborativ lektion under samma undervisningstillfdlle ar fullt
mdjligt, vilket gér att se i studien av Hahkioniemi, Leppédaho, & Francisco (2013) dér de loser
oppna problem med det digitala materialet som ges frin GeoGebra. Oppna problem har visat
sig ha positiva effekter som bland annat okad kreativitet, 6kad reflektionsformaga och dkat
intresse. Det finns modeller for hur problemldsningen gar till, det mest kiinda ar Polya’s (1945)
modell som dr uppdelat i fyra faser (Héhkioniemi, Leppdaho, & Francisco, 2013). De fyra
faserna ar foljande:

o Forstd problemet.

o Utforma en plan for att hantera problemet.

e Utfora planen och fa en 16sning pé problemet.
o Reflektera ver det man gjort.

Oppna problem ger eleverna mojlighet att utveckla sin kognitiva formaga genom att 6ppna
problem ar mer komplexa dn enkla proceduruppgifter. Ett tilldtande och bra klassrumsklimat
har ocksa en positiv paverkan pa utvecklingen av den kognitiva formagan. Att utveckla 6ppna
problem och genomféra dem under en laborativ lektion dr dock komplext dé alla klasser och
elever ar unika, vilket krdver att undervisningen anpassas for att ge eleverna den bista
mdjligheten att utveckla kunskaper inom geometrin, men dven for att utveckla sin kognitiva
formaga (Lipowsky et al., 2009).
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7 Teorier om lidrande i geometriundervisning

En teori som har utvecklats och fatt stor betydelse ndr det gdller att assistera ldrare i sin
forstdelse for elevers geometriinldrning dr den sd kallade van Hiele-teorin. Denna teori utgar
ifran stadieteorin om kognitiv utveckling, vilken utvecklats av Jean Piaget. I syfte att bdittre
kunna forsta van Hieles teori inleds dirfor detta avsnitt med en kort genomgdng av Piagets
teorier, vilken foljs av en utforlig genomgdng av van Hieles teori for elevers tinkande i
geometri.

7.1 Piagets teori om kognitivt lirande och barns uppfattningar om geometri
Det kognitiva ldrandet dr en ldrandeprocess om hur vi tar till oss och bearbetar information
och kunskaper samt hur vi anvénder dessa kunskaper i vért liv och var omgivning. Den
schweiziske forskaren Jean Piaget (1896—1980) studerade hur barns tinkande utvecklades
under uppvixten, vilket ledde till att han delade upp barns och ungdomars utveckling i fyra
kognitiva stadier:
1. Det sensomotoriska stadiet (0 — 2 ar)
Barn utvecklar motoriska formégor.
2. Den preoperationella perioden (2 — 7 ar)
Barn utvecklar sitt sprak och lér sig hur de kan uttrycka och beskriva virlden med
sprék.
3. De konkreta operationernas period (7 — 11/12 dr)
Barn utvecklar formégan att ténka logiskt.
4. De formella operationernas stadium (11/12 ar — )
Barn utvecklar formégor att analysera och resonera i abstrakt och symboliskt ténkande
ocksa med andra manniskor. (Saljo, 2011, s. 1671)

Sdljo (2012) skriver att Piaget ansdg att det var viktigt att fa forstéelse for grundlaggande
kunskapsteoretiska frdgor genom att studera barns utveckling. Piaget var intresserad av hur
barns sitt att skapa forstaelse och uppfattningar om vérlden utgér frdn den biologiska
premissen. Han pépekade att barns lirandeprocesser méste anpassas till det stadium barnets
tankande befinner sig pa.

Piaget anvinde termerna assimilation och ackommodation som grundliggande mekanismer
for den konstruktivistiska teorin om barns utveckling. Assimilation innebér att ny information
och nya erfarenheter kan inforlivas med hjélp av redan existerande kunskaper, det vill séga att
barn tar in kunskaper och dédrigenom berikar sina erfarenheter. Med ackommodation menas att
barn dndrar sitt sétt att tinka baserat pa tidigare erfarenheter, alltsa att det sker en fordndring
av tankande, nér ndgot orsakar en sé kallad kognitiv konflikt. Bade assimilation och
ackommodation dr nirvarande samtidigt och ingar i barnets process att anpassa sig till sin
omgivning (Séljo, 2012, s. 166f).

I boken The child’s conception of geometry (Piaget, Inhelder & Szeminska, 1981) och The
child’s conception of space (Piaget & Inhelder, 1963) behandlas problemet om barns
formatematiska forestédllningar, speciellt om geometri. Piaget hivdar att barn vid 3-ars dlder
har forsokt sérskilja raka och krokiga linjer, figurer med vinklar och skillnaden mellan 6ppna
och slutna figurer. For sma barn &r de topologiska egenskaper hos former i rummet mera
meningsfulla dn de euklidiska egenskaperna hos samma former. Enligt Piaget uppfattar de
flesta barn vid 7-ars &lder bdde euklidiska och topologiska egenskaper hos geometriska
figurer. Det &r viktigt att uppmuntra sma barn till att utveckla sin egen geometriska forstaelse
genom att lata dem utforska och undersoka olika geometriska former samt involvera dessa 1
lek.
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7.2 Van Hieles teori om liirande i geometri

Det nederlidndska forskarparet Pierre van Hiele (1909-2010) och Dina van Hiele-Geldof
(1911-1958) utvecklade en teori som de lade fram i sina doktorsavhandlingar, vilka beskriver
hur barn utvecklar sin forstdelse av geometri. De hade upptickt svarigheter som deras elever
hade rérande geometri, speciellt gillande forfattandet av geometriska bevis (Mason, 1998, s.
4). Pierre van Hiele fortsatte arbeta vidare med teorin efter sin fru Dinas dod strax efter sin
doktorsdisputation (Hedrén, 1992).

Bergius (2014) skriver att enligt van Hieles teori genomgéar varje individ, i sitt 1drande,
nivéderna i tur och ordning.

e Nivd I. Igenkidnnande, visualisering
Elever i denna niva har kunskaper om och kdnner igen former och geometriska figurer
men dr omedvetna om deras egenskaper. Till exempel kan eleven kénna igen en bild av
en rektangel men uppticker inte egenskapen att den har parallella sidor. Eleven ser en
rektangel som ett objekt som liknar nigot, till exempel en dorr eller fonsterruta (Hedrén,
1992; Bergius, 2014).

e Nivd 2. Analys
Eleven kan analysera geometriska figurer och rikna upp olika egenskaper genom att vika
papper, mita, rita pa rutat papper eller anvinda geobréde. Men eleven kan inte se hur
dessa egenskaper forhéller sig till varandra, till exempel kan eleven inte se kvadraten som
en romb eller sambandet mellan rektanglar och réitvinkliga trianglar (Hedrén, 1992;
Bergius, 2014).

e Niva 3. Abstraktion
Pé den tredje nivan kan eleven forsté logiska relationer och egenskaper i figurerna och
samtidigt inse vikten av korrekta definitioner, till exempel att alla kvadrater &r rektanglar
men att alla rektanglar inte dr kvadrater (Hedrén, 1992; Bergius, 2014).

e Nivad 4. Deduktion
Eleven forstar betydelsen av deduktion och vikten av att kunna anvinda axiom, satser och
bevis 1 geometrin. P4 denna niva bor eleven kunna konstruera bevis som normalt
aterfinns 1 geometrin pa gymnasiet (Hedrén, 1992; Mason, 1998).

e Nivd 5. Stringens
Nir eleven jobbar med geometrins grunder forstar hon vikten av precision. Eleven kan
konstruera bevis, utveckla teorier och analysera samt jamfora euklidisk och icke-
euklidisk geometri (Hedrén, 1992; Bergius, 2014).

Den ursprungliga van Hiele-teorin anvinder olika nivéer for elevers tdnkande i geometri fran
0 — 4 medan den amerikanska versionen av teorin istéllet anvénder nivaerna 1 — 5 och dér
nivé 0 anses vara sé kallad pre-recognition (Mason, 1998). Van Hiele hade den ldgsta nivan
som kallades niva 0 i borjan for att beskriva den visuella och igenkdnnande nivan, ett
forstadium av geometritinkande. Men senare ansdg han att forstadiet var lika viktig som
ovriga nivéer och dirfor kallade han denna niva 1 istillet (Hedrén, 1992).

For att lyckas pd en nivd maste eleven gd igenom inldrningsprocess som omfattar olika faser.
Dessa faser ir olika utvecklings- och inldrningsfaser, som enligt van Hiele (1986, s. 53f), kan
leda till att elever nar en hogre niva av tdnkande:
1. Observation
Eleven gor en undersdkning och observerar materialet eller foremélet som ska undersokas,
eleven kan kommunicera med andra om materialet eller foremalet (van Hiele, 1959).
2. Vigledd undersokning
Eleven dr medveten om undervisningsmalet, ordnad foljd av aktiviteter som gor att eleven
blir medveten om egenskaperna for den niva pa vilken hon arbetar (Bergius, 2014).
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3. Klarhet
Eleven ldr sig att diskutera och beréttar framfor klassen om observationsmaterial eller
foremal med hjélp av sina tidigare kunskaper och erfarenheter. Lararen hjdlper eleven sa
att hon kan anvinda korrekt matematiskt sprak och symboler (van Hiele, 1959).

4. Friundersokning
Eleven forvéntas hitta sin egen vig 1 uppgifter dar omradet for unders6kningen oftast ér
kénd och som kan slutforas pa olika sitt (van Hiele, 1959).

5. Sammanfattning
Aterblick och summering av genomfort arbete gors gemensamt av lirare och elev.
Sammanfattningen ger en dverblick av begrepp och sammanhang, liraren sitter den nya
kunskapen i ett vidare perspektiv utan att presentera ndgot nytt (Bergius, 2014).

Bergius (2014) papekar att eleven kan utveckla sin forméga i varje niva for att uttrycka sig
och bli mer matematiskt korrekt, vilket enligt van Hiele fir eleven att nd stringens, den hogsta
nivan. Bergius (2014) hivdar att det finns likheter mellan van Hieles och Vygotskijs tankar
om att det mest effektiva ldarandet sker nér eleven ges utmaningar i svéra uppgifter som de
méste 10sa pa egen hand och dir elever kan {4 kontakt eller kommunicera med ndgon som har
mera kunskaper.

Van Hiele (1986) papekar att spriket &r ett viktigt redskap for tdnkandet och det knyter an till
Bergius papekanden om virdet av att kunna uttrycka sig matematiskt korrekt. Lararen bor
forsoka hjilpa eleven utveckla sina sprékliga symboler och sin begreppsinldrning. Lararen
maéste kunna forklara begrepp genom att forst exemplifiera och dérefter forklara dem,
eftersom detta forbéttrar elevernas forstaelse for de nya koncepten (van Hiele, 1986, s. 57).

7.3 Van Hiele och Piaget

Van Hiele medgav att han var inspirerad av Piagets olika nivder om barnets utveckling, fast
med skillnaden att hans och Piagets teorier har olika inriktning. Piagets teori dr inriktad pé
barnets utvecklingsprocesser medan van Hieles teori 1 storre grad &r inriktad pa ldrande. Van
Hiele papekar ocksa att Piaget bara skiljde mellan tva niver, de konkreta och formella
operationernas stadium, och menade att det skulle bli léttare att forstd om Piaget hade haft fler
nivaer. Han hade inte undersokt pé vilket sétt lararen skulle hjélpa elever att ga fran en niva
till nésta, vilket ddremot van Hiele hade gjort (van Hiele, 1986, s. 5f; Hedrén, 1992, s. 30f).
Piaget ansdg att spriket inte spelade en viktig roll for att en elev ska lyckas passera fran en
niva till ndsta, och hdvdar att det genom barnens handlanden gick att se om barnen hade
forstatt fragorna oavsett om man stéllde frdgor som barn generellt inte skulle forstd. Enligt
Piaget framgick oforstaelse genom barnens instillningar nir de fick fragorna. A andra sidan
ansdg van Hiele att det var svért att veta pd vilken niva barnen befinner sig, oberoende av
huruvida de verkade forsta eller inte (van Hiele, 1986, s. 5f; Hedrén, 1992, s. 30f). Van Hiele
hévdar att ett stort problem inom geometriundervisning &r att ldraren inte alltid kan anpassa
spréket sé att eleverna forstar battre — det vill sdga att undervisningen inte ldggs pd den niva
som eleverna befinner sig (van Hiele, 1986, s. 39).

Till skillnad fran Piagets teori om att &lder och biologisk intellektuell mognad &r en serie
stadier som passeras i ldrandets utveckling sd anser van Hiele att det &r undervisning och
erfarenhet som har starkaste inverkan pd larandet. Ténkandets utveckling kan ségas 16pa
genom olika nivaer dér erfarenheter har en stor paverkan for hur utvecklingen av
inldrningskurvan kommer att se ut. Detta dr inte en linjdr process utan passerar ett antal nivaer
som kan ségas vara hierarkiskt ordnade och att vissa nivaer passeras snabbare &n andra
(Nilsson, 2005, s. 84).
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7.4 Van Hiele-niviernas betydelse for elevernas lirande

Enligt Mason (1998, s. 6) ér det vanligt att gymnasieldrares tankegang befinner sig pé van
Hiele-nivé 4 eller 5 medan gymnasieelevernas tinkande befinner sig pa niva 1 eller 2. Nar
elever och ldrare befinner sig pé olika nivéer uppstar tva problem. Det forsta dr att elev och
larare inte anvédnder ett gemensamt sprik och eleven forstar da ingenting av ldrarens
undervisning. Det andra dr att lararen trots alla forklaringar och argument inte lyckas att fa
eleverna att forstd undervisningen och lararen upplever dé en kénsla av hoppldshet. Hedrén
(1992, s. 30) beskriver att varje niva har sina egna sprékliga symboler och darfor dr det viktigt
att ha en korrekt forstaelse pa en niva eftersom det kan ske modifikationer pd en annan niva.
Hedrén anser vidare att den modell som van Hieles teori bygger pa kan fungera inom andra
matematiska omraden 4n geometri.

Overgang fran en nivé till den niista sker oberoende av elevens alder och 4r mer beroende av
undervisningen. Hedrén (1992, s. 29) hdvdar att undervisningen bade kan underlitta och
forsvéra elevens dverging men det finns ingen metod for undervisning som gor det mojlig for
eleven att hoppa 6ver en niva. Enligt van Hiele (1986, s. 62f) dr elevens utveckling beroende
av mojligheter till att diskutera sin metod och tankegang samt att liraren inte ska ge alla
instruktioner da detta kan hindra elevens inlérning. Elevens tankar ska komma fran sitt eget
resonerande, inte frin sin larares kunskaper.

Hedrén (1992, s. 29) pépekar att eleven som gar i forskolan och 14gstadiet borjar sin trdning
pa niva 1 dér hon kan uttrycka geometriska figurer. Till exempel kan eleven kédnna igen en
romb pé grund av att hon har lért sig att figuren kallas for en romb. Eleven som befinner sig
pa niva 2 kan uppticka vissa egenskaper hos en romb — att den kan beskrivas som en
fyrhorning med fyra lika langa sidor, och s vidare. En elev pa niva 3 forstér redan att en
kvadrat har samma egenskaper som en romb och kan papeka att en kvadrat ocksa dr en romb.
Hedrén hédvdar att enligt van Hieles teori borjar den elementdra geometrin att bli teoretiskt pa
niva 2 eller 3. Hedrén (1992, s. 30) papekar att ldraren maste ta hinsyn till den van Hiele-niva
som eleverna befinner sig p4, att fler &n en niva kan féorekomma i en klass samt att enskilda
elever kan befinna sig pa olika nivaer inom olika moment i &mnet geometri. Det dr darfor
viktigt for ldrare att veta vilken niva eleverna befinner sig pa, eftersom eleverna kan ha helt
andra geometriska begrepp i sina tankar under geometriundervisning én vad l4raren har.
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8 Didaktik och didaktiska processer vid geometriinlirning

Detta avsnitt tar upp olika sdtt att bearbeta geometri utifran ett didaktiskt perspektiv. Avsikten
med detta val av exempel dr att skapa viss forstdelse for den mer abstrakta delen av
geometriinldrning hos elever. I och med denna forstdelse uppstdr ett tillfdille for ldraren att
forstdrka praktiska undervisningsmajligheter med en vetenskapligt vilférankrad
matematikdidaktik.

Geometrin utnyttjar olika begrepp for att kunna forsta spatiala relationer mera precist och den
geometriska tankegéngen bygger pd att uppfatta saker och ting som forestillningar. For att
kunna manipulera dessa forestéllningar behovs spatialt resonemang (Battista, 2007, s. 843).
Battista diskuterar vad han anser vara fem grundldggande objekt inom geometriskt och
spatialt tainkande.

e Ett physical object ér ett fysiskt foremal, s& som en 1dda, boll, ritning eller interaktiv
bild.

e Ettsensory object ar en sensorisk aktivering som vicks vid asynen av ett physical object.

e Ett perceptual object ir den mentala entitet som en person skapar i samband med att
hon ser ett physical object.

e Ett conceptual object (conceptulization) ar den specifika tankegédng och medvetna
betydelse som ett perceptual object vicker hos en person genom minnet, ndgon
definition eller andra conceptual objects.

e Concept definition ér en explicit matematisk specifikation (verbalt eller skrivet) av ett
conceptual object.

Ett objekt dr en mental forestdllning som en individ resonerar kring och en representation ar
nagonting som "star for" ndgonting annat (Battista, 2007, s. 844). Hér kan en koppling goras
till det som Lingefjard (2015) kallar interna och externa representationer. Han ger en bild av
interna representationer som kan liknas med det som Battista kallar for perceptual object.
Likasé kan de externa representationerna paminna om Battistas physical objects. Lingefjird
(2015, s. 1) podngterar att nir en individ har en intern representation av nagonting sa anvinder
hon denna for att identifiera den externa representationen nésta gdng den dyker upp. Detta kan
ocksa lankas till den holldndska matematikern och matematikdidaktikern Hans Freudenthal
(1905-1990) och realistisk matematikundervisning som fokuserar pa elevernas forestillda
verklighet och dir en utgadngspunkt dr de sammanhang som eleverna kan forestilla sig (Skott
etal., 2010, 350).

Representationer av objekt kan se olika ut. De kan exempelvis vara fysiska, bildliga, grafiska,
verbala, numeriska eller symboliska (Jonsson & Lingefjéird, 2012, s. 21). Battista skriver om
Fuzzy och Formal Categories (de vardagliga odefinierade objekten, respektive de explicit
definierade). Kategorierna dmnar understodja diskussionen rérande kategorisering som ett sitt
att underldtta vir forstdelse for olika objekt och kan tidnkas passa in i sammanhanget med
externa representationer (Battista, 2007, s. 863). Aven Vygotskij gor denna distinktion mellan
spontant utvecklade och grundldggande vardagliga begrepp som saknar systematik eller
“abstraktion” och vetenskapliga begrepp som introduceras formellt genom definitioner och som
far betydelse genom anvéndning (Skott et al., 2010, s. 91f; Siljo, 2012, s. 192). Detta uttrycker
Battista (2007, s. 864) nédr han beskriver hur barn d4r medvetna om spontana koncept fore
formella, vilka ofta introduceras genom verbala definitioner. Begreppsbildning dr enligt
Vygotskij helt beroende av sprdket som medierande medel (Skott et al., 2010, s. 90). Att larare
och elever ibland pratar olika sprék kan darfor verka himmande for elever (Kadej, 2008, s. 14).
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Samtidigt spelar spraklig mediering via vuxna en viktig roll 1 fOrebyggandet av
missuppfattningar hos elever (Iannece & Tortora, 2008, s. 61). Vidare karaktériseras hjérnan av
en naturlig plasticitet (lannece & Tortora, 2008, s. 63) vilket motiverar utnyttjandet av visuella
savil som analytiska representationer i geometriundervisningen (T6th, 2008).

Vid geometriska resonemang resonerar man om objekt med representationer (Battista, 2007, s.
844) och elever som arbetar med geometri utvecklar séledes bade en visuell och en analytisk
formaga (Markkanen, 2014, s. 17). Physical objects utgdr en representation av ett abstrakt
matematiskt koncept (Battista, 2007, s. 846). Nar olika representationsformer anvinds for att
beskriva nagot matematiskt begrepp kan muntlig kommunikation mellan parterna i
klassrummet vara fordelaktigt, eftersom de olika klassrumsaktdrerna kan ha olika interna
representationer, eller perceptual objects, av ett visst begrepp (Jonsson & Lingefjérd, 2012, s.
23; Bergsten, Higgstrom & Lindberg, 1997, s. 45). Att elever ldr sig en viss metod, ofta den de
forst kommer 1 kontakt med (sd kallad imprinting), 1 ett stadium kan bli problematiskt i ett
senare. Detta eftersom informationen i efterfoljande undervisning kan verka kontraproduktivt i
relation till den redan existerande kunskapen (Kadej, 2008, s. 12, 16). Detta kan kopplas till
Lingefjard (2015, s. 3) som menar att det &r viktigt att kunna vixla mellan
representationsformer, kunna Oversitta dem sinsemellan samt kontrastera och se samband
mellan de olika representationsformerna. Representationer kan sdgas ha olika komposanter sd
som form, funktion och mening. Att kunna skifta mellan olika representationer ger den
studerande tillgéng till alla komponenter (Taflin, 2007, s. 28).

Abstraktion &r ett begrepp som Battista (2007, s. 859) tar upp och diskuterar. Det innebér att en
viss erfarenhet isoleras och behandlas som ett avskilt objekt. Detta kan ske perceptuellt i form
av perceptuell abstraktion déar egenskaper hos en erfarenhet isoleras och anvinds for att
utveckla uppfattningen om just den erfarenheten. Hér kan en koppling goras till Piaget och
konstruktivism dér varje individ baserar sin verklighetsbild pé egna erfarenheter och dér elever
genom att arbeta tillsammans kan 6vervinna kognitiva konflikter (d.v.s. bristande erfarenhet)
(Saljo, 2012, s. 167, 169). Det kan anses fordelaktigt for eleverna att ha en ldrare som skapar
diversifierade lankar mellan individuell kognition, social kultur och realitet genom en dynamisk
vixling mellan det abstrakta och konkreta. Abstraktioner som utgdr fran perceptuella
erfarenheter kan ocksad underlétta informationsvéxling mellan olika situationer (lannece &
Tortora, 2008, s. 66f).

Internalisering @r ett nirbesldktat begrepp till abstraktion och innebédr att material har
abstraherats till en niva dir det kan presenteras utan perceptuellt input. Detta innebér att ett
abstrakt begrepp kan uppfattas utan att presentera ndgon representation for det i form av ett
fysiskt objekt (Battista, 2007, s. 859). Mental images dr ett begrepp som &r néra forbundet med
barns ldrande och som formas av konstruktiv aktivitet hos eleven via personliga erfarenheter
och kunskaper. De kriver inget perceptuellt stimulus for att vickas och ersitter ett geometriskt
objekt genom en mental representation. Begreppet Mental image ér siledes synonymt med
mentala representationer. De tva begreppen anvénds dock av olika forfattare. I syfte att undvika
forvirring kommer begreppet mentala representationer att anvindas framover. For alla barn
utgdr visuella representationer en betydande roll i utvecklandet av dessa mentala
representationer (Toth, 2008, s. 251; Koi, 2008, s. 260; Battista, 2007, s. 862).
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9 Digitala hjialpmedel

Verktyg i form av digitala hjdlpmedel framfors i nyttjad litteratur som ett gynnsamt tillskott i
geometriundervisning eftersom det genererar en potential som tillater implementering av
didaktiska metoder och teorier pd ett sdtt som annars dr problematiskt. Pd sa sdtt dmnar
avsnittet att bilda en brygga mellan teori och praktik pa ett greppbart och konkretiserbart vis.

9.1 Geometriundervisning med stod av digitala hjilpmedel

Som tidigare ndmnts har praktisk omséttning av den teoretiska geometriundervisningen
podngterats historiskt sett. Manuella fortydliganden genom klippning, vikning, ritande,
métande och faltarbete har framhallits som ett gynnsamt sétt att askdliggora undervisningen
for eleverna (Nilsson, 2005, s. 15; Prytz, 2007, s. 57, 71; Kungl. Skoloverstyrelsen, 1919, s.
69). Detta arbetssétt stods dven av modernare forskning (Koi, 2008, s. 264). De hjidlpmedel som
kommer av detta arbetssétt kan utifran Battistas definition ses som physical objects, eller som
Lingefjird (2015, s. 1) beskriver det, externa representationer. Aven Taflin (2007, s. 28)
diskuterar representationsformer med bendmningen yttre representationer for fysiska, verbala,
grafiska, etc. representationer samt inre representationer for individuella mentala
konstruktioner.

I modernare tid har olika datorprogram gjort intrdde 1 skolor runt om i vérlden, i form av till
exempel cognitive tutors, interaktiv programvara och SMART-tavlor (Popescu & Koedinger,
2000; Battista, 2007; Hall & Lingefjérd, 2014; Markkanen, 2014; Miller & Glover, 2010). Vissa
forskare har dessutom uttryckt positiva attityder till kombinerandet av fysiskt material och
digital teknik i syfte att forstirka larandet inom en del omrdden, s& som volym- och
areaberdkning (Girouard et al., 2007; Markkanen, 2014, s. 17). Datormiljoerna fordrar att
eleverna utnyttjar en viss konceptuell och representativ tydlighet for att skapa “ritningar”
(ndgonting materiellt) vilket i sin tur kan leda till reflektion och abstraktion av de geometriska
koncepten pd van Hiele niva 2 (Battista, 2007, s. 844, 865). Att arbeta med interaktiv
programvara i geometriundervisningen ger fOrutsittningar att engagera eleverna, mojliggora
egna undersokningar och prova hypoteser effektivt, nagot som Lingefjard (2015, s. 4) menar
forstarker begreppsformagan och interna representationer. Battista (2007, s. 859) stoder detta
nér han diskuterar lirande som ett resultat av fysiska och mentala reflektioner och abstraktioner.
Dessa leder s& sméaningom till mer utvecklade och sofistikerade mentala modeller, det vill sdga
mentala (icke-verbala) representationer som aktiveras vid situationsbundet resonerande
(Battista, 2007, s. 860). Arbete med dynamisk geometrimjukvara skapar dessutom utrymme for
variabilitet, vilket ocksd gor konstruktionerna mer rigordsa (Candeias & Ponte, 2008, s. 387).

Lirande genom kollaborativt arbete kan hjdlpa elever att g& frdn visuella till mer formella
metoder for problemlosning (Oner & Stahl, 2016, s. 1). Detta stdods dven av Algahtani och
Powell (2016, s. 77) som konstaterade att samarbete mellan programmets anvindare hjilpte
dem att forsté vissa funktioner i programvaran. Aven manuellt arbete i grupper kan leda till att
eleverna védgar utforska mer én de skulle individuellt och tillsammans né béttre resultat (Koi,
2008, s. 268f). Elevers geometriska undersokande via det interaktiva hjdlpmedlet kan ske pé
olika sitt. I litteraturen beskrivs exempelvis hur en analyserande utgang kan leda till specifika
teorier via en ascending process och tvirtom, i en descending process utnyttja en teori for att
forklara nidgonting specifikt. Det gar alltsd att bade undersdka ritningar for att forsoka hitta
monster och validera sérskilda egenskaper (Alqahtani & Powell, 2016, s. 73; Héhkioniemi,
Leppdaho & Francisco, 2013, s. 51). Oavsett tillvigagangssatt har arbete av undersdkande
karaktér, dir eleverna sjdlva far ’skapa” matematik, en positiv effekt pa elevernas minne av
undervisningens innehdall, da de minns sddant som de skapat sjélva i en problemldsande process
lingre 4n sddant som enbart presenterats av en auktoritdr larare (Toth, 2008, s. 255). De
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16sningar som eleverna skapar grundar sig i tidigare erfarenheter (mentala modeller) vilket kan
leda till flera diversifierade forklaringsmodeller som kan diskuteras och leda till battre forstéelse
for alla deltagande (Koi, 2008, s. 267). Ett gemensamt vokabuldr kan skapas genom
gemensamma aktiviteter och berittelser och ddrmed vécka intresse hos eleverna och motverka
den hammande effekt som tidigare ndmnts (Kadej, 2008, s. 14).

9.2 Problematik i samband med nyttjande av digitala hjilpmedel

Ett problem med fysiska representationer av geometriska objekt &r att elever kan tilldela ett
geometriskt begrepp irrelevanta egenskaper, exempelvis orienteringen av en geometrisk figur
(Battista, 2007, s. 846). For att kunna resonera pa ett riktigt sédtt om en mental representation sa
méste individen konstruera en mental modell dér spatial struktur ingar. Forst nér figurerna
uppfattas som spatiala geometriska relationer uppstar en formell geometrisk tankegang
(Battista, 2007, s. 863). Detta kan underlittas i och med interaktiv programvara, da programmen
erbjuder savil lararen som eleven en mojlighet att forédndra de visuella representationer som
anvinds 1 syfte att utveckla elevers mentala representationer via perceptuell abstraktion
(Markkanen, 2014, s. 61, 62, 66, 69; Battista, 2007, s. 866).

Det blir nu relevant att diskutera det som Algahtani & Powell (2016) resonerar kring, ndmligen
teknikanvandarens formaga och fardighet att nyttja verktyget i samband med problemldsning.
Forfattarna talar om instrumentell genes, vilket kan ses som interaktionen mellan ett
instruments verkan pd anvdndaren och anvéndarens fortrogenhet med instrumentet som verktyg
(Algahtani & Powell, 2016, s. 73). En definition som forstirks genom Jonsson & Lingefjird
(2012, s. 13f), vilka definierar instrumentell genes som den ldrandeprocess genom vilken ett
verktyg utvecklas till ett instrument for anvindaren. Instrument i detta sammanhang &r en
artefakt med en psykologisk aspekt 1 form av instrumentationsscheman.
Instrumentationsscheman 4r ndgonting som utvecklas hos anvdndaren av ett verktyg och
innefattar bade grundlidggande kunskaper om hur det specifika artefakt anvinds samt
instrumentets inneboende mdjligheter (Algahtani & Powell, 2016, s. 73; Jonsson & Lingefjérd,
2012, s. 13).

I modellerande uppgifter stddjer lararna eleverna genom att hjélpa dem forstd problemet samt
skapa och forklara sina representationer (Hahkioniemi, Leppdaho & Francisco, 2013, s. 48).
Lérare kan genom anvindandet av teknik rikta undervisningen mot resonemang, istillet for
nagot absolut svar (Markkanen, 2014, 76) och genom scaffolding stodja eleven medelst
forklaringar, ledning, vigledande frdgor och lyhordhet (Héhkioniemi, Leppdaho & Francisco,
2013, s. 50). Att lararen &r aktiv och ger ldmpliga instruktioner vid datorlaborationer har stor
betydelse, ty annars finns en risk att eleverna enbart provar sig fram utan att ndgon riktig
forstaelse uppstér (Battista, 2007, s. 866). Scaffolding blir pa sé sitt en lamplig didaktisk metod
for datoriserade geometrilaborationer dd en ldrare som uppmuntrar eleverna till att resonera och
forklara sitt tillvigagangssétt kan forbéttra elevens forstaelse (Popescu & Koedinger, 2000, s.
1). Detta &r ocksd bakgrunden till utvecklandet av en del datorprogram (cognitive tutors) som
syftar till att fa eleverna att forklara sina resonemang dé det, utover béttre forstéelse, dven leder
till upptéckandet av bra problemldsningsmetoder (Aleven, Popescu & Koedinger, 2001, s. 1).

Det kan vara passande att dter nimna Vygotskij som podngterar att lirande sker genom
deltagande i en lokalt utvecklad social praxis dér sprakliga redskap utnyttjas (Skott et al., 2010,
s. 107). Bade scaffolding och det som Vygotskij kallar f6r Zone of Proximal Development
(ZPD) bygger pa spraklig kommunikation, vilket banar vig for elevens egen utveckling av och
formaga till ett abstrakt tinkande (Hahkioniemi, Leppdaho & Francisco, 2013, s. 50; Skott et
al., s. 104f; Siljo, 2012, s. 193f). Hér kan en relaterad problematik vara det hojda tempo som
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teknikanvandning kan leda till, vilket i sin tur kan leda till ytliga fragor ifran ldraren, anpassade
efter tekniken (Markkanen, 2014, s. 24). Ytterligare en reflektion rorande det verbala utbytet
mellan klassrumsaktorer dr att felaktig, irrelevant eller begrénsad respons at eleven kan bli
forvirrande, en friga som beaktats under utvecklandet av datorprogram dmnade att ge respons
till elevens svar (Aleven, Popescu & Koedinger, 2001, s. 2). Samtidigt &r en aktiv mediering
ifran lararen helt nodvéndigt for att undvika missuppfattningar som annars kan uppsté (Iannece
& Tortora, 2008, s. 61). Att interaktiv programvara kan leda till ett egenupptidckande hos
anviandaren (Algahtani & Powell, 2016, s. 75) innebér, som Oner & Stahl (2016, s. 1, 6)
konstaterat, att resonerande med en expert inte dr det enda séttet att utveckla sin matematiska
diskurs pé.

Nir elever forst introducerats for interaktiva geometriprogram sa ér det mojligt att de inte alltid
tanker pd att datorkonstruktionerna besitter sdrskilda egenskaper eller att det faktiskt dr
representationer av och inte de geometriska objekten sjdlva som manipuleras (Battista, 2007, s.
866). Det kan ocksa vara sd att vissa begrepp har ndgon avvikande anvéndning i och utanfor
programmet, vilket kan forvirra eleven (Oner & Stahl, 2016, s. 6). Léraren utgor i dessa fall,
som tidigare diskuterats, en viktig komponent i det hela. Beaktansvirt ar att forskning har visat
att manga ldrare saknar pedagogisk kompetens nir det giller interaktiv programvara. Det
innebdr med andra ord att teknologin inte utnyttjas till sin fulla pedagogiska potential, utan 1
storre utstrickning som ett presentationsmedel (Miller & Glover, 2010, s. 254). Detta maste
ddremot inte nddvindigtvis stimma i alla sammanhang dd det finns exempel dér elever
engageras pa ett sitt som leder till fordjupad matematisk diskussion och battre forstielse
(Battista, 2007, s. 877; Markkanen, 2014, s. 79). Hér finns en potentiellt tydlig forbindelse till
det ovan presenterade stycket rorande instrumentell genes och instrumentationsscheman,
eftersom nyttjandet 1 detta fall anpassas till det anvindaren tror é&r verktygets
tillimpningsomrade (Jonsson & Lingefjéard, 2012, s. 14).

Ett annat problem som litteraturen lyfter dr att en interaktiv milj6 kan ténkas forsvaga de
formella bevisens stéllning och roll i skolan (Battista, 2007, s. 873, 879). Elever kan ofta tro att
berdttigande av ett pdstiende genom empiriska undersdkningar dr godtagbart som formellt
bevis (Oner & Stahl, 2016, s. 6). Aven hir finns motexempel dér ldraren anvint interaktiv
programvara for att skapa ett sammanhang och en mdjlighet till formulerandet av
fragestéllningar rorande matematiska bevis (Markkanen, 2014, s. 73-75). Sitt att motverka
pedagogisk okunskap rorande digitala verktyg &r att gora lararna familjdra med hjilpmedlet,
lata specialister instruera mindre kunniga inom omréadet eller att ldrare sjdlva interagerar i syfte
att oka sjilvfortroende, kompetens och identifiera svarigheter kring teknikanvindande (Miller
& Glover, 2010, s. 255).
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10 Diskussion och slutsatser

I denna del av arbetet gors kopplingar mellan tidigare avsnitt och omrdaden med grund i
genomgdngen litteratur. Denna analys ligger till grund for vdra egna slutsatser och syftar till
att ge en klar forstaelse for vad som skapar bra geometriundervisning. Fér att pdminna ldsaren
om vilka fragestdllningar som nyttjats och hur dessa besvarats i huvudtexten inleds denna del
av arbetet med en rekapitulering av arbetets bakomliggande syfte. Var forhoppning dr att
ldsaren, efter detta kapitel, ska fa en grund att sta pd i ett undervisningssammanhang samt
kdnna allmdn trygghet for dmnet i fraga.

I arbetets inledning stédlldes vissa fragestillningar som besvarats pa ett mer eller mindre explicit
sédtt genom texten ovan. Avsnitten kan alla anses vara relevanta for arbetets bakomliggande
syfte och ofta finns svaren till frigestdllningarna implicit beskrivna i dessa. Vi har skrivit om
olika motiveringar till att 14sa geometri, historiska och aktuella svenska styrdokuments
behandling av @mnet samt en historisk tillbakablick pa geometri och geometriundervisning. De
hédr delarna bidrog alla till att besvara fragan om varfor geometri bor inkluderas i svensk
skolmatematik. Historiedversikten i samband med geometrins framstillning i styrdokumenten
och en dverblick av olika undervisningsformer erbjod en inblick i hur geometri i svensk skola
ser ut idag jamfort med tidigare. Avsnitten om olika konkreta ldrandeteorier samt didaktiska
processer, dir ocksd omrddesspecifik terminologi introducerats, gav en forklaring till hur
eleverna lir sig geometri. Den avslutande dvergangen till framstéllning av digitala hjdlpmedel
hjélpte oss dérefter att forsta vilka hjdlpmedel och verktyg som finns att tillga. Detta i samband
med de inledande dmnesberittigandena gav oss forstaelse for vad som enligt forskningen skapar
entusiasm hos elever och gor ldrandesituationen till en intressant upplevelse.

Avsnittet om Euklidisk geometri och bevisens roll i sammanhanget bidrog till att stirka den
historiska forstdelsen ytterligare. Detta anser vi vara en viktig grund, da vi tror att mycket kan
liras genom att analysera historiska skeenden, resonemang, forsok, lyckanden och
misslyckanden. Att forstd den euklidiska geometrin och Euklides Elementa béttre innebér att
béttre forstd hur skolgeometri utvecklats genom &rhundradena. I och med den historiska
presentationen upptéckte vi dven att bevis dr ett problematiskt omrade i dagens skola. Genom
att erbjuda ett par bevis med historisk och modern koppling exponerades dven en tydlig lank
mellan historia och nutid.

10.1 Vad kan vi lira av historien?

Littereraturdversikten har gett vetenskapliga stod for pastdendet att barn lar sig geometri bést
genom att sjilva aktivt delta i ldrandet via fysisk manipulering av objekt, vilket dven klarlagts
genom historiska exempel. Detta har exempelvis lett till det historiska inférandet av rotation,
symmetri och inverteringar i bevisforing i syfte att enklare kunna folja abstrakta resonemang.
Reformer har skiftat didaktiskt fokus mot sjidlvverksamhet och skapande, medan en mer
praktiskt applicerbar och experimentell geometri ocksa har fatt storre utrymme. I den historiska
overblicken av dldre styrdokument belystes en pedagogisk filosofi som uppmuntrat handfast
arbete med patagliga modeller i klassrummet samt en omriddesmissigt integrerad
matematikundervisning (Skoldverstyrelsen; Prytz; m.fl.). Denna uppfattning genomsyrar
fortfarande synen pé lirande i dagens geometriundervisning da en varierad och integrerad
larandemiljé uppmanas ta spjarn mot elevers erfarenheter genom att applicera dessa i dppna
problem (Skolverket, 2011). Antydanden i litteraturen har sttt vir egen uppfattning om att
matematik i allménhet dr svarmotiverat for skolelever. Detta delvis eftersom méanniskor i storsta
allménhet klarar sig bra i vardagen utan forstielse for mycket av den matematik som undervisas
i skolan (Lundin, 2008, s. 46f). Bearbetning av denna aspekt i litteraturdversikten presenterade
en del redskap fOr att hjélpa lararen motivera innehéllet och ddrmed @ven underlitta det uppdrag
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som beskrivs i moderna styrdokument. Denna kunskap, i kombination med integrerandet av
digitala hjalpmedel i undervisningen, har stor potential att vicka bade intresse och entusiasm
hos eleverna. Dérigenom kan processen uppfylla bade det utbildningskrav som rdder, men
ocksa det bildningsideal vars historiska betydelse framhévts i avsnitt 3.2. Detta kan dven
kopplas léngre till frigan om formativ beddmning och spraklig mediering fran lararen som ett
satt att utveckla elevers ldrande och uppmuntra en langsiktig och funktionell forstaelse.

En viktig punkt som framhaéllits historiskt sett nir det géller geometriundervisningen ar
askédlighet. En koppling kan goras mellan den historiska diskussionen om askédlighet och den
litteraturstudie som vi sjdlva genomfort, ddr teori om objekt, representationer, internalisering,
abstraktion och liknande tagits upp. Det finns, utifrdn framhéllna resonemang, goda grunder att
uppfatta teknikens intréde i skolan som revolutionerande och positivt nér det giller de rddande
undervisningsmojligheterna. Det gar att kontrastera de geometriinriktade ldrandeteorier som
tagits upp mot de historiska mojligheter som funnits for att utveckla spatial forméga,
begreppsuppfattning och forstaelse for geometriska objekt. Det blir da tydligt att de digitala
trender som poéngteras i senare forskning erbjuder ett historiskt unikt tillfdlle. Ocksa detta har
framhallits 1 studier som markerar de sérskilda mdjligheter som modern interaktiv datorteknik
tillater.

10.2 Larandeteorier for kartliggning av kunskap

Van Hieles teori utgdr frén situationer i geometriundervisning. For att undervisning i geometri
ska lyckas méste en elev ga igenom van Hieles nivder i ordning, dir varje niva priglas av ett
eget sprak, symboler och begrepp. Van Hiele argumenterade for att spriket dr det storsta
problemet i geometriundervisningen eftersom lérare inte kan anpassa spréket och lagga
undervisningen pé elevernas niva (van Hiele, 1986, s. 39). Fridgan &r hur ldraren vet vilken
kunskapsniva eleverna ligger pa i geometri. Van Hiele anser ocksa att undervisning spelar en
viktig roll for elevers geometrilirande. En betydelsefull friga blir dd huruvida ldraren sjilv vet
vilken niva hennes undervisning ligger pd. Detta vicker formaningen att som ldrare sjdlv
reflektera over sina kunskaper inom geometri och i vilken man dessa dverensstimmer med
elevernas forstaelse. Vi anser dirfor att en diagnos av nagot slag (muntlig, skriftlig, i grupp,
enskilt, eller liknande) r ett anvéndbart redskap for ldraren ndr det giller att undersdka vilken
nivé eleverna befinner sig pé. Detta forutsétter emellertid att innehallet bestar av 6ppna problem
dér olika van Hiele-nivder kan upptickas. Resultaten av en séddan diagnos kan foljaktligen
hjélpa lararen att planera undervisningen i geometri béttre, anpassa sitt sprak sa att eleverna far
en bittre forstdelse samt i och med detta 6ka undervisningens mdjligheter att uppfylla de krav
som finns angivna i svenska styrdokument.

10.3 Digitala hjilpmedel skapar nya mdéjligheter

Eftersom de omedelbara manipulationer som mgjliggors genom interaktiv teknik kan framja
elevers forstdelse for avancerade spatiala koncept (Girouard et al., 2007, s. 183) finns det
anledning att uppfatta tekniken som virdefull. Vidare kan siddan programvara dven tinkas
underldtta mojligheterna att integrera 6ppna problem och problemldsande aktiviteter, dd den
undersdkande aspekten av sddana uppgifter kridver utrymme for att snabbt och effektivt kunna
prova olika tankar och metoder, i syfte att effektivt finna en 16sning pa det givna problemet.
Exempelvis kan en koppling goras mellan mentala representationer av olika fysiska foremaél
och resultaten av vissa studier (ex. Markkanen, 2014) som pekar mot att digitala hjdlpmedel
kan underlitta elevers forstaelse for spatiala relationer. Samtidigt skulle ett dterinférande av
fler manuella metoder, till exempel klippning, vikning, ritande, m.m., for att askidliggora olika
begrepp och geometriska objekt kunna bidra med ytterligare en dimension som annars delvis
gér forlorad.
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Oavsett hur det praktiskt undersdkande arbetet presenteras finns forskning som tyder pé att den
utforskande karaktiren hos innehallet &r det som ger positiva resultat pa elevers larande och
forstaelse (ex. Toth, 2012). Detta kan foljaktligen innebéra att det finns en mojlighet for alla
larare att utfora laborativa lektioner och Oppna problem, oavsett skolans resurser, ldrares
fortrogenheter med digitala hjdlpmedel, eller elevers &mnesmassiga erfarenheter — ty ett sddant
fokus kriver inte nodvéndigtvis tillgang till ny teknik. Ett problem som tagits upp &r just det
rorande ldrares bristande kunskaper nédr det kommer till anvindandet av digitala hjédlpmedel.
Otillracklig kunskap gor att ldrare bara anvdnder verktygen som presentationsmedel eller i de
omrédden de har forstéelse for. Detta kan relateras till det Nilsson (2005, s. 123) pdpekar nér han
sdger att ldrare ofta bara har forstaelse for ett sitt att undervisa pd. For att motverka ett sddant
potentiellt utfall hos blivande ldrare vill vi framhiva betydelsen av att bli fortrogen med
existerande ldrandeteorier, olika matematiska formagor och ett laborativt arbetssétt, ndgot som
vi upplever dverensstimmer med vér analys av angeldgen litteratur.

Vi har ocksa framhaéllit litteraturens resonemang om ldrarens aktiva engagemang i och med
datorlaborationer. Vissa menar pa att otillrickligt stod &t eleverna leder till att de inte utvecklar
ndgon verklig forstaelse. Detta eftersom elevernas resultat erhélls genom planlésa metoder och
ddrigenom uppstar som ett resultat av tur snarare &dn kunskap. Samtidigt finns en risk att liraren
hjélper de studerande for mycket och pé sd sitt lotsar dem fram till ett svar, vilket i sin tur forgor
syftet med en sddan undersokande aktivitet. En koppling kan hér goras till historiska didaktiker
sd& som Vygotskij, Dewey och Piaget, som diskuterar spraklig interaktion mellan
klassrumsaktorer och presenterar greppbara teoretiska pastdenden om denna problematik. Pé sa
satt uppstar en konkret koppling mellan abstrakta teorier och en praktisk problematik som lérare
kan tdnkas méta 1 sin yrkesutdvning. Med stdd 1 dessa vetenskapliga perspektiv skulle ett sétt
att hantera denna potentiella riskfaktor pa, vara att arbeta i grupper eller par dér interaktion
uppmuntras. Ldraren tar dd samtidigt rollen som moderator, har uppsikt Over elevernas
resonemang och korrigerar felaktiga eller irrelevanta resonemang. P4 sd sitt skulle diskussionen
om samarbete och kollaborativt arbete som presenterats 1 litteraturdversikten kunna fungera
som ett konkretiserat dverbryggande medel mellan teori och praktik. Resonemangen kring
interaktiva programvarors mdjligheter som medierande verktyg gor det mojligt att uppfatta
digitala verktyg som ett komplement till den sprakliga mediering som Vygotskij forespréikar.

Vidare har vi sett litteratur som antyder ett behov av stdd hos anvindaren i och med inledande
nyttjande av interaktiva datorprogram. Detta ger skil att misstéinka ett behov dven hos elever 1
och med initierandet av ny teknik. Yttrandena dr i harmoni med den 1 litteraturdversikten
ndmnda oro som bland andra Battista (2007) uttrycker rorande elever som inte nar djupare
forstaelse och istéllet forlitar sig pd godtyckliga 16sningsmetoder och chansartade resultat i sitt
arbete. Relevansen tydliggors i Algahtani & Powell (2016) som poédngterar att det tar tid att
utveckla forstaelse for och bli fortrogen med anvéndningen av ett instrument. Dérfor tror vi
ocksa att sdvil elever som larare behdver utveckla sin digitala fortrogenhet innan de aktade
fordelar som diskuterats kan komma till uttryck. I samband med dessa penséer vicktes tanken
om vér egen forstaelse for digitala hjdlpmedel och huruvida det, som Miller & Glover (2010)
antyder, dr problematiskt att méinga ldrare endast tycks kunna nyttja programmen som
presentationsmedel. Till skillnad frdn Miller & Glover (2010) framhdver Markkanen (2014)
digitala hjdlpmedel som ett bra sétt att presentera geometriskt amnesstoff pé, just pd grund av
dess interaktiva mdjligheter. Vidare uttrycker han en explicit entusiasm hos eleverna i samband
med presentationerna, vilket tyder pa dkat engagemang hos de studerande, som i sin tur leder
till battre forstaelse hos dessa. Detta insinuerar att eleverna inte alltid méste anvéinda digitala
hjélpmedel i applicerad problemldsning for att verktygen ska fi effekt pa elevernas ldrande.
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10.4 Inférande av laborativ undervisning i en ridande klassrumskultur

Lirare idag stir infor manga utmaningar nér de ska planera och genomfora lektioner. Lérare
ska inte bara tdnka pa innehdll och matematiska formégor utan &ven sant som tidsatging,
material, intresse och kunskapsnivd hos eleverna, m.m. Sa hur ska larare ga till viga for att
klara av att genomfora en bra geometriundervisning?

En av de viktigaste delarna i geometriundervisningen ir att arbeta med olika arbetssitt. Detta
ar ndgot som flera artiklar savdl som ldroplanen tagit upp. Genom att variera sina lektioner far
eleverna flera olika sitt att bemota geometrin pa. En lektion kan bestd av en laborativ del dér
eleverna far undersoka sjélva och lidraren héller sig mer i bakgrunden, men @nda finns dér som
stdd. Denna lektion kan trdna vissa formégor som potentiellt kan missas nir endast ldroboken
foljs. Elever uppmuntras att kommunicera i laborativa lektioner men ocksa sjdlva forsoka
beskriva geometriska formler utan att f dem direkt ur en bok. Att genomfora en laborativ
lektion kan emellertid vara svart. Om lararen vet hur klassen och eleverna fungerar underléttas
genomforandet av lektionen, da storre anpassning av materialet kan ske innan lektionen borjar.
For att kunna hdja elevernas intresse maste ldraren linka samman geometrin och elevernas
inriktning pa deras gymnasieprogram. I en klass som till exempel gér fordon och transport kan
det tinkas att man som ldrare kan dra nytta av motorer for att berdkna volym eller att genomfora
olika berdkningar med cirklar genom att anvénda déck.

Varfor haller sig da lérare till liroboken ndr majoriteten av forskningen visar pa att 6ppna
problem och laborativa lektioner behover finnas med? Delar av svaret hittar man i de olika
intervjuer som vi har tagit del av (ex. Svensson & Stéhl, 2005; Markkanen, 2014), dir manga
ndmner tidsbrist som en bakomliggande orsak. Lérare som anser att tiden inte racker till att
genomfora en laborativ lektion lutar sig mot ldroboken dér ett fardigt koncept for hur man ska
behandla den geometriska delen redan finns. Elever delar ofta &sikten om att rdkning i en
larobok dr det viktiga och att antal tal som ridknas under en lektion visar pd en elevs forstéelse.
Detta kan ocksa leda till att laborativa lektioner i storre utstrickning upplevs som “en rolig gre;j”
snarare dn ett undervisningstillfélle, vilket da gor att eleverna inte tar mdjligheten att utveckla
sina geometriska formagor genom laborationen. Klassrumsklimatet kan ocksé vara en faktor
som gor det svérare att genomfora laborativa delar. Detta eftersom elever oftast inte ar sékra pa
vad de gjort och kénner en rddsla for att gora fel — en rddsla som forstérks nér det saknas ett
facit som visar om det man gjort dr korrekt eller inte. Vi anser darfor att larare maste vara noga
med att forklara varfor laborationer genomfors och poédngtera att det viktiga inte &r ritt svar,
utan snarare den arbetsprocess de utnyttjar for att nd fram till svaret.

”Varfor ska vi lira oss geometri?” dr en fraga som ménga ldrare stoter pd i undervisningen, men
som de flesta saknar ett bra svar pa. Det gar att bemdta fragan genom att citera ur amnesplaner
och kursplaner dir fraimst nyttoargumentet framhédvs. Vi tror att det dr viktigt att visa upp
geometri inom olika yrkessituationer genom att ha laborativa lektioner och 6ppna problem som
berdr de yrken eleverna utbildar sig till. Att motivera geometrin med det formella argumentet,
kan anses vara svart dd man idag inte ldgger mycket fokus pa sddan bildande logik 6verlag. Vi
foreslar istdllet att eleverna sjdlva far forsoka visa att geometrin inte finns i eller &r relevant for
deras kommande yrken, varpé ldraren ger motexempel och dérefter forklarar hur geometrin
forekommer och kan anvéndas inom olika yrkessysselséttningar.

10.5 Larare, elever och variationer i klassrumskultur

Viktigt att ha i atanke &r att undervisning &r mer @n bara fokus pé ett visst imnesomrade. Det
finns manga faktorer som spelar in i hur eleverna lar sig, exempelvis kultur i1 klassrummet,
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kommunikationen mellan klassrumsaktorer eller mat- och sovvanor hos eleverna (Scott et al.,
2010; Hooper, Mullis & Martin, 2013; Kadej, 2008). Arbete med geometri gar pé sa sitt ocksé
utdver de specifika didaktiska modeller och det &mnesspecifika innehéll som presenteras. Trots
detta kan och bor — i var och Skolverkets (2011) mening — ldraren skapa bédsta mojliga
forutséttningar for eleverna att ta till sig kunskap. Vi ser stora fordelar med att arbeta i grupper
dé det bade gor undervisningen roligare, skapar mojligheter at eleverna att sjdlva uppticka sina
tankegangar genom diskussion. Att denna slutsats ocksa underbyggs av den vetenskapliga
litteratur som utnyttjats ger sérskild tyng at detta antagande.

Om en l6sningsmetod blir for rotad hos en elev kan det skapa problem senare eftersom de blir
lasta 1 sin tankegdng och saledes begrinsas i sina mojligheter att utveckla mentala
representationer och ldsa problem. Den historiska tillbakablicken visade pa att
geometriundervisningen har existerat i ett relativt ofordndrat tillstdnd forrédn véldigt nyligen. En
koppling kan dras till Lewis (1920) som menar pa att en fara med geometriundervisningen &r
att ldraren 1dser sig till alltfor strikta traditionella metoder nér det giller sin presentation av det
geometriskt innehallet och pa sé sdtt haimmar vissa potentiellt briljanta elever frin att utvecklas.
Att koppla det som Lewis pdstar med historien anser vi ger rigordst stdd &t konceptet att utnyttja
olika representationsformer och matematiska forméagor i undervisningen i samband med 6ppna
diskussioner.

Det blir nu relevant att aterkoppla till det tidigare introducerade begreppet imprinting och den
forknippade problematiken kring en elevs etablerade information eller arbetssétt. Vi ser det
darfor som helt nddvéndigt att reflektera over innehéllet ifrdn olika utgédngspunkter och
ddrigenom erbjuda eleverna olika representationsformer for samma innehall. P& sa sétt kan
eleverna utveckla mentala representationer som gér att nyttja och anpassa i olika situationer —
med malet att skapa omfattande mentala modeller. Hjarnans naturliga plasticitet som tagits upp
i kapitel 8 stdodjer utnyttjandet av visuella sdvdl som analytiska representationer i
geometriundervisningen ytterligare. Detta dr ett bra sitt att forhindra eleverna fran att bli
hdmmade av en undervisning som blivit l&st i vissa idéer och ménster, vilket ocksa Dou (1970,
s. 398, 402) framhédver. Att ett nytt arbetssitt kan skapa behov for ett nytt utvarderingssystem
leder éterigen tillbaka till formativ beddmning som en del av den moderna undervisningen.

10.6 Skolgeometrins intressen och mojligheter

Studerande av Euklidisk geometri i en skolmiljo kan ténkas vara av sérskilt intresse da det
exempelvis inte krdvs manga hjélpmedel for att konstruera figurer. Déremot finns stora
mdjligheter att utveckla undervisningen vidare med hjilp av digitala verktyg eller grupparbete
och pé si sitt inkludera manga av de fordelar som interaktiva hjdlpmedel for med sig. Vi har
ocksé sett uppmuntran att kombinera olika &mnesomraden i matematiken béade i historisk och
modern tid, vilket i sig kan skapa mojligheter att infora olika representationsformer och
inkludera relevanta matematiska forméagor. En vidare koppling dr att sdvil historiska exempel
som modern forskning antyder att elever (och ldrares) formaga att utfora bevis dr allvarligt
nedsatt. Att fokus i modern matematikundervisning ligger pd procedurer snarare in bevis, gor
att lararen inte har tillricklig kunskap om de mojligheter som problemldsning och bevisforing
kan erbjuda (Taflin, 2007; Koi, 2008; Nunes, 2008).

En tanke &r att mer utvecklat arbete kring bevis i skolan skulle bana vig for de fordelar som
diskuterats ovan och leda till bittre och lngvarigare forstielse hos eleverna. A andra sidan
finns stod for att elever inte nddvandigtvis ldr sig mer genom att bevisa nidgonting dn de gor
genom att dskédliggora saker och ting — till exempel genom fysiska eller digitala manipulationer
av en extern representation. Lewis (1920) menar pé att bevis kan forsvira ménniskors forméga
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att applicera sin geometri i vardagliga sammanhang och uttrycker istédllet en 6nskan om att lata
elever undersoka, 1 forhoppning om att de sjdlva ska utveckla en nyfikenhet som inte uppstér
genom reproduktion av bevis. Detta dr relevant dd vi sett tecken pé att dagens instéllning till
utbildning priglas av ett ekonomiskt marknadstink dér nyfikenhet dr avgdrande for
klassrumsverksamheten. Vi ser hdr att det inte dr helt klart om bevis ska anvéndas i
undervisningen eller inte. Var slutsats, med grund i den genomgangna litteraturen, &r att bevis
kan bidra till 6kad forstdelse hos eleverna om de appliceras i ett 6ppet klassrumsklimat dar
laborativa §vningar tillimpas och diskussion uppmuntras.

10.7 Forslag till vidare forskning

Vi har framstillt en rad olika aspekter av skolgeometri. Det finns ménga sétt att se och forsta
geometriundervisning pa. Detta vicker ocksa fragor om vad som kan vara anvidndbart for
framstéllande av ytterligare material, i syfte att ge larare patagligt underlag for vidareutveckling
av sin geometriundervisning. Vi har lyft fram litteratur som tyder pa att laborativt arbete och
inkorporering av digitala hjdlpmedel 1 lirandesituationer &r ett beprovat sitt att utveckla arbete
med geometri. Ndgonting som dock inte framhéllits lika tydligt i den genomgangna litteraturen
ar manuellt laborativt arbete. Ett omrdde som kan ligga till grund for framtida forskning skulle
dérfor kunna vara nagon form av jamforelse mellan anvindningen av digitala kontra manuella
hjélpmedel i klassrumsmiljoer. I och med sadana studier skulle ocksa ett relaterat omréde kunna
vara undersokandet av vilka effekter laborativa lektioner har pd larandet, kanske i ett langre
tidsperspektiv.

Tidigare i diskussionen har vi talat varmt om de mojligheter som skapas genom historiska
jamforelser. Detta skulle kunna dras vidare genom att utgora grunden till ett praktiskt orienterat
examensarbete. Ett forslag dr att se hur olika historiska kéllor kan anvdndas i ett
undervisningssammanhang och huruvida detta bidrar med ndgon nyans som potentiellt kan
underldtta elevers ldrande. Att analysera resultatet utifran de didaktiska processer som
diskuterats 1 ett sddant arbete, skulle eventuellt mynna i fascinerande slutledningar om hur
historien har mojlighet att paverka forstaelse och motivation hos dagens gymnasieelever.
Vidare skulle dven ndgonting rérande teorin om van Hiele-nivderna vara angeldget att
genomfora i en praktisk skolmiljo. Till exempel hur for-test kan konstrueras sa att van Hiele-
nivderna belyses samt hur detta i sin tur paverkar efterfoljande ldrararbete, exempelvis
planering, innehall, senare resultat och s vidare.
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