Matematisk statistik for larare LOMA30, LGMA30. Kursansvarig Serik Sagitov

Foreldasning 6. Flerdimensionella slumpvariabler
Inledande exempel: tva-mynt experiment. Vi kastar tva mynt n ganger. Tre slumpvariabler av intresse

X1 = antal klave-klave,
X5 = antal krona-krona,

X3 = antal klave-krona eller krona-klave,

sa att
X1 +X2+X3 =nNn.

Fragor
1. vad ar fordelning av X7
2. vad ar fordelning av Xo7
3. vad &r férdelning av X3?
4. ar X, och X5 oberoende slumpvariabler?

5. vad ar fordelning av Y = X; 4+ X357

Tvadimensionell simultan fordelning och marginella férdelningar

Tvadimensionell simultan férdelning av (X,Y) i diskreta fallet
pxy (in) = P(X = 3,Y = ) = P(UX =i} 1 {Y = j}).
I kontinuerliga fallet simultan tathetsfunktion fx.y (z,y) definieras genom
Poe<X<z+ea,y<Y <y+e)=eaefxy(y).

Tva marginella fordelningar

px(i) = ZPX,Y(Z}]'), py(j) = ZPX,Y(i,j)v

i@ = [ T hav@dy, fe(y) = / 7 ey y)de.

Tva oberoende slumpvariabler
X och Y ar oberoende om

px,y (1, 7) = px ()py (4)
for alla par (4, 7), eller om for alla par (z,y)
fxy(z,y) = fx(z)fy(y).

Vianteviardet av produkten av oberoende slumpvariabler
Om X;, Xo,..., X, &ar oberoende slumpvariabler, da

B(X1Xs - Xp) = B(X1)E(Xs) - E(X,).
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Bevis for tva slumpvariabler:

E(XY) = //wyfx,y(%y)dxdy = // zyfx () fy (y)dedy = /wfx(w)dx/yfy(y)dy = E(X)E(Y).

Variansen av summan av oberoende slumpvariabler
Om X;, Xo,..., X, &ar oberoende slumpvariabler, da

Var(X; + Xo + ...+ X,,) = Var(Xy) + Var(Xz) + ... + Var(X,,).

Bevis. Lat )
X; = X; - E(X;).
Enligt foregaende regel for samtliga par i # j
E(X;X;) = E(X;)E(X;) = 0.
Darfor
Var(X1+...+ X,) =BX1 + ...+ X,)? =E(X2+ .. + X2 +2X, X, + 2X 1 X3+ ...)
=E(X?) 4 ...+ E(X2) = Var(X;) + Var(Xs) + ... + Var(X,,).

Exempel: tvd-mynt experiment

Tvadimensionell simultan fordelning av (X7, X5). Om (4, j, k) ar icke-negativa heltal sidana att
i+j+k=n,

da

P (id) =P =i Xa =) = (" GG

n B n!
i,5,k) ik

som ger antal mojliga placeringar for ¢ klave-klave och j krona-krona utfall bland n férsok.

dar (”

i k) ar multinomial koefficient

Total sannolikhet enligt multinomialsatsen

> paxld) = (.7k)<1>i<1>ﬂ‘<;>k:<1+i+;>”=1.

1
i\jritg<n ijkidgak=n N0

Marginell férdelning av X3
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och marginell férdelning av X5

px,(J) = prl,xz(i,j) = (?)(i)j(i)"_j, j=0,1,...,n.

Svaren péa tidigare fragor:



1. Marginell férdelning av X dr Bin(n, §).
Marginell férdelning av X5 ar Bin(n, zlx)

Marginell férdelning av X3 ar Bin(n, %)

- W N

Slumpvariablerna X7 och X5 #r beroende pa varandra eftersom P(X; = ¢) &r inte lika med
P(X, =i, Xo=j)  wm(3)' (G (5)"
PXa=d) o2 (L3

JHn=7)!

P(X;=ilXo=j) =

(=) 1vi1ykayn—j _ (0 —J)!
= @G =g
dir k = n — j — i. Med andra ord, betingad fordelning av X ar Bin(n — j, %)

—~

%) (%)kv i:071a"'7n_j

5. Eftersom
Y=Xi+Xo=n—- X3

och samtidigt X3 ~ Bin(n, 1), vi far Y ~ Bin(n, 1).

Kovarians och korrelationskoefficient
Kovarians Cov(X,Y') &r ett beroendemétt for ett par slumpvariabler:
Cov(X,Y) = E(X — ux)(Y — py) = B(XY) — pxpy.
Notera att
Cov(X, X) = E(X — ux)? = Var(X).
Tolkning av Cov(X,Y"). Produkten
W= (X —px)(Y — py)
visar hur tva slumpvariablerna (X,Y") "ko-varierar" kring respektive vantevirden. Om W > 0 da (X,Y)

samtidigt dr antingen bade hogre dn deras véntevirde eller bade ldgre &n deras vintevirde. Om W < 0
da X och Y avviker fran deras vantevirde at olika hall. Darfoér positiv kovarians

Cov(X,Y) = E(W)
tolkas som positiv beroende mellan X och Y, medan Cov(X,Y) < 0 antyder at negativ beroende mellan

X ochY.

Korrelationskoefficient
B Cov(X,Y)

0X0y

= B(Ezx) (o)

ar dimensionslos och alltid —1 < p < 1.

Exempel: tva-mynt experiment
Lat oss berdkna Cov(X;, X2). Vi har

p=E(X1) =2, p=E(Xs)=2, of=Var(X;)=32 o5=Var(X,) =32,

samt

n n—j n—j

E(X1X5) =Y > (id)px, x, (i, 4) ijszl,xz i, ) ijxz Z P(X1 =i X2 = j)

j=11i=1

= ijx2 =2 Zam Zy Px,(j) = 2E(X2) — $E(X3)

712 n

— 16 16°
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Det innebér att kovariansen &ar negativ

Cov(X1, Xs) = B(X1X2) — papis = — L&

Korrelationskoefficient

1
0109 % 3

p= COV(Xl,XQ) B _i _

Additionsregel for variansen

Om slumpvariabler X och Y dr beroende da

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y).

Bevis. Lat . )
X=X-EX, Y=Y -EY.
Da
Var(X +Y) =E(X +Y)? = E(X%+2XY +Y?)
=E(X?) + E(2XY) 4+ E(Y?) = Var(X) + 2Cov(X,Y) + Var(Y).

Exempel: tva-mynt experiment
Vi vet att X; ~ Bin(n, 1), X ~ Bin(n, ) och Y = X; + X5 ~ Bin(n, 1). Det innebér att

Var(X;) = Var(X,) = %17 Var(X; + Xz) = 2
Vi verifierar additionsregel for variansen

Var(X1) + Var(X3) + 2Cov(Xy, Xp) = 32 + 32 — % = 2 = Var(X; + Xa).

Notera att om X; ~ Bin(n, 1) och X5 ~ Bin(n, ;) vore oberoende, da vi skulle haft Y ~ Bin(2n, 7).
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