Matematisk statistik for larare LOMA30, LGMA30. Kursansvarig Serik Sagitov

Foreldasning 9-10. Punktskattningar och konfidensintervaller

Vantevardesriktig punktskattning av p

Vi antar att vektor (X7, Xa, ..., X,) bestar av n oberoende slumpvariabler med samma fordelning som har
okéint populations parameter p och samma populations standardavvikelse o. Ett stickprov (1,22, ..., Z,)
ar en given realisering (bland flera mojliga) av slumpvektorn (X1, Xs, ..., X,).

En naturlig punktskattning av p ér stickprovs medelvérde

_ 1+ ... +x,
= ——-,
n

som ar en realisering (bland flera mojliga) av slumpvariabeln

X 4.+ X,
ot A
n

Punktskattning z ar vantevardesriktig punktskattning av p eftersom

E(X) — E(X1+‘7"L‘+Xn) _ E(X)+..+EXn) _ pt...tp = .

n n

Viantevardesriktig betyder att det finns ingen systematiskt fel (unbiased estimate).
Dock som regel finns det ett slumpfel Z # p som orsakas av att n stickprovs virden viljs pa mafa. Olika
stickprovs utfall ger olika virde for z. Medelfel

og =/ Var(X)
maéter slumpfels storlek: ju storre o desto storre avvikelser z — i forvintas. Enligt oberoende antagandet

= - o 2 2 2
Var(X) = Var( X1+.T.1.+Xn) _ Var(Xi)+..+Var(Xn) _ o toto” — o

n2 n n°

Det innebéar att
g

Oox = ﬁ
ju storre ar stickprovs storlek n desto mindre medelfel.

Populations andel p och stickprovs andel p

Population bestar av N individer. Det finns tva slags individer

N=Ni+No, p=7, 1-p=17

och vi ar intresserade i populations andel p. Parameter p ar okénd och i praktiken omdjligt att rdkna exakt.

Vi tar ett stickprov av storlek n och fér ¢ = 1,...,n skriver z; = 1 om person nummer i tillhér grupp 1
och x; = 0 om personen tillhor grupp 0. Vi tillimpar tva olika modeller for att beskriva slumpexperiment
for stickprovs samling:

Modell 1: dragning med aterlaggning (oberoende slumpvariabler X, Xo, ..., X,,),
Modell 2: dragning utan aterldggning (beroende slumpvariabler X7, Xs,..., X,,).

Modell 1 tolkas som oéndlig population och Modell 2 som #&ndlig population.

Fragor
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1. vilken fordelning har slumvariabel X;?

2. vilken fordelning har slumvariabel Y = X7 + ... + X,7

3. forklara varfér modell 1 kan tolkas som odndlig population?
4. vad &r vantevirde och varians av Y7

Vi skattar p med hjilp av stickprovs andel
p=7.
Stickprovs andel p #r en vantevirdesriktig punktskattning av populations andel p eftersom X; ~ Ber(p)
och darfor
p=p, o> =p(l-p).
Medelfelet &r

_ . /p(=p)
op = y/H2

om populationen ar odndlig, och

— (1-p) N—

Op = £ n £ N—rll

om populationen dr dndlig.
Skattad medelfel
Vi antar igen att vektor (Xp, Xo,...,X,,) bestar av n oberoende slumpvariabler med samma férdelning

som har okdnt populations parameter p och samma populations standardavvikelse 0. Om o &r okdnd da
medelfelet

Sk

ox

kan inte réknas fram. For ett givet stickprov (z1,...,x,) berdknar man (skattad) medelfel enligt formel

s _ )@=t 4 (zn—7)°
Sz = VL §= n—1 ’

dér s kallas stickprovs standardavvikelse. Man delar med n — 1 istéllet for n eftersom

nBE(X1—-X)? _ nVar(X;—X)

n—1 n—1

E(Sz) _ E( (X17X)2+...+(X,L7X)2

n—1

~—

_ Var(n—1DX1—Xo—X3—...—X,,) _ (n=12%c*4+0%+0°+..40%> _ 2
- n(n—1) - n(n—1) =0

Skattad medelfel for stickprovs andel ar

om populationen dr oéndlig, och

om populationen ar éndlig.
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Approximativa konfidensintervaller for p

For dragning med aterlaggning, om stickprovsstorlek n ar stor, da

oy 4/ PO=P)
ITpESHEN T

Det ger formeln
p(1-p)

Ip = ]3 + ZQ/Q
for en approximativt 100(1 — «)% konfidensinterval for p i odndlig population.
For dragning utan aterlaggning da stickprovsstorlek n ar stor, vi far

Iy = pt 20/ BRI Non

som en approximativt 100(1 — a))% konfidensinterval {or p i dndlig population.

Exakta konfidensintervaller f6r p

Vi antar igen att vektor (X1, Xo, ..., X,,) bestar av n oberoende slumpvariabler med samma normalférdel-
ning N(p, 0). Om o dr kind da B
X ~ N, 2).

Det ger formel
IU' =r+ Za/gﬁ

for ett exakt konfidensintervall f6r p med kéind o.

Om o ar okdnd da

har s& kallade t-fordelning med n — 1 frihetsgrader. Det innebér
P~ tap(n—1) < X <topn—1)) =1-a,

som ger formeln
_ S
IH = :l:ta/g(n - 1)ﬁ

for ett exakt konfidensintervall fér p med okénd o.
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