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Programmering med matematik

Ola Helenius, NCM och Morten Misfeldt, Aalborg universitet

Nir man vill fi datorprogram att fungera dr matematik anvindbart, och att tinka
matematiskt kan vara en hjilp nir program ska konstrueras eller genomskadas. Darfér kan
arbete med programmering bade anvindas till att ldra sig matematik och till att anvinda

matematik som man redan kan.

Att kunna programmera handlar inte bara om att kunna ett antal kommandon. Man
programmerar alltid nigot som handlar om tal, rum, tid, logik eller sprak. Matematik dr ett
kompakt och effektivt sprak som kan beskriva sidana kvantitativa, rumsliga, logiska och
semantiska fenomen pa ett sitt som ofta relativt enkelt kan omvandlas till kod som kan
tolkas av en dator. Som vi skrev i Del 2 dr det dock inte sikert att den som programmerar
alltid gar vigen Gver en matematisk beskrivning av virlden, eller uppfattar programkoden

som en slags matematisk representation.

Utmaningen f6r undervisningen blir siledes hur vi ska bygga broar mellan
matématikundervisningens matematik-och/den matematik som-dr dndamélsenligii
programmeringsarbetet. Syftet-med detta matetial 4r att uppmarksamma detta, sa att liraren
kan organisera undetvisning med programmering pa ett sadant.sitt att eleverna kan fa
anvinda den matematik de redan kan for att forbittra sina digitala produkter och lira sig
mer matematik. Vi kommer att se pa dels vilken matematik som kan anvindas i
programmeringsuppgifter och dels pd hur denna matematik tydliggors i

programmeringsarbetet.

Programmering som modellering

Mycket av den matematik som eleverna lir sig i grundskolan och gymnasiet 4r anvindbar i

programmeringsaktiviteter, eftersom den kan anvindes for att beskriva virlden, och manga
programmeringsuppgifter bygger pd en matematisk modell av virlden. Det finns dessutom
en del matematiskt tinkande i sjilva konstruktionen av ett datorprogram, med dess

inbyggda logik och algoritmer.

Nir man exempelvis konstruerar ett spel i Scratch eller en robotstyrning i Lego mindstorms
ir det nddvindigt att bygea upp en god forstdelse f6r den situation som ska programmeras.
Denna forstdelse ska vara explicit sd att situationen kan programmeras. Om till exempel en
figur ska rora sig behover vi fundera ut hur. Ska den réra sig fram och tillbaka, upp och
ned, i cirklar, i olika hastighet och sd vidare? De aspekter av situationen som man vill ha
med i sitt program madste sa att siga géras operationaliserbara. Till exempel maste vi vilja
sétt att representera riktningar, ligen och hastigheter. P detta sitt paminner
programmeringsaktiviteter om matematisk modellering, dir man beskriver vissa utvalda

aspekter av en situation med matematisk terminologi. Nir man programmerar uttrycker
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man vissa utvalda aspekter av situationen 1 kod, eventuellt efter att férst ha gatt via en
matematisk representation.

Som ett exempel pa ovanstidende kan vi se pa att bygga — och i synnerhet att programmera
— en robot i Lego mindstorms, som kan f6lja en pa férhand given bana. Roboten ér
utrustad med 2 motorer, som gor att den kor rakt framat och bakédt om biada motorerna ir
péslagna samtidigt och svinger om antingen endast den ena motorn ér paslagen eller om de
tva motorerna drar at varsitt hall. Robotens rérelser programmeras genom att man talar om
hur motorerna ska r6ra sig, hur manga motorvarv de ska gora. Eleverna kan exempelvis gd
fram sd hir:

1: De kan understka hur langt roboten forflyttar sig pa ett motorvarv. Detta kan de
antingen gbra genom att mita hur lingt roboten forflyttar sig pa ett motorvarv (se Figur 1)
eller genom att mita hjulets diameter och berikna vilken stricka ett varv motsvarar.

2: P4 motsvarande sitt kan de bestimma hur mycket roboten svinger nir de tva motorerna
snurrar at varsitt hall.

3: Med denna information har eleverna tillrdcklig information for att skapa en modell av

hur roboten forflyttar sig framat och svinger.

4: Varje bana.som roboten ska kdra kan nu medelleras med ett antal kér-framat-rotationer

och ett antal svangningar.

Figur 1. Elever miter hur lingt roboten kér pa ett varv.
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Matematik och programmering

For att far en tydligare uppfattning om hur matematikundervisning och
programmeringsaktiviteter dmsesidigt kan stirka varandra, kan vi jimféra de tva omridena.
Vilka aspekter av matematik och matematiskt arbete dr viktiga i programmering och tvirt
om? Vilka 6verlapp finns det mellan matematiskt tinkande och datalogiskt eller
programmeringsrelaterat tinkande? I tva forskningsartiklar (Ejsing-Duun & Misfeldt, 2016;
Misteldt & Ejsing-Duun, 2015) identifierades f6ljande exempel pa hur programmering och
matematik samspelar.

Algoritmer och matematik: Vid programmering arbetar eleverna med algoritmer 1 betydelsen
systematiska beskrivningar av problemldsningsstrategier som bygger pd samband mellan
orsak och verkan samt pa stegvisa beskrivningar av hindelseférlopp. Algoritmiskt tinkande
handlar om att fd maskiner att utféra sidana algoritmer och dr pa manga sitt detsamma
som matematiskt tinkande. Den typ av matematik som anvinds hir ir logik, dndliga foljder

och induktiva argument.

Matematiken i elevernas spel: De flesta program bygger pa en modell av virlden, och modellen
ir eller kan bli matematisk. Att programmera kan dirfor, i efterhand, pa férhand eller
parallellt med sjilva programmeringen, bli en slags matematisk modelleringsuppgift. Sidana
modeller handlar ofta om geometriska férhallanden och rérelser, exempelvis beskrivna med
koordinatsystem, eller f6rhallanden som kan beskrivas med algebra (uttryckas med en
formel) och dirmed ingd i ett datorprogram. Lallminhet kan/det dock handla om

matematik inom manga olika omraden.

Matematiskt tinkande och kunnande kan utvecklas genom programmering: Eleverna kan naturligtvis
utveckla matematik och matematiskt tinkande nir programmering anvinds som ett
pedagogiskt och matematiskt verktyg. Detta kommer att behandlas i Del 4.

For att utnyttja programmeringsaktiviteter i den vanliga matematikundervisningen ir det
bra att vara uppmirksam pd de méijligheter till matematiklirande som uppstar i elevernas
arbete med programmering. Det ér inte riktigt samma sak som att pé férhand sjilv fundera
ut vilken matematik som 4r limplig f61 att modellera det problem eller den situation som
ska programmeras. I elevernas arbete kan nimligen annan matematik dyka upp, och kanske
tolkar de inte heller sjilva situationen eller problemet likadant som ldraren. Det hir betyder
att man inte alltid pa férhand fullt ut kan planera vilka méjligheter till samspel mellan
matematik och programmering som kan dyka upp. Det dr dock dnda viktigt att vara beredd
pd att finga dessa och veta vad man ska géra med dem. Om man pi férhand sjilv noga
tinker igenom programmeringsuppgiften och vilken potentiell matematik som man tror kan
uppkomma, 6kar méjligheterna att hitta och anvinda dessa mojligheter till samspel. Sddana
forberedelser dr en forutsittning fr en genomtinkt orkestrering av klassrumsarbetet.
Nedan presenterar vi nagra overviganden att géra samt ett exempel pa hur méjligheter till
matematiklirande kan utvecklas i en situation.
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Att undervisa for att stodja samspelet mellan matematik och

programmering
Med utgiangspunkt i det som ér besktivet ovan och i de orkestreringsformer som beskrevs i
Del 2 kan vi nu se pa hur undervisningen skulle kunna utformas for att matematik och

programmering ska kunna stédja varandra.

*  Hitta matematiken 1 elevernas aktiviteter och tydliggér den, uppmuntra
eleverna att uttrycka sig om matematiken. Be eleverna att férklara sina idéer
och vad de 6nskar gbra sd noggrant att det 4r moijligt att hjilpa dem att se de
matematiska relationerna. Lat eleverna sjilva férklara de matematiska

aspekterna av sina arbeten.

. Utveckla elevernas aktiviteter genom att erbjuda och tillféra matematiska
formuleringar eller representationer. Anvind ”spontana snabbgenomgangar”

(se Del 2) som antingen skapas i stunden eller som planeras i f6rvig.

. Tink igenom elevernas programmeringsaktiviteter med tanke pa ménga
mojliga relationer till matematik. Tank igenom pa vilka olika sitt eleverna kan
férvintas angripa uppgifterna, frsék att komma pa sa manga olika sitt som
méjligt. Férsok att planera vad du ska géra om eleverna griper sig an
uppgiften pé det ena eller andra sittet.

. Anvind-orkestreringar som sikerstiller att relationerna mellan.matematik och
programmering blir diskuteradei klassen:"Om en elev har gjort nagot
matematiskt intressant sa samla de nidrmaste eleverna eller hela klassen kring
hans/hennes dator och lat eleven forklara, eller forklara sjilv, den matematiska
relationen. Du kan ocksé samla ett antal elevarbeten f6r en gemensam

genomging i klassen.

Spelutvecklingsaktiviteter som exempel pa samspel mellan
matematik och programmering.

Exempel 1 — Sénka skepp

Det forsta exemplet visar hur matematiska mojligheter i spelutvecklingsaktiviteter kan
utvecklas och hur viktigt det dr att vara 6ppen och finga dessa méjligheter. Exemplet dr
himtat fran artikeln Leringsmalstyret undervisning og malforstaelser — statiske og dynamiske mdil
(Misfeldt & Tamborg 2016) och startar med att en lirare vid ett projektméte om att arbeta
med “lirandemdl” uttrycker osdkerhet fOr att han har varit tvungen att dndra “madlet” f6r ett
undervisningsférlopp under tiden det pagick. Undervisningen var organiserad
undersékande och projektorienterat och eleverna skulle utveckla spel pa
matematiklektionen. Liraren hade planerat férloppet och hade forestillt sig att eleverna
skulle sitta upp regler for sina spel och att bra regler skulle vara ett tecken p4 att eleverna
hade utvecklat sin f6rmdga att kommunicera matematik. Lararens mal var alltsa att eleverna
skulle formulera bra regler. Som tecken pa lirande delades malet upp 1 tre nivaer: 1) att
spelet kan spelas med vigledning av en elev fran den grupp som hade formulerat reglerna,
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2) att spelet kan spelas med en kombination av stdd av en person frin gruppen och av
nedskrivna regler, samt 3) att spelet kan spelas av en annan grupp med hjilp endast av

nedskrivna regler i form av en guide.

Under arbetets gang visade det sig emellertid att elevernas arbete med uppgiften tog en
vindning som ldraren inte hade forutsett. Eleverna blev mycket engagerade i att utveckla
”matematiska” innovationer i spelet, som en x-laser som rensar en hel rad, kvadrantbomber
som rensar en kvadrant och andra exempel baserade pd matematik.

Detta uppfinningsrika sitt att angripa spelet ”Sinka skepp” accepterade liraren, och han
valde dirfor att f6randra delar av det ursprungliga lirandemalet f6r lektionen. Det dndrades
till att eleverna genom utveckling och utprévning av ett spel skulle lira sig att orientera sig i
ett koordinatsystem. Tecken pa lirande dndrades till att spelets regler ger méjligheter till att
otientera sig 1 koordinatsystemet, eleverna sjilva har anpassat och utvecklat gemensamma
idéer till sina egna ideer och eleverna kan genomskadda reglernas betydelse for spelets gang.

Det var denna dndring som ldraren uttryckte osikerhet om det ridttmatiga i, trots att arbetet
blev en succé och undervisningsuppligget senare framgingsrikt verlimnades till en
kollega, som arbetade med det i parallellklassen. Lirarens osdkerhet gillde alltsa huruvida

han hade fuskat, eftersom han hade dndrat milen efterhand.
Hur design och matematik méts;-och-didaktiska grepp i exemplet

Exemplet visar att matematik och spelutveckling kan ha betydelse for
programmeringsaktiviteterna. Det giller 4&ven om de spel som eleverna utvecklar inte goérs
pé dator. Matematik kom uppenbart att spela roll £6r elevernas spelutveckling. Eleverna
fick méjlighet att uppleva att den kunskap de hade om koordinatsystemet utvidgade
ramarna f6r vad de kunde géra nir det giller att designa ett ”sdnka skepp-spel”.
Matematiken gav dem en tydlig struktur att utveckla spelet efter. P4 detta sitt skapades ocksa
motivation for eleverna att lira sig begrepp relaterade till koordinatsystem.

Arbetet med spelregler stédde dessutom deras tinkande i algoritmer och att tinka i termer

av olika fall, ndr olika spelscenarier skulle undersékas och planliggas:

Aven de grepp som liraren anvinder ir det virt att uppmirksamma. Exemplet visar
nimligen hur matematiska praktiker som utvecklas bland eleverna kan plockas upp av
liraren och anvindas for att férbittra undervisningen, men det visar samtidigt att om man
gOr sd kan det bli n6dvindigt att justera planering och mal efterhand. Lektionen kan helt

enkelt ta en annan matematisk bana an vad som forst var tankt.

Liraren sdg att det var nagra elever som holl pa att tolka uppgiften pd ett sitt som var
matematiskt meningsfullt och hjilpte eleverna 1 arbetet. Liraren riktade de andra elevernas
uppmirksambhet till arbetet i denna grupp. Direfter spred sig metoden och liraren kunde

diskutera koordinatsystemet i detalj med hela klassen samlad.
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Konkret anvinde liraren en orkestrering som paminner om att visa en elevs skirm f6r
resten av klassen och diskutera en elevs skdrm” f6r att paverka de andra elevernas 16sning
av uppgiften. Detta visade sig vara synnerligen effektivt och omvilvande f6r denna
matematiklektion.

Nista exempel visar hur en lirare skapar en ’snabbgenomging” i algebra for att eleverna

behover det i sina programmeringsaktiviteter.

Exempel 2 — Programmera spel

Detta exempel dr himtat fran artikeln Programmering af robotenheder i grundskolen Misfeldt &
Ejsing-Duun 2015). I detta projekt var ett viktigt syfte att lirarna i sin undervisning skulle
utnyttja elevernas arbeten. Elevernas uppgifter skulle inte bara resultera i ett svar eller att
uppgiften blev mer eller mindre korrekt utférd, utan det som eleverna producerade, till
exempel ett program, skulle anvindas som utgangspunkt f6r den fortsatta undervisningen.

Eleverna i exemplet fick i uppgift att programmera spel. De anvinder iPad och programmet
Hopscotch. Med dessa elever blev det uppenbart att deras idéer om spelet och hur man
vanligen interagerar med spel pa ldrplattor genererade ménga intressanta diskussioner och
skapade inldrningsmoiligheter. Oliver férsokte till exempel flytta sin figur genom att luta
iPaden. Han bad de andra om hjilp och d4 fragade Ally honom ”Vartér tabbar du inte
bara?” Hon féreslog att Oliver skulle arbeta med en enklare typ av kommando f6r att fd en
liknande funktion. Oliver svarde; ”Dirfor att det dr ett spel, Ally. Det ska vara roligt
liksom?”.

Hir kan man notera att digitala spel dr en naturlig del av elevernas vardag. Det sdtt man
vanligen interagerar med spel 4r sa att sdga lika internaliserat hos barnen som vilken annan
del av deras vardagliga omgivning som helst. De férutsitter helt enkelt att siédant som
nedrikning, podngsystem, att styra med pilar eller direkt med fingrarna pa skdrmen eller att
luta sjilva lirplattan dr ndgot som ska ingd 1 ett spel. Det hir genererar en speciell typ av
motivation hos eleverna nir de ska konstruera sina egna spel. I det hir faller kunde liraren
aktivt bygea pa detta — hon insdg att minga av elevernas 6nskemal betriffande spelen
kunde fingas upp med begreppet variabler. Trots bristen pa kunskap om variabler (ett
matematiskt begrepp som anses ligga ’6ver deras niva” i skolan) deltog hilften av klassen
med stort intresse nir liraren visade hur man anvinder variabler och koordinatsystem f6r

att konstruera en styrfunktion med pilar.
Moijligheter och didaktiska grepp

Det intressanta i detta exempel 4r dels hur stark motivation som finns i att designa ett spel
— eleverna vill att det ska bli pa ett visst sitt och de vill inte kompromissa om det. Detta
innebir bade en méjlighet att lira och en tinkbar svarighet, da eleverna ldtt blir besvikna
nir de inte kan konstruera det de sa girna vill.

Dessutom visar exemplet att matematik och programmering méts 1 arbetet och att det ér
lirarens agerande som skapar detta méte. Liraren observerade forst att ndgra elever
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arbetade med problem som alla kunde hanteras genom att de inférde ett visst matematisk
begrepp, ndmligen variabler. Detta inkluderar sidan matematik som kan modellera
positioner, rorelser och kommandon f6r att skapa rorelser. Direfter tog hon ett tydligt
didaktiskt grepp nir hon med utgangspunkt fran just dessa elevers arbeten genomforde en
mer eller mindre spontan ”snabbgenomgang”. Denna var frimst riktad till de elever som
hade problem med figurstyrningen, men hoélls pad ett sidant sitt att alla som var intresserade
kunde lyssna. Nagra elevers produktioner och de frigestillningar som deras arbete hade
genererat anvindes alltsa for att skapa ett lirtillfille f6r en stérre grupp elever. Det liraren
alltsd gor hir dr att finga upp vissa fenomen som har med spelkonstruktionen att géra och
rikta intresset f6r dessa fenomen till ett intresse f6r variabler och koordinatsystem. Sittet pa
vilket ldraren gor detta far ocksa effekten att antalet elever som dr uppmirksamma pa just

detta problem vidgas fran nagra fa till nistan hela klassen.
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