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1.4 Funktioner frin R™ till R?

For en allman diskussion av funktionsbegreppet hanvisar vi till appen-
dix A.2.
L&t D vara en mangd i R™. Med en funktion

f:D > RP

menar vi en regel som till varje punkt z = (z1,...,2,) 1 definitions-
mangden D ordnar en punkt ¥ = (y1,...,%,) i RP. Den senare punkten
kallas vdrdet av f i punkten = och vi skriver

v=f(z)=(f(2),-.., fo(2))
eller annu mera utforligt

y1 = fi(z1,...,2n)

Y2 = .%MAHHH_ - .uHﬂL

s

Yp = fp(1, .-, %n).

Vi kallar funktionen reellvird om p = 1, vektorvird om p > 1. En
vektorvard funktion f har alltsi p stycken reellvarda komponenter fi,
..., fp, alladefinierade i D. Allménna funktioner av dettaslag ar alldeles
for komplicerade for att man skall kunna skaffa sig en fullstandig geo-
metrisk bild av dem. Férutom fallet n = p = 1 &r det bara reellvarda
funktioner av fvd variabler som gir att beskriva fullstindigt med hjalp
av en geometrisk figur. Vi skall borja med att ge exempel pd sidana
funktioner. Det ar d& bekvamt att beteckna punkterna i R? med (z,y)
1 stéllet f6r (21, z2).

Reellvirda funktioner av tvi variabler
For en reellvard funktion
N“\ﬁ.ﬂ.um\vu Aﬂuevmbu

av tva variabler z och y definierar vi grafen av f som den ¢redimensio-
nella punktmangden

AAHL}NV 3 2= %Tﬂu@v och AHU.S € Qv.
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Denna bildar en yta i rummet, uppspand rakt ovanfor definitionsmang-
den D.

Det kravs alltsd en tredimensionell figur for att &skddliggora alla
detaljer av en funktion p formen z = f(z,y). I praktiken, som till
exempel i denna lirobok, &r man dock oftast hanvisad till en plan figur
och till sin egen forestillningsformaga i tre dimensioner for att bilda
sig en uppfattning om en funktion av tvd variabler. For att genom-
skada en funktionsytas utseende maste man darfor tillgripa olika knep.
Ett vanligt tillvigagingssitt ar att studera ytans skdrningskurvor med
lampligt valda plan, ofta sddana som é&r parallella med eller vinkelrata
mot ett koordinatplan. Vi illustrerar med négra enkla funktionsgrafer.

Exempel 6. Betrakta funktionen

Z= flo,y) =2—\/4-22-¢?, Ty <4

Vi ser att en punkt (z,y, z) ligger péd grafen wwmnww da

haly she

z<2 och au+@u+TIBNHP

i

“axeln (halvcirkel).
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Grafen utgores alltsd av nedre hal-
vap av sfaren med radien 2 och cent-
rum i (0,0,2). De i figuren utri-
tade kurverna utgor skarningar med
plan parallella med zy-planet (dvs.
cirklar) respektive ett plan genom z-

Om vi liter » beteckna avstan-
det frién punkten (z,y) till origo i
zy-planet, dvs. r? = 2% + y?, ir

.:Hu@.v“mlz\mm.

Vardet av f i en punkt beror siledes bara pa dennas avstand till origo.
Att skarningarna mellan grafen och plan parallella med ry-planet ar
cirklar ar en foljd av denna rotationssymmetri. For rotationssymmet-
riska funktioner ndjer man sig ofta med att rita skdrningskurvan mellan
grafen och ett plan genom z-axeln. I vart fall blir denna en halvcirkel.

O

Exempel 7. Funktionen av tva variabler

zZ= %ﬁancvﬂz\ﬂmu iz <2, |y <L, haty cvlie de s

beror inte explicit p4 variabeln z. (Jamfér med en konstant funktion
av en variabel.) Grafen genereras genom att halveirkeln z = +/1—y% i

t
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yz-planet forflyttas langs z-axeln mellan £ = —2 och = 2. Vi far pd
detta satt en bit av en halveylinder. Utan ndgra inskrankningar i z-led
pd definitionsomridet skulle grafen bli en oéndligt l14ng halvcylinder.

Karaktdren av cylinderyta ar typisk fér varje funktion av tvd vari-
abler som bara beror pa den ena av dessa, sag f(z,y) = ©{y). Tillho-
rande funktionsyta genereras genom att forflytta kurvan

z=p(y)

(belagen i yz-planet} parallellt med z-axeln. O
Exempel 8. Betrakta

Z= flz,y) =" +4y%, 4y <4
Skarningarna mellan funktionsytan z = z?+4y* och plan z = ¢ parallella
med zy-planet bestdr av kurvor vars projektion i zy-planet ar ellipserna

Hu.T%.cNHn

dd 0 < ¢ < 4. For ovriga c-varden ar skidrningen tom. Plan parallella
med yz-planet ger skidrningar i form av parabler. Till exempel z = 0
ger parabeln z = 4y*. En yta av detta slag brukar kallas en (elliptisk)

paraboloid,

A ———
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Ett annat vanligt satt att 4skadliggbra en funktion av tva variabler,
gorn inte kraver att man avbildar tredimensionellt, ar att for olika varden
pa konstanten e rita de si kallade nivikurvorna

flz,y)=¢c

i zy-planet. Man far p3 detta s&tt en tvddimensionell (topografisk)
karta, med vars hjilp man kan utlisa funktionsytans utseende. Denna
teknik anvandes bland annat for vaderkartor. Hir forekommer fsobarer
och zsotermer som nivikurvor till de funktioner som beskriver lufttrycket
respektive temperaturen pi olika platser.

Exempel 9. I nedanstiende figurer (nista sida) har vi ritat upp ett
antal nividkurvor for funktionerna i exempel 6, 7 och 8. I det forsta
fallet blir nivakurvorna cirklar, vilket terspeglar funktionens rotations-
symmetri. I exempel 7 blir nivikurvorna linjer parallella med z-axeln,
eftersom funktionen ar oberoende av z. I det sista exemplet far vi ellip-
Ser.
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Y4
Yy
Y
(o
({& *
z=2—\/4—z%—4? Z2=1/1-y? z= a2+ 4y?

Reellvirda funktioner av tre variabler

Betrakta nu en reellvird funktion

u = %mHu@_uNu

av tre variabler. Grafen av denna funktion utgéres av punktméangden
{(z,y,2,u) ; u= f(z,y,2) och (z,y,2) € Dy }

i det fyrdimensionella rummet R*. Tyvirr saknar vi geometrisk upp-
fattning i fyra dimensioner. Det ar darfor omdjligt att skaffa sig en
fullstandig geometrisk bild av en funktion av tre variabler. Man far i
allmanhet noja sig med att studera funktionens nivaytor ,

flz,y,2)=c

i det tredimensionella rummet. Utseendet av dessa kan ge en ratt sa
god uppfattning om funktionen. For att ta ett konkret exempel 83 har
funktionen

fl@y,2) =2+ + 2

nivaytor i form av koncentriska sfarer runt origo.
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Kurvor

En vektorvard funktion av en variabel med varden i R”, alltsd en funk-
tion av formen
t— a(t) = (3:(t), ., 20 (2)),

kallas en n-dimensionell kurva i R"®. Férn = 2 och n = 3 talar
man om en plan kurva respektive en rymdkurva. Dessa tvd fall kan
&skadliggoras genom att man ritar funktionens virdemingd i R* respek-
tive R®. Variabeln ¢ brukar kallas parameter, och definitionsmangden
utgodres vanligen av ett intervall pa reella axeln. Parametern definierar
ocks4 en bestimd genomloppsriktning eller orientering av kurvan.

Olika funktioner frdn R till R"™ kan ha samma vardemangd och
generera samma orientering av denna. De sdges di utgéra olika pa-
rameterframstéillningar av en och samma kurva.

Exempel 10. Frén den linjira algebran dr det vilbekant att
T = g+ at
y=yo+ B teR,
z=2zy+ 1,

ar en ekvation p& parameterform for linjen genom punkten (o, yo, 20)
med riktningsvektorn (o, 3,7). Denna linje ar allts§ vardemangd till
funktionen

t+— (zo+at, yot+Bt, zo+t).

Exempel 11. Funktionen '
Tz =acost

) 0<t<2m,
y = bsint, y

beskriver en ellips i planet med halv- b j/
axlarna a och b, genomlupen ett varv

i positiv led. Samma ellips har till [ o  z
exermpel den alternativa parameter- I\

framstéllningen

z = acos2mt
0<t <1,

y = bsin2nt,
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Exempel 12. Rymdkurvan &

z = fcosl

y=4fsind g >0,

z = ab,

T

representerar en konisk skruvlinge
med stigningen 27a. Konens halva
oppningsvinkel ar arctan w O

En plan kurva kan ofta ocks& beskrivas som niv8kurva till ndgon
reellvard funktion av tva variabler. Till exempel har ellipsen i exem-
pel 11 ocksa ekvationen
g . 2
[ e lfips 3 @|NHH.

Man preciserar da ingen speciell parameter, och anger ingen orientering.

Ellipsen &r en av de s kallade

andragradskurvorne. De dvriga &r
\vwv hyperbler,

2 2
T Y
il A »M
A u ~ Ww
i
w\, parabler, \ PN
x
¥y=-—
a hyperbel
tjtoch skirande rata linjer,
! ‘
2 2
x
< = ..Ql = D
a b2
Hyperbeln har till exempel parame-
terframstallningen
i —i
= gcosht = am@Hli
; . teR.
. e —e” bel
y = bsinht = @4“ barabe
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Ytor

P& en kurva finns en frihetsgrad, representerad av parametern ¢ i en
parameterframstallning. For att beskriva en yta ¢ rymden behovs tvd
parametrar, dvs. en funktion

m.m“& — AHA?S“ @Amgﬁvg NAmuw:
fran R? till R®. Man kan tinka sig ytan uppbyggd av tva skaror av
kurvor, namligen parameterkurvorna

s mﬂﬁm“aof @Amu nOy Nﬁmgnovv
och

t— mﬂﬁmouﬂvu Qﬁwou.ﬁvu Nﬁ.mouﬂuv

for fixa varden to och sy pd parametrarna t och s. Vanligtvis ritar man
ndgra sddana kurvor néar man &skadliggor en yta.

s = konstant

t = konstant

Exempel 13. Funktionen

z = Rsinfcosp

y= Rsinfsine

z= Rcosb,
beskriver en sfar med radien R och medelpunkt i origo. Detta val av

parametrar péd en sfir brukar kallas sfariska koordinater. Parameterkur-
vorna utgores av bredd- och langdgrader svarande mot # = konstant
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respektive ¢ = konstant. (Lagg dock marke till att § betyder vinkeln
mot positiva z-axeln, inte mot zy-planet.) 0

OBS! Pien funktionsyta z = f(z,y) &r z och y parametrar. Ytan kan

skrivas

=3

y= 1

z= f(s,1).
Parameterkurvorna har siledes formen s — (s, b, f(s,b)) respektive
t — (a,t, f(a,t)). De uppstdr gemom att man skir funktionsytan
med plan y = b respektive z = a. En funktionsyta karakteriseras av
att varje rat linje parallell med z-axeln skar ytan i hégst en punkt.
Sféaren i ovanstiende exempel ar alltsd ingen funktionsyta. Déremot
kan 6verdelen och underdelen av sfaren var for sig betraktas som en
funktionsyta. Motsvarande funktioner ar da

respektive

2= —4/R? 2% — 4?2, z* +¢® < RE

Ibland beskriver man en yta som en nivayta

%AH“@VNV =¢

till en funktion f av tre variabler. Man anger da inte nigot bestamst
parameterval. Oftast kan vissa delar av en sidan yta betraktas som en
funktionsyta z = g(z, y), alternativt y = h(z, 2) eller =z = k(y, 2).

V& ellipsoider,
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Exempel 14. Sfaren i foregdende exempel kan ocksd befraktas som
niviytan

2+ gt + 2% = R?
till f(z,y, z) = =2 + y* + 2% Overdelen kan som vi redan sett beskrivas
som funktionsytan

P4 samma satt kan den del av sfiren som ligger 1 halvplanet > 0
beskrivas med funktionen

Sfaren ar ett specialfall av de sa e —
kallade andragradsytorna. Dessa

22 y? oz

aATpta=t

w\ och tvamantlade

u M M l
z

A Y
a B2 2
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samt olika slags cylindrar, mEv-P

tiska ) )
x y 1,

o
hyperboliska

HN @m

a2 B2

- och paraboliska

”“_J

Koordinatbyten

L&t oss slutligen siga ndgra ord om funktioner fran R™ till R” (med
samma n). Sddana funktioner upptrader ofta i form av variabelbyten i
- konkreta problem. Man kriaver d& av funktionen att den skall vara en
bijektiv avbildning mellan tvd omriden i R™. Precis som i envariabel-
~analysen ar ett lampligt variabelbyte ofta ett effektivt hjalpmedel vid
lésning av vissa problem.

Exempel 15. Ett av de vanligaste koordinatbytena i planet &r Gver-
gangen fran ratvinkliga till poldra koofdinater. Sambandet

T=rcosgp
y=rsing
definierar en bijektiv avbildning av omradet r > 0, 0 < < 27 i re-
planet pd omridet (z,y) # (0,0) i zy-planet. Det ratvinkliga rutnitet

givet av linjerna
r = konstant, ¢ = konstant

1 rp-planet svarar mot ett deformerat “rutnit” i zy-planet uppbyggt
av cirklar kring origo (svarande mot r = konstant) och halvstrilar frin
“origo (svarande mot ¢ = konstant).




