LOSNINGSFORSLAG TILL

Matematik Goteborgs Universitet

Tentamen i kursen LGMAS0: Algebra och Talteori V12019
Den 12 Juni 2019 kl 8:30-12:30 Jonathan Nilsson

Tilldtna hjialpmedel: En enkel minirdknare. Grafritande, symbolhanterande, eller programmer-
ingsbara riknare dr inte tilldtna. Maxpoiing pd tentan ir 40p. For godkiint krivs minst 20p.

For full poiing pd en uppgift kriivs en fullstindig och vilmotiverad losning som gir att folja. Skriv
tydligt vad ditt svar dr pd varje uppgift. Borja varje uppgift pd en ny sida.

Telefonvakt: Jonathan Nilsson, 0708676282.

1. Hitta alla par av heltal (z, y) som uppfyller 217z 4+ 152y = 3.

Vi anvander Euklides algoritm:
217 =152 + 65

152 =2-65 4 22
65=2-22+21

22=21+1

Darfor ar ged(217,152) = 1. Om vi arbetar igenom stegen baklanges far vi
1=22-21=22—(65—-2-22) = —65+3-22=—65+3- (152 — 2- 65)
=3-152—-7-65=3-152—7(217 — 152) = 10 - 152 — 7 - 217.

Multiplicerar vi med 3 far vi 30 - 152 — 21 - 217 = 3. Darfor ar (z,y) = (—21,30) en
16sning till den ursprungliga ekvationen. Enligt sats ges alla l6sningar darfor av
(z,y) = (—21 + 152k, 30 — 217k) dér k € Z.

Svar: Alla 16sningar ges av (x,y) = (—21 4 152k, 30 — 217k) dédr k € Z.



[6p] 2. Hitta alla 16sningar till foljande ekvationssystem

= mod 3
r=2 mod4
= mod 5
=3 mod?7.

Vi infor ny = 3, ng = 4, ng = 5, ng = 7, M = nina2nsng = 420, och Ni = ]\4/77,Z alltsa
Ny = 140, Ny = 105, N3 = 84, N4 = 60. Enligt var standardmetod blir da

r=1-b1 - N1 +2-bg-No+4-b3-N3g+3-by-Ny

en losning till systemet dér b; dr inversen till N; i Z,,,. Att hitta inverserna b; dr latt
eftersom n; dr sma:

b1-140=1 mod3<=10b;-2=1 mod3 vitarb; = 2.

by-105=1 mod4<=10by-1=1 mod4 vitarby = 1.
b3-84 =1 modb5<=bg-—1=1 modb vitarbs= —1.
by-60=1 mod7<=bs-4=1 mod7 vitarbs = 2.
Med ovanstdende formel blir z = 514 en 16sning systemet. Enligt Kinesiska restk-

lassatsen har systemet en unik 16sning modulo M = 420 (eftersom n; dr parvis
relativt prima) och 514 = 94 mod 420. Alltsa blir var slutsats:

Svar: Systemets losningar ges av x = 94 mod 420. Eller med andra ord: alla
heltalslosningar till systemet ges av « = 94 + 420k dédr k € Z.



3. Avgor om det finns ett heltal = sd att 22+ 60z + 1331 =0 mod 3221.

Vi borjar med att kvadratkomplettera:
22460z +1331 = 0 < (24 30)2 — 900+ 1331 = 0 < (x + 30)% = —431,

dér alla kongruenser d&r modulo 3221. Med y = x + 30 ska vi alltsd avgora om
y? = —431 mod 3221 &r losbar. Vi ska dérfér berdkna Legendre-symbolen (3751).

Eftersom 3221 = 1 mod 4 och 431 &r ett primtal s har vi:

—431 —1 431 3221 204 4 3 17
3221 )= (3221) ' (3221) =1 431 )= (ﬁ) - (E) ' (H) ' (ﬁ

( )

Har ar forsta faktorn 1 eftersom 4 ar en kvadrat. Eftersom 431 = 3 och 17 = 1 mod
4 har vi fortsattningsvis:

=0 D (o)) = (2) - (25)

=1 (1) () (5 = =) () = (D () = (5

Hiér dr 17 = 1 mod 8, sd forsta faktorn dr 1, och eftersom 17 = 1 mod 4 far vi
vidare:

17 2
=1-(%)=(35)=-1
(5)=6)
Vi kan déarfor dra slutsatsen:
Svar: Eftersom (5521) = —1 sa saknar ekvationen y* = —431 mod 3221 lésningar.

Darfor saknar ocksd den ekvivalenta ekvationen x? + 60z + 1331 = 0 mod 3221
16sningar, det finns alltsd inga heltal = som uppfyller den givna ekvationen.

[6p]



[6p] 4. Vi definierar en relation ~ pa heltalen Z genom

a~b<=4|(b—a)och6|(b—a).

Ar relationen ~ &r reflexiv? symmetrisk? transitiv? en ekvivalensrelation? Hitta
ocksd alla x som uppfyller 5 ~ x.

Vi har a ~ a for alla a eftersom bade 4 och 6 delar a — a = 0. Alltsa ar relationen
reflexiv.

Eftersom 4|b — a < 4| — (b — a) < 4|a — b, och pa samma vis 6|b — a < 6]a — b sa
gdller a ~ b = b ~ a, och relationen &r alltsa symmetrisk.

Slutligen antar vi att a ~ b och b ~ ¢. Vi har da speciellt 4|0 — a och 4|c — b. Med da
har vi ocksd 4|(b — a) + (c — b) alltsa 4|c — a. Pa analogt vi far vi ocksd 6|c — a vilket
tillsammans ger a ~ c. Relationen &r darfor ocksa transitiv.

Relationen har alltsd alla tre egenskaper och dr en ekvivalensrelation.

Slutligen hittar vi alla heltal « sa att 5 ~ z. Detta betyder att 4|z —5 och 6|z —5, vilket
i sin tur dr ekvivalent med att x = 1 mod 4 och x = 5 mod 6. Forsta ekvationen
ger v = 1+ 4y for y € Z och sétter vi in detta i den andra fdr vi 1 + 4y = 5
mod 6 < 4y =4 mod 6 & 4y+6z = 4f0r y, z € Z. Denna diofantiska ekvation har
en 1osning (y, z) = (1,0) och eftersom gcd(4,6) = 2 ges alla 16sningar av (y,z) =
(14 3k,—2k)fork € Z. Dettagerx =1+4y =1+ 4(1 +3k) =5+ 12k for k € Z,
eller med andra ord x =5 mod 12.

Svar: Relationen dr en ekvivalensrelation, den &r alltsd reflexiv, symmetrisk, och
transitiv. Vidare géller 5 ~  om och endastom x =5 mod 12.



5. Pa foljande korta uppgifter krévs endast svaret.

(a) Galler (x + 2)|(z% + = + 2) i ringen Zg4[z]?

(b) Ara =1/3 — 25 ett algebraiskt heltal?
(c) Ar 2930 ett perfekt tal?

(d) Ar (Zi93,+,-) &r en kropp?
(e) Skriv talet 12 — 48i som en produkt av Gaussiska primtal.
(f) Berdkna (1,2,3)0 (4,5)0 (3,1,2,4) 0 (5,2) i S5.

Pa foljande korta uppgifter krdvs endast svaret.

(a) Ja. (eftersom (22 + z + 2) = (z + 2)(z + 3))
(b) Ja. (med p(z) = (2% — 3)® + 2 fas p(a) = 0)
(©) Nej. (0(2930) = (1 + 2)(1 + 5)(1 + 293) = 5292 # 2 - 2030)
(d) Nej. (3123 s& 37! existerar exempelvis ej)
(e) 12 —48i = 3(1 +i)%(1 —4)(1 — 44).
1 2 3 4 5

() (1,2,3)0(4,5)0(3,1,2,4)o(5,2):(3 P91 5>:(1,3,2,4).

[6p]



[6p] 6. Hitta ett heltal 2 mellan 0 och 100 som uppfyller 2°3 = 69 mod 100.
Vi foljer standardalgoritmen, vi borjar med att hitta positiva heltal k£ och z som
uppfyller 53k — z¢(100) = 1. Vi har ¢(100) = ¢(5?)$(22) = (25 — 5) - (4 — 2) = 40.
Med Euklides algoritm har vi

53 =40+13, 40=3-13+1sd1=40—3-(13) =40—3-(53—40) =4-40—3-53.

Alltsa far vi en 16sning (k, z) = (=3, —4) till 53k — 2¢(100) = 1. Alla l6sningar ges
da av (k,z) = (—3 + 40t, —4 + 53t) for t € Z. For att fa en positiv 16sning kan vi
tex. tat = 1vilket ger k = 37 och 2z = 49.

Vi upphdjer darfor bada led i den usprungliga ekvationen med 37 och far
6937 = 499000+ = (#1009 0 — 4 mod 100.
S& vi tar x = 6937 mod 100. Vi anvédnder successiv kvadrering for att berdkna
denna potens, modulordkningen blir enkel eftersom det & modulo 100:
69' =69 692=61 69*=21 69°=41 69'°=81 69% =61 (allt mod 100)
Vi skriver 37 som en summa av olika 2-potenser: 37 = 32 +4 + 1. Vi har nu

69°7 = 693241 = 693269%69! = 61-21-69 =289 mod 100.

Svar: = = 89 uppfyller 2°% = 69 mod 100.



7. Lat méngden P(N) besta av alla delméngder till N. Vi definierar en binar operation [6p]
A péd P(N) enligt
AAB = (AU B)\(ANB).

Vi har da tex. {2,3,4,5}A{4,5,6} = {2, 3,6}.

(a) Lat A = {1,2,3,4}, B={2,3,5,6}, och C = {2,4,6,7}.
Berdkna (AAB)AC och AA(BAC).

(b) Visa att (P(N), A) &r en abelsk grupp.

(c) Los ekvationen {2k | k € N}JAX = {3k | k € N}. Beskriv explicit vilka heltal
som liggeri X.

(d) Definiera ¢ : P(N) — Zy genom ¢(D) = 1 nédr 5 € D, och ¢(D) = 0 annars.
Visa att ¢ dr en grupp-homomorfism.

(2) (AAB)AC = {1,4,5,6}A{2,4,6,7} = {1,2,5,7}
AA(BAC) = {1,2,3,4}A{3,4,5,7} = {1,2,5,7}

(b) Associativitet dr lattast att visa genom att rita Venn-diagram. Viser da att (AAB)AC =
AA(BAC), bada mingderna ar lika med (A\(B U C)) U (B\(AUC)) U (C\(AU
B))U (AN BNC),eller med andra ord de heltal som ligger i antingen 1 eller 3 av
méingderna A, B, C. Identitetselementet 4r den tomma méangden {} = @. Eftersom
AAA = @ sa dr varje element i gruppen sin egen invers. Detta visar att (P(N), A)
dr en grupp. Den édr abelsk eftersom AU B = BU A och AN B = BN A vilket ger
AAB = BAA.

(c) Eftersom varje médngd dr sin egen invers applicerar vi {2k | £ € N}A péd bada
sidorna, och anviander associativitet for att fa:

{2k |k € NJAX = {3k |k € N} & X = {2k | k € N}A{3k | k € N}

= {x sd att 2|z eller 3|z}\{x sa att 2|x och 3|z}
={r=0,2,3,4 mod6}\{z=0 mod 6} ={xr=2,3,4 mod 6}.

Mingden X bestdr alltsd av alla naturliga tal som modulo 6 &dr antingen 2, 3, eller
4.

lombe AUBmenb5¢ ANB
0 annars

¢(AAB) = {

Oombe Aoch5€ B
lom5€ Aochb ¢ B
lomb5¢& Aochb5 € B #(A) +¢(B)

Oomb5¢ Aoch5 ¢ B

Alltsd har vi p(AAB) = ¢(A) + ¢(B) for alla A, B € P(N), vilket visar att ¢ dr en
grupp-homomorfism.



