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Introduktion till Python

Programmering med Python

Python &r ett populdrt programmeringssprdk som anviands bade inom industrin och pa
manga utbildningar. Flera andra programmeringssprak dr ocksa i bruk, som t.ex. Java,
Matlab, och C++. Dessa dr ungefar lika kraftfulla nar det kommer till att gora effekti-
va matematiska berdkningar, men varje sprdk har sina for- och nackdelar. Den storsta
fordelen med Python &r att notationen dr minimal sa att koden blir lattlast. Python &r
dessutom gratis, har 6ppen kéllkod, program behover inte kompileras, och man slipper
halla koll pa krangliga saker sésom minneshantering eller typsittning av variabler.

Om man inte har programmerat tidigare kan det kdnnas svart i borjan, det kravs helt
enkelt lite tid for att vénja sig vid att skriva och tolka ett program. Det dr ocksa svart att
lara sig att programmera bara genom att lasa om det. Det basta séttet &r att prova sig
fram och testa olika kommandon for att ldra sig hur de fungerar. I instruktionen nedan
har jag darfor skrivit en guide till vad du kan prova att skriva in i Python for att komma
igang. Det dr viktigt att inte ha for brattom ndr man gar igenom texten. Tank igenom hur
de olika kommandona fungerar och forsoka gissa vad resultatet kommer att bli innan
du kor ett kommando. Var inte heller radd for att gora dina egna sma experiment med
de olika operationerna for att se hur de fungerar.

Om man skriver ett helt program, och det inte fungerar kan det vara svart att hitta felet.
Det ar dérfor bra att forsoka kora sma delar av programmet medan man skriver det - da
ser man ldttare ndr ett fel uppstar. Det dr ocksd en bra idé att forsoka vanja sig vid att so-
ka online efter svar pd de fragor som dyker upp. En bra introduktion till Python finns pa
https://www.w3schools.com/python/ - hdr kan man ldsa om hur grundldggande kom-
mandon fungerar. I den hir kursen kommer vi dock i princip bara att behéva anvinda
grundldggande rakneoperationer, if-satser, loopar, och funktioner.

Att anvanda denna text

Den har texten innehdller for tillfallet en grundldggande introduktion till Python, med
fokus pa talteoretiska berdkningar. Sist i texten finns kursens datorlaborationer, och ett
icke-obligatoriskt programmeringsprojekt for den som siktar pa hogre betyg. Jag rekom-
menderar att man forsoker ta en titt pd den grundldggande introduktionen pd egen
hand, pé sé vis har man mer tid att fokusera pa uppgifterna under laborationerna.

Kom igdng

Den hér instruktionstexten dr tankt att anvdndas tillsammans med Anaconda - en platt-
form for Pythonprogrammering. Anaconda finns installerat i datorsalen MVF22 som
vi har bokad, men du kan ocksa installera Anaconda pa din egen dator: gd till https:
//www .anaconda. com/download/, ladda ned Python 3.6 versionen, och fo]j installations-
instruktionerna. Applikationen som man startar programmeringsplattformen med kal-
las “Spyder”. 1 Windows 10 trycker man pd Windows-fonstret langst ned till vanster och
skriver "Spyder" for att hitta programmet.

I standardvyn i Spyder finns tre fonster. Till védnster finns en text-editor dar man kan
skriva in sin programkod. Nere till hoger finns en "konsol" dar man kan skriva in kor-

2


https://www.w3schools.com/python/
https://www.anaconda.com/download/
https://www.anaconda.com/download/

tare kommandon, ungefdr som pé en vanlig minirdknare. I konsolen visas ocksé in- och
utdata ndr du kor dina program som du skrivit i det vinstra fonstret. Uppe till hoger
finns ett hjalpfonster dar man snabbt kan f& hjdlp om hur man anviander kommandon,
man kan ocksa i detta fonster véxla till att se ett filsystem, eller till att se en lista 6ver sina
variabler.

Python som minirdknare

I konsolfonsret nere till hoger star det In [1]: Hér kan du skriva in kommandon som
pa en minirdknare och trycka enter for att kora dem. Operationerna + - * / fungerar pre-
cis som pd en minirdknare. Parenteser fungerar ocksd som vanligt, och decimalkomma
skrivs med en punkt.

Python anvéander ocksa lite notation som inte dr sa vanlig. "Upphdjt till" skrivs t.ex. som
s+ alltsd med tva multiplikationstecken. For att berdkna 2!° skriver man alltsa 2%*10.

Genom att skriva a//b berdknar du heltalsdivisionen av a med b, vilket dr vanlig division
fast avrundat nedat. Det géller t.ex. att 14//5 =2o0ch 1//2 = 0.

Du kan enkelt berdkna resten vid heltalsdivision med Python med hjdlp av operationen
% (har ingenting att gora med procentrdkning). For att berdkna resten nér o divideras
med b skriver dua % b. Vihar t.ex. 53%7 = 4 och 63%9 = 0.

Prova sjdlv - rdkneoperationer

Testa ovanstdende kommandon tills du kdnner att du forstar dem. Utforska ocksa
foljande:

e Nir behovs parenteser i Python? I vilken ordning berdknas 3+4*5 och 2**3**4
och 2*3%5?

e Vad hinder om du forsoker dela med noll?

e Hur snabbt dr python? Prova att multiplicera tva ungefar 20-siffror tal. Be-
rakna ocksa 2" for nagra stora varden pd n. Var gar gransen for vad Python
klarar?

\. J

Ibland kan man raka skriva in nanting som skulle ta mycket lang tid for Python
att berdkna. Du kan dé stianga konsolen genom att klicka pa det lilla roda krysset
ovanfor konsol-fonstret, da far du upp en ny konsol efter ett par sekunder.

For att fa tillgdng till fler matematiska funktioner i Python kan du skriva in féljande rad
i konsolen:

from math import *

Du har nu tillgang till flera matematiska funktioner. Du kan nu exempelvis berdkna roten
ur 3 genom att skriva sqrt(3). Du har ocksa tillgang till trigonometriska funktioner,
exponentialfunktionen, och logaritmer. Prova att skriva

cos(0)
sin(pi/6)
exp(1)
log(100)



1og10(100000)

Variabler

Precis som pé en minirdknare kan man skapa variabler och ge dem vérden. Prova t.ex.
att i konsolen skriva in

a=b

Du har nu skapat du en variabel a och tilldelat den véardet 5. Prova att pd nésta rad skriva
akxa

Vad tror du hinder om du harnast skiver

a=a+l

Vilket védrde har variabeln a nu? Prova genom att skriva a i konsolen.

n_mn

Har ska man tdnka pd att "=" tecknet i Python anvands for att tilldela (stélla in) vardet
péa variabeln till vanster till det hogra vardet. Att skriva a=a+1 har alltsd inneborden "sitt
vérdet pa a till det aktuella vardet pd a plus 1". Sdledes har nu variabeln a vardet 6.

Variabler kan ha vilka namn som helst (utan mellanslag). Prova t.ex. att i konsolen i tur
och ordning skriva foljande:

hej=3

hast=7

apa=hej*hast

apa

I mer komplicerade program &dr det dock en bra idé att anvdnda variabelnamn som pa-

minner en om vad variabeln gor istéllet for djur. Variabler kan exempelvis heta "sum-
man" eller "maxviarde" eller "svar".

Datatyper

Vi har hitills sett exempel pa rakningar med heltal och decimaltal.

Stringar

Python kan ocksd arbeta med text. En foljd av tecken kallas en string. Strangar skrivs i
Python inom citationstecken. Prova att i konsolen skriva in

x="Choklad"
y="muffins"

Du har nu skapat tva variabel x och y som bada innehaller strangar. Strangar kan slas
ihop med hjalp operationen +, eller upprepas med *. Prova att i konsolen skriva in fol-
jande. Gissa vad resultatet kommer att bli innan du trycker enter!

x+y
ytx
x*5
(x+y)*100



X*y

Booleska variabler - sant eller falskt

En Boolesk variabel dr en variabel som kan ha tva mojliga varden: "True" eller "False".
Det dr den kanske enklaste datatypen.

For att testa om tvd varden a och b dr lika i Python skriver man a==b. Resultatet blir da
antingen "True" eller "False". Lagg mairke till att detta 4r annorlunda &n att skriva a = b,
vilket ju sétter vardet pa a till vardet pa b. Prova att i konsolen skriva in

x=5
X==
x*xx==25

Prova sjdlv - olikheter

Det finns dven andra operationer som ger vdrdet "True" eller "False". Prova att i
konsolen skriva in foljade, och f6rsok lista ut hur de olika operationera fungerar!
x=5

x>3

x<5

x<=5

x!=7

x!1=5

Sant/falskt variabler kan kombineras med de logiska operationerna "and" och "or". Pro-
va att skriva in f6ljande, och gissa vad resultaten kommer att bli!

5==5 and 2==3

Skriv ocksa in foljande, och fundera pa varfor svaren blir olika. Ar uttrycket innanfor
parantesen sant eller falskt?

(0==1 and 0==0) or 1==

0==1 and (0==0 or 1==1)

Vixla mellan datatyper

Ibland vill man véxla mellan olika datatyper. Du kan t.ex. konvertera ett decimaltal till
ett heltal. Prova att skriva foljande:

a=8.762
int(a)
round(a)



Prova sjdlv - avrundning

Skriv i konsolen (om du inte redan gjort det)

from math import *

Du har nu ocksa tillgang till funktionerna "floor" och "ceil" i konsolen.
Undersok vad skillnaden dr mellan funktionerna floor, ceil, round, och int!

Ibland kan man fa en string bestdende av siffror - da behdver man omvandla strangen till
ett heltal eller decimaltal for att kunna rdkna med den numeriskt. Decimaltal kallas ocksa
flyt-tal, och man skriver float for att omvandla till flyt-tal. Prova att skriva in foljande i
konsolen:

s="3.1415"
s+1
s=float(s)
s+1

Frén borjan dr s en stridng, och vi kan inte addera ett heltal till en strang. Men efter att
vi gjort om s till ett decimaltal kan vi rdkna med den som vanligt. Vad hdnder om du
istallet for float(s) skriver int(s)?

Det ar ocksa vanligt att man vill sitta ihop tal med strangar. Skriv i konsolen:

x=2019
"Det dr nu &r " + x +". Gott nytt &r!"

Du fér da ett felmeddelande. Detta beror pa att du forsoker sla ihop tva olika datatyper:
strangar och heltal. Detta kan l0sas genom att konvertera variabeln z fran ett heltal till
en strang innan vi slar ihop dem. Detta gor man genom att skriva str(x). Skriv alltsa
istallet:

x=2019
"Det &r nu &r " + str(x) + ". Gott nytt ar!"

Listor

Listor &r en viktig datatyp i Python. En lista skrivs inom hak-parenteser och datan sepa-
reras med komman. En lista kan innehalla olika datatyper. Skriv in foljande i konsolen:
x=[5,-7,3+50+100, "hej", 12.345, "grus", 1+1==2]

X

Du har nu skapat variabel  som innehdller in lista bestdende av 7 element av blandade
typer: tre heltal, ett decimaltal, tva strangar, och en sant/falsk-variabel.

Du kan plocka ut ett individullt element ur en lista fran en viss position. Forsta elementet
i listan har position 0, andra har position 1 och sé& vidare. Skriv

x[1]
x[0]+x [4]
x[7]



Langden av listan z (antal element i x) far du genom att skriva len(x). Du kan ocksa
lagga till element sist i listan x genom att t.ex. skriva x.append(12). Prova foljande i
konsolen:

len(x)

x.append (3)
x.append ("Fermat")
len(x)

Om man vill skriva ut sista elementet i en lista # men inte vet hur lang den &r, hur kan
man skriva? Att skriva x[len(x)] fungerar inte, vad ar felet och hur kan man ritta till
det?

Python har ockséd en enkel metod for att testa om ett givet element ligger i en lista. Prova
att skriva:

15 in x
"hej" in x

Listor kan ocksa anvandas for att stdlla in varden pa flera variabler samtidigt: komman-
dot

la,b,c]=[5,12,13]

stdller in variablerna a=5, b=12, c=13 pd en enda rad.

Prova sjélv - listor av listor

En lista kan innehalla en annan lista som element! Detta ger ett enkelt satt att
spara data i matris-form. Prova att i konsolen skriva

=L, 202 o [, S, 60 4 17588011
x[1] [0]

Varfor blir resultatet som det blir? Vad ska a och b vara for att x[a][b]=8?

Prova sjalv - sortering av listor

Det finns en funktion som automatiskt sorterar listor i Python. Prova att skapa en
lista som heter tal och som innehaller ett antal heltal och decimaltal. Skriv sedan i
konsolen

tal.sort ()

tal

I vilken ordning sorteras talen? Vad hdnder om du sorterar en lista bestdende av
strangar? Eller en lista med bade tal och strangar?

Slumptal

Ibland kan det vara anvadndbart att skapa slumptal i Python. For att kunna anvidnda
slump-verktyg borjar man med att skriva foljande i konsolen:

from random import *



Du har nu tillgdng till slumptalsgeneratorn. Prova att skapa tre slumpade heltal mellan
0 och 5 genom att skriva:

randint (0,5)
randint (0,5)
randint (0,5)

Du kan skapa ett slumpat decimaltal mellan 0 och 1 genom att skriva random().

Genom att anvdnda slumptal kan du t.ex. vilja ut ett slumpat element ur en lista. Testa
t.ex. att i konsolen skriva:

djur=["katt","hund","orm","dinosaurie"]
"Jag har en " + djur[randint(0,3)] + " som husdjur!"

Skriv in andra raden flera gdnger sa ser du att du far olika resultat.

Har ar det egentligen smartare att ersdtta talet "3" med "len(djur)-1": dd fungerar pro-
grammet som det dr tankt dven om du ldgger till fler djur i listan!

Att skriva program i Python

Fran och med nu ska vi sluta anvdanda konsolen, och istéllet skriva program i det vanstra
fonstret. Borja med att skapa en tom fil och spara den ndgonstans, t.ex. pa skrivbordet.
Nér man skrivit ett program och sedan startar det genom att trycka F5 sa kor man alla
raderna kod efter varandra. Detta ger mojlighet att utféra mer komplicerade operationer.
Man kan ocksa ldttare dndra sin kod och sedan kora hela programmet igen.

En skillnad mot att anvianda konsolen &r att program inte ger ndgon output om man
inte ber om det. For att fa en utskrift frdn ett program maste man anvianda kommandot
"print".

Prova att skriva foljande enkla program i det vanstra fonstret, spara filen och kor den
genom att trycka F5.

1 a=3

> b=5b

3 ¢=19

. print ("Produkten a*bxc blir " + str(axbx*c))
5 print ("Summan a+b+c blir " + str(a+b+c))

Du kan sedan enkelt dndra vdrdena pd a,b,c pa rad 1-3 och kora programmet igen genom
att trycka F5.

I ett program kan man be den som kor programmet att skriva in ndgot genom att anvan-
da kommandot "input".

Skriv foljande program i det vénstra fonstret, spara det och kor det genom att trycka F5.
1 x=input ("Vad heter du? : ")

> print ("Du heter " + x + "! Vilket bra namn!")

Har anvéander vi kommandot "input" for att lata anvandaren ange en strang x i konsolen.
Sedan skapar vi en sammansatt strang och skriver ut den med print-kommandot.



N

Resultatet av input kommandot blir alltid en strang. Om man vill att personen ska
ange ett heltal eller decimaltal maste man alltsa gora om stréangen till en annan
datatyp. Man kan t.ex. skriva

1 x=int (input ("Ange ett heltal: "))
2 y=float (input ("Ange ett decimaltal: "))

Da kan vi efterat rdkna med x och y som tal och inte som strangar.

Ibland glommer man bort vad delar av ens kod gor. Darfor dr det bra att skriva kommen-
tarer i Pythonkoden. En kommentar paverkar inte programmet alls. I koden skriver man
tecknet # f6ljt av kommentaren pa samma rad. Ovanstdende program kan till exempel
kommenteras sahar:

#Detta &r ett emnkelt program
x=input ("Vad heter du? : ") #Be personen ange sitt namn

5 print ("Du heter " + x + "! Vilket bra namn!") #Gratulera

N

Som du ser far kommandon, strangar, och tal olika farg i kodfonstret. Fargerna spelar
ingen roll for programmet, men det hjélper en ldttare ldsa och tolka sin kod.

If-satser

Borja med att skriva foljande program och testa vad det gor.

x=int (input ("Ange ett tal: "))
if x>1000000:
print ("Det var ett megastort tal!")

Detta &r ett exempel pa en if-sats. Koden pa den inskjutna tredje raden kors endast om
villkoret ovanfor haller. Man kan ocksa skjuta in fler rader efter varandra sd att man fér
ett helt "block" med kod som bara kors om villkoret haller. Man skjuter in rader genom
att anvanda tab-knappen (ovanfoér Caps Lock pa tangentbordet). Efter if-satsen fortsatter
programmet som vanligt.

Man kan ocksa skapa if-satser med fler &n ett fall i sina villkor:

x=int (input ("Ange ett tal: "))
if x>1000000:
print ("Det var ett megastort tal!")

elif x>1000:

print ("Det var ett stort tal!")

elif x>10:

print ("Det var ett lagom stort tall!")
else:
print ("Det var ett litet tal!")

Hér anvdnder vi tva nya kommandon. "Else if" skrivs elif, detta kan anvédndas for att
skapa fler fall i if-satsen. elif-villkoret pd rad 4 testas endast om ovanstdende fall inte
intraffade. P4 samma vis testas villkoret pd rad 6 endast om de foregdende tva fallen
inte intrdffade. Pa rad 8 star det bara "else:" utan villkor. Detta sista fall kors nar inga av
ovanstaende fall intraffar.



N

Fundera pa vad som hade hint om vi hade byt ut "elif'-raderna mot vanliga "if"-satser
och sedan skrivit in ett tal storre &n en miljon!

Har ar ett mer praktiskt exempel. Foljande program berdknar BMI-virden (ens kropps-
vikt delat med kvadraten av ens ldngd i meter) och avgor om detta svarar mot under-
vikt/normalvikt/6vervikt. Las igenom och se om du forsta hur programmet fungerar.

L=float (input ("Ange ldngd i cm: "))
V=float (input ("Ange vikt i kg: "))

5 bmi=V/((L/100) **2)

N

print ("BMI-vardet var " + str(bmi)+".")
if bmi<18.5:

print ("Detta motsvarar undervikt")
elif bmi>=25:

print ("Detta motsvarar o6vervikt")
else:

print ("Detta motsvarar normalvikt")

Villkoret i if-satsen kan vara vad som helst av typen "sant/falskt", sd det géar bra att
skriva komplicerade villkor. Om t.ex. X,y,z dr tal och frukt &r en lista med frukter sa kan
vi skapa if-satser som:

if (x>5 or y<0) and z==2:
eller

if "banan" in frukt:

Prova sjdlv - jamnt eller udda

Skriv ett program som ber anvédndaren att skriva in ett tal och sedan skriver ut i
konsolen om talet &r jamnt, eller udda. Tips: Anvind a%?2 for att ta reda pd om a dr
jamnt eller udda

Loopar

Genom att anvdnda loopar kan man upprepa delar av sin kod flera génger, detta &r
mycket anvandbart som vi ska se framover.

For-loopar

Den vanligaste typen av loop kallas for en for-loop. Testa t.ex. att kora foljande program:

for x in range(1,8):
print (x)

Som en mening kan programmet tolkas som "for varje heltal x i intervallet [1,8), skriv
ut 2". Programmet skapar alltsa en loop-variabel x, och kor sedan den andra raden flera
ganger dar x forst dr 1, sedan 2, och sa vidare.

Notera att sista talet x som skrevs ut i foregdende exempel &r 7 och inte 8. Detta
ar en konvention i Python som man maste vinja sig vid: att ndr man skriver "x in
range(a,b)" sa ar forsta viardet pa x lika med a och det sista vardet for x &r b-1.
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Loopar kan t.ex. anvdndas for att approximera summor och serier. Foljande program

berdknar de 100 forsta termerna i summan Y 52 75.

summa=0

for k in range(1,101):
summa=summa+1/ (k*k)

print (summa)

I steg nummer k adderar vi alltsd termen 75 till variabeln summa. Notera att vi var
tvungna att satta summa till 0 i borjan. (Varfor?) Vad tror du hander om vi ocksa skjuter
in den fjarde raden i programmet?

Man kan ocksa loopa igenom en lista med en for-loop:

frukter=["&pple","kiwi","banan","ananas"
for f in frukter:
print (£ + " &r gott!")

Har antar alltsd loop-variabeln f i tur och ordning alla varden i listan frukter. Det spelar
inte ndgon roll vad vi kallar denna variabel, den finns bara inne i loopen.

Prova sjdlv - triangeltal

Ett triangeltal dr ett tal pa formen 14243+ - - +n for ndgot n. Exempelvis ar 3, 10,
och 5050 triangeltal. Skriv ett program som skriver ut de forsta 100 triangeltalen!
Tips: detta gir att gora med en enkel for-loop.

While-loopar

En annan typ av loop dr while-loopen, denna later oss upprepa ett stycke kod sa lange
ett villkor &r sant. Foljande program visar hur sddana kan anvéandas:

x=1

while x<5000:
X=2%X
print (x)

Programmet fortsdtter att dubbla vardet pd x och skriver ut resultaten dnda tills x blir
storre an 5000. Vilket blir det sista talet som skrivs ut? Varfor? Vad hander om man byter
plats pd rad 3 och 4?

Om du vill krascha Python kan du skriva en oindlig loop av typen while(True), exempel-
vis
while 1==1:

print ("Hjdlp, jag &dr fast i en loop!")

Programmet fortsdtter att koras sa lange 1=1, det vill sdga for alltid (eller i praktiken tills
datorns minne tar slut eller tills du stanger Python-konsolen).

Loopar i loopar

Koden som kors innuti en loop kan vara vad som helst - exempelvis en annan loop!

Prova att skriva och kora foljande program:
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i for i in range(1,5):
2 for j in range(1,4):
print(str(i) + " och " + str(j))

Téank igenom hur programmet fungerar, lagg speciellt mérke till den dubbla rad-inskjutningen
pé rad 3. Hur manga utskrivna rader fick du? Lagg ocksa marke till ordningen av utskrif-
terna.

I foljande program anvander vi dnnu en dubbelloop for att skriva ut en multiplikations-
tabell av storlek 10*10.

for rad in range(1,11):

x="

for kol in range(1,11):
4 x=x+str (rad*xkol)+" ")
5 print (x)

N

Har upprepas rad 2-5 tio ganger medans variabeln rad gar fran 1 till 10. For varje varde
pé rad borjar vi med att skapa en tom strang X, och sedan later vi variabeln kol ga fran 1
till 10 medans vi lagger till rad*kol till strangen x. Tillslut skriver vi ut raden x. Program-
mets fjarde rad kommer alltsd att koras totalt 100 ganger. Du kan enkelt gora en storre
tabell genom att 6ka talet 11 i range-kommandot.

Funktioner

Genom att skapa funktioner i Python kan man pa ett enkelt sitt dteranvanda sin tidigare
kod. Notationen for att definiera en funktion illustreras nedan, vi definierar funktionen
f(z) = 2% + 3z + 5 genom att skriva foljande:

1 def f(x):
return x*x+3*x+5

N

Funktionens namn &r f, och stoppar man in x i funktionen sé returneras x2 + 3z +5. Prova
skriva in programmet och kor filen. Du far da ingen output, men funktionen f finns nu i
datorns minne, och man kan rdkna med den effektivt som med en vanlig funktion. Prova
att direkt i konsolen skriva:

£(5)
£(£(0)+1)
hist=100
f (hést)

Det gar ocksa bra att skriva sddana rader i sitt program under definitionen av f, men da
maste vi anvdnda "print" kommandot.

Ség att vi vill hitta alla l6sningar till ekvationen 2° + 3z +5 =0 mod 97. Det kan vi géra
genom att utoka ovanstdende program sdhar:

1 def f(x):
2 return x*xx+3*x+5

s for i in range(0,97):

if £(i)%97==
6 print (str(i)+ " &r ett nollstdlle till f modulo 97")
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Har ar det viktigt att definitionen av f stdr ovanfor for-loopen: om inte f dr definierad
kan ju programmet inte berdkna f(i) inne i for-loopen.

Programmet berdknar alltsa f(i) modulo 97 for alla i fran 0 till 96, och ndr f(i) = 0
modulo 97 gor programmet en utskrift om detta. En férdel med att gora pa detta vis &r
att vi enkelt kan byta ut f mot en annan funktion i den 6vre definitionen och fortfarande
anvanda den nedre koden.

En funktion kan heta vad som helst, kan ha hur manga argument som helst (eller inga!),
och kan innehalla hur manga rader kod som helst innan den returnerar ett varde. Vardet
som returneras kan ocksa vara av vilken typ som helst. Funktionen behover inte ens
returnera nagot varde alls!

Har &r ett exempel pa en funktion som inte har ndgra argument, och inte returnerar
ndgot varde:

1 def h&lsning():
for i in range(0,5):
print ("Ha en bra dag!")

[N

Allt funktionen gor &r alltsa att skriva ut texten "Ha en bra dag!" fem ganger. Efter att vi
definierat funktionen kan vi kora den genom att skriva

h&1lsning()

Frivilliga argument

Nu dndrar vi ovanstdende funktion till foljande:

1 def h&lsning(n,namn="Fermat"):
for i in range(0,n):
print ("Hej "+namn+"! Ha en bra dag!")

N

Den hir funktionen skriver ut en mer personlig hélsning n ganger. Vi kan t.ex. kora
programmet och sedan anvinda funktionen med

h&dlsning(3, "Gauss")
hdlsning(1l,"alla glada ménniskor")
Men vi kan ocksa skriva bara

h&lsning(5)
For att hélsa till Fermat. Detta beror pa att vi valt ett standardarqument for variabeln
"namn". Om vi inte anger en strang som andra argument anvéands alltsd namn="Fermat".

Funktionen range() i vara for-loopar fungerar faktiskt pa detta vis. Skriver man bara
"range(8)" sd betyder det samma sak som "range(0,8)". Nollan &r alltsa ett standardargu-
ment.

Rekursiva funktioner

En rekursiv funktion dr en funktion som anropar sig sjilv! Vi visar med ett exempel pa
en funktion som rdknar ut siffersumman av ett tal (siffersumman av 1574 dr exempelvis
1+5+7+4=17).

| def siffersumma(n):
2 if n==

13



return O
return n%10+siffersumma(n//10)

Vi berdknar hir siffersumman av ett tal n genom att ta den sista siffran (n%10) plus siffer-
summan av resterande siffror (n//10). Om vi t.ex. skriver siffersumma(38) kommer pro-
grammet forst att forsoka berdkna 38%10+siffersumma(38//10), alltsd 8+siffersumma(3).
For att klara detta maste programmet forst berdkna siffersumman av 3, vilket med pro-
grammet blir 3+siffersumma(0), och tillslut berdknas siffersumma(0)=0. Med andra
ord, programmet "dyker djupare i sig sjdlv" tva ganger nir det berdknar siffersumman
av 38. Det ar viktigt att ha if-satsen, annars blir det en odndlig rekursion och Python kra-
schar. Det dr ocksa saklart mojligt att skriva detta program utan rekursion och med en
for-loop istéllet, men i vissa lagen dr rekursion mer lampligt.

Har kommer ett exempel till. Antag att vi har en lista "saker" som bestdr av andra listor,
som eventuellt ocksa har listor i sig 0.s.v, och sdg att vi vill skriva ut allting i saker pa
en rad var. Lat t.ex. saker=[1,"fem",2, [[2,[8]]],3, ["h&st", [5,4]]1]. Om vi loopar
igenom listan med for x in saker: print(x) sd far vibara 6 rader utskrivna, eftersom
"saker" innehéller tv4 listor. Problemet kan 16sas med rekursion:

def skrivut(a):
if type(a)!=1list: #testar om a &r en lista
print (a) #skriv ut tal och stridngar direkt
else: #annars, om a ar en lista,
for x in a: #loopa igenom listan a
skrivut (x) #rekursivt anrop foér varje del-lista

Nu kan du skriva skrivut (saker) i konsolen och fa det dnskade resultatet.

Funktionsexempel

Har kommer ett exempel pd en funktion som berdknar gecd av tva positiva heltal.

def d&ligGCD(a,b):
for i in range(0,b):
if a¥%(b-i)==0 and b%(b-1)==0:
return b-i
print ("N&got gick fel!")

print (d21igGCD(54321,9876))

Programmet gar alltsd igenom alla heltal fran b och nedat dnda tills det hittar ett tal som
delar bade a och b. Podngen som det hidr programmet illustrerar &r att sa fort vi kommer
ned till ett return-kommando sa dr funktionen klar, och efterféljande rader i funktionen
kors ej. Enda sattet att f4 utskriften "Négot gick fel" &dr alltsd om hela for-loopen kors
igenom utan att ndgot virde returneras - detta kan bara hinda om du skriver in a eller b
som ett decimaltal eller ett negativt tal.

En annan viktig podng &r att vi mdste gd igenom talen uppifran och nedat: vi vill ju
returnera den storsta gemensamma delaren. Men i for-loopen gar variabeln ¢ fran 0 och
uppét. Darfor anvander vi i programmet (b — i) for att f4 en variabel som gér fran b
och nedat till 1. Notera att vi lika gdrna kunde ha gatt nedat fran a eftersom gcd(a, b) &r
mindre &n bade a och b.

Varfor tror du jag dopt programmet till daligGCD? Du kan prova att berdkna ged av tva
annu storre tal med programmet!

14



Tidtagning

Vissa rdkneoperationer kan vara mycket kravande, som exempelvis att hitta primtals-
faktorerna till ett stort tal. D4 kan det vara intressant att kunna maéta hur snabbt ens
program ar.

Genom att skriva
from time import *
i konsolen (eller dverst i sitt program) far man tillgang till Pythons tids-paket.

Prova sedan att i konsolen skriva time ()

"time()" dr en funktion utan argument. Den returnerar den exakta tiden sedan kl 00:00
den forsta januari 1970 maitt i sekunder(!)

Tidtagning av program
Nedan ér ett exempelprogram som berdknar hur lang tid det tar att berdkna summan
1+2+3+...4+ 100 med en loop.

from time import *
start=time ()

3 summa=0

N

for i in range(1,101):
summa=summa+i
print (summa)
end=time ()
print ("Det tog "+ str(end-start) + " sekunder.")

Vi sdtter variabeln "start" till tiden precis innan for-loopen och "end" till tiden efter loo-
pen é&r klar. Skillnaden mellan end och start blir ju da tiden det tog for programmet att
koras. Python dr dock sd snabbt att svaret ges ndstan omedelbart - prova att &ndra sa att
programmet summerar upp till en miljon eller 10 miljoner istédllet. Hur ldng tid tog det?

Raderna 3-6 kan sdklart ersidttas med vilket program som helst for att se hur lang tid det
tar att koras.

Sleep

Man kan f4 ett program att pausa eller "somna" genom att anvidnda kommandot sleep.
Detta kan vara bra om man t.ex. vill hinna ldsa output fran ett snabbt program. Kom-
mandot "sleep(x)" pausar programmet i x sekunder. Hir kommer ett enkelt exempel:

from time import *
prod=1

s for i in range(0,30):

print (prod)
sleep(0.5)
prod=prod*7

Programmet skriver alltsd ut de forsta 30 potenserna av 7 med en halv sekunds mellan-
rum.
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Exempelprogram: Euklides algoritm, gcd, Icm, och Eulers ¢-funktion

Har foljer ett exempel pa hur man med relativt korta program kan uféra komplicerade
berdkningar och dteranvénda sin kod. Foljande program definierar funktioner som kan
berdkna gcd, lem, och virden for Eulers ¢-funktion.

def gcd(a,b):
while(b!=0):
[a,bl=[b,a%b]
return a

s def lcm(a,b):

return a*b//gcd(a,b)

def phi(n):
svar=0
for a in range(1l,n+1):
if gcd(n,a)==1:
svar=svar+1
return svar

. print (gcd (8905634793 ,789438))
7 print (1cm(789423985,43278985))

print (phi(67832))

Beskrivning av koden

I funktionen ged startar vi med tva tal a och b. I varje loop-steg ersitts sedan det minsta
talet b med resten a%b, och det nya stora talet blir b. Varje loop steg motsvarar alltsa ett
steg i Euklides algoritm. Detta fortgdr tills den sista resten blir 0, och da ligger den nast
sista resten i a, sd detta tal returneras. Om det dr svart att hanga med kan du fundera
over vad som hédnder rad for rad nédr programmet berdknar gcd(5,2), alltsd ndr a = 5
och b = 2 iborjan. Notera att koden fortfarande fungerar om b > a - i forsta loop-steget
skiftas dd variablerna!

Vi vet att minsta gemensamma multipeln av tva tal a och b ges av a * b/gcd(a, b). Darfor
ar det mycket enkelt att skriva en lem-funktion genom att dteranvianda vér tidigare defi-
nierade funktion gcd. Lagg maérke till att vi anvdnde heltalsdivision // for att fa output
som ett heltal och inte ett decimaltal.

Funktionen phi berdknar varden for Eulers phi-funktion. ¢(n) dr ju antalet tal a mellan
1 och n som uppfyller ged(a,n) = 1. Programmet loopar igenom alla tal mellan 1 och n,
och berdknar gcd(a,n) genom att anvanda var tidigare definierade funktion. For varje a
med gcd(a,n) = 1 adderar vi ett till variabeln "svar", och efter att vi gatt igenom alla a
returnerar vi svar.

Till slut anvander vi vara funktioner for att berdkna gcd (8905634793, 789438),
lem (789423985, 43278985) och ¢(67832).

Man bor skriva sina funktioner overst i ett program om de ska anviandas senare i
programmet. I vart exempel dr det ocksa viktigt att gcd-funktionen star verst eftersom
bade lem-funktionen och phi-funktionen anvander sig av gcd-funktionen.
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Effektivitet

Notera att funktionen gcd dr véldigt snabb: du kan prova att berdkna gcd(a,b) for tva
30-siffriga tal a och b.

A andra sidan #r phi(n) ganska langsam: prova exempelvis att ligga till tva siffror och
berdkna ¢(6783200) - det tar flera sekunder pa en normalsnabb dator. Varfor tror du phi
ar langsammare &n ged?

Det &dr ocksa intressant att jamfora funktionen "gcd" med vér tidigare funktion "da-
ligGCD" ovan. Bada kan nidstan omedelbart berdkna ged av tva 5-siffriga tal. Men om
vi later a och b ha 30 siffror s4 kommer fortfarande gcd(a,b) att berdknas pa under en
sekund medans daligGCD(a,b) skulle ta langre tid pa sig dn universums alder - detta
trots koden i funktionen "gcd" faktiskt var kortare!
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Datorlaboration I

Arbeta ensam eller i par med denna datorlaboration. Om man arbetar i par dr det bast
att man har ungefar samma férkunskaper, sé att badda far ut nagonting av labben. Om ni
blir klara med uppgifterna under labben far ni gora en kort redovisning dar ni beréattar
hur era program fungerar, och ni kan da bli godkidnda direkt. Annars far man gora en
individuell inlimning i efterhand pa foljande vis:

e Skapa en Python-fil som innehaller alla obligatoriska funktioner fran uppgifterna.
"I man av tid"-uppgifterna behover du inte gora.

e Ligg in kommentarer direkt i Python-filen som forklarar de viktigaste delarna av
dina funktioner. Svara ocksa péd uppgiftens fragor i kommentarerna.

e Spara filen som ditt namn i formatet LIF6rnamnEfternamn.py
och maila till jonathn@chalmers.se senast tva veckor efter labben.

Uppgift 1

e Skapa en funktion fak(n) som returnerar n! (n-fakultet) genom att anvanda
en loop. Se till att 0! = 1 berdknas korrekt, alltsa att fak(0) = 1.

e Skapa i samma fil en funktion binom(n,k) som berdknar binomialkoeffici-
enten (}). Funktionen binom ska anvénda sig av din funktion fak.

e (I man av tid) Skapa i samma fil en funktion Pascal(m) som skriver ut de
forsta m raderna i Pascals triangel. Funktionen ska anvédnda din funktion
binom.

Uppgift 2

e Skapa en funktion drPrimtal(n) som testar om n &r ett primtal eller inte ge-
nom att testa om n ar delbart med 2,3,4,5,...,n-1. Funktionen ska returnera
True eller False. Testa hur stora n programmet klarar pa rimlig tid. Ar exem-
pelvis 179427121 ett primtal?

e Skapa i samma fil en funktion primtalUnder(n) som returnerar en lista som
innehaller alla primtal mindre &n n. Funktionen primtalUnder ska anvanda
din funktion drPrimtal.

e Forbattra din funktion d4rPrimtal genom att férdndra den sd att den bara tes-
tar om n ar delbart med varje heltal upp till \/n. Tips: anvind en while-loop!
Varfor racker det att testa upp till \/n? Testa hur mycket snabbare dina funk-
tioner blir.

e (I mdn av tid) Skapa en funktion faktorisera(n) som returnerar en sorte-
rad lista med primtalsfaktorerna i n. Forsok gora funktionen sa effektiv som
mojligt, och prova hur stora tal den kan faktorisera!

Spara din kod, vi kan komma att ateranvdnda dessa funktioner pa kommande labora-
tioner!



Datorlaboration Il

Arbeta ensam eller i par med denna datorlaboration. Om man inte redovisar muntligt
pé labben far man gora en individuell inlamning i efterhand pa foljande vis:

e Skapa en Python-fil som innehaller alla obligatoriska funktioner fran uppgifterna
och ldgg in kommentarer direkt i Python-filen som forklarar de viktigaste delar-
na av dina funktioner. Svara ocksa pa uppgiftens fragor i kommentarerna. Det &r
viktigt att dina funktioner uppfyller precis det som star i instruktionen.

e Spara filen som ditt namn i formatet L2F6rnamnEfternamn.py
och maila till jonathn@chalmers.se senast en vecka efter labben.

Uppgifter

e Klistra in dina funktioner "arPrimtal" (rot-versionen) och "primtalUnder"
frdn Labb 1 overst i ditt program. Skapa en funktion FermatTest(n,k=5).
Funktionen ska testa om n &r ett primtal genom att vélja & stycken slump-
maéssiga tal a mellan 1 och n och for vart och ett av dessa testa om a” = a
mod n med hjélp av Pythons inbyggda funktion "pow". Sedan ska program-
met returnera antingen True eller False. False ska returneras om vi ar sikra
pa att n &r sammansatt. True ska returneras om n nog dr ett primtal. Motivera
teorin bakom testet. Testa ocksa din funktion pd nagra hoga tal n. Diskutera
vilken som ar bast: 4rPrimtal eller FermatTest.

e Skapa en kopia av din funktion "primtalUnder" som heter puFermat(n) som
anvander "Fermattest" istdllet for "drPrimtal” for att testa om tal &r primtal,
men i 6vrigt ser likadan ut (du kan behéva behandla primtalen 2,3 separat).

e Hitta sedan ett sdtt att jamfora de tva listorna
primtalUnder(10**5) och puFermat(10**5).
Paverkas resultatet om vi dndrar k? Vilken slutsats kan du dra?

e Skapa en funktion letaMersenne(n) som letar upp och skriver ut al-
la Mersenne-primtal 2 — 1 for p < n pad ett effektivt sdtt. Funk-
tionen bor anvidnda dina funktioner FermatTest och primtalUnder. Hur
manga Mersenneprimtal hittar du pd rimlig tid? Jamfor med listan
padhttps://sv.wikipedia.org/wiki/Mersenneprimtal#Lista_%C3%B6ver_
mersenneprimtal

7

Python kan snabbt berdkna a* mod n med successiv kvadrering med den inbygg-
da funktionen pow(a,k,n). Detta &r otroligt mycket snabbare dn att skriva a*xkn.
Problemet dr att matematikpaketet har en annan funktion med samma namn som
bara tar tva argument, sd om vi har skrivit from math import * sa skrivs funktio-
nen pow Over och vi kan inte lingre anvdnda den. For att kunna anvanda bade
"pow" och "sqrt" kan vi t.ex. istéllet skriva from math import sqrt. Om du tidi-
gare importerat hela paketet math sa behover du starta om konsolen.

En annan 16sning &r att istdllet skriva import math dverst i programmet. Dd kan
man skriva math.sqrt (49) for att berikna v/49.
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Datorlaboration II1

Arbeta ensam eller i par med denna datorlaboration. Om man inte redovisar muntligt
pé labben far man gora en individuell inlamning i efterhand pa foljande vis:

e Skapa en Python-fil som innehéller alla obligatoriska funktioner fran uppgifterna
och lagg in kommentarer direkt i Python-filen som forklarar de viktigaste delarna
av dina funktioner. Svara ocksd pa uppgiftens fragor i kommentarerna. Det dr vik-
tigt att dina funktioner uppfyller precis det som star i instruktionen. I man av tid-
uppgiften behover du inte gora. Spara filen som ditt namn i formatet L3F6rnamnEfternamn.py
och maila till jonathn@chalmers.se senast en vecka efter labben.

Uppgifter

e Klistra in dina funktioner "d@rPrimtal" och "primtalUnder" fran Labb 1 och 2
overst i ditt program. Borja med att skriva en funktion faktor(n) som tar ett
sammansatt tal n och returnerar en faktor i n, alltsa ett tal pd mellan 2 och
n — 1 som delar n. Funktionen kan déarefter anviandas for att splittra ett tal i
tva faktorer: n dr ju produkten av faktor(n) och n//faktor(n).

e Skapa en funktion LegTest(a,p) som returnerar Legendresymbolen <%) , allt-
s& 1 om ekvationen 2> = a mod p &r 1osbar, och annars —1. Funktionen ska
gora detta genom att testa alla varden pd = fran 1 till p — 1. Nér a dr 0 mod p

ska du returnera 0.

e Skriv en rekursiv funktion Leg(a,p) som ocksa returnerar (%) , men gor det-

ta genom att reducera Legendre-symbolen med kvadratiska reciprocitest-
satsen och rakneregler for Legendre-symbolen. Se till att alla fall tacks in.
Om du inte far funktionen att fungera sa prova att gora sma utskrifter i pro-
grammet sa att du ser var felen uppstdr. Du kan ocksa prova att din funktion
klarar att korrekt berdkna Legendre-symboler for smé a och p, vi har t.ex.

GENCENORIO

Prova att din funktion fungerar genom att skriva foljande kod nederst i ditt
program och kora det:

for i in range(100):

2 primtal=primtalUnder (1000)
3 p=primtal [randint (1,len(primtal)-1)] #slumpa p

4 a=randint (1,1000) #slumpa a
5 if LegTest(a,p)!=Leg(a,p):
6 print ("Olika i Leg("+str(a)+","+str(p)+")")

Vad gor ovanstdende kod?

o Jamfor effektiviteten for funktionerna LegTest och Leg genom att berdkna
Legendre-symboler for nagra relativt stora a och p.

e (I mdn av tid) Skapa en funktion Jacobi(a,b) som berdknar Jacobi-symbolen
(%). Kom ih&g att svaret ska bli noll ndr a och b ¢j 4r relativt prima.
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Pythonprojekt: Kryptografi

Detta ar ett icke-obligatoriskt programmeringsprojekt pd kursen, fraimst riktat till de
som siktar pd ett hogre betyg (det ar dock mojligt att fa det hogre betyget dven utan
detta, se kriterierna i kursplaneringen). Den storsta skillnaden mot datorlaborationerna
ar att projektet kraver mer sjalvstandigt arbete, instruktionerna ar inte lika direkta och
man mdste darfor hitta svar pd sina fragor pa egen hand.

Kryptering

I princip all internetkommunikation krypteras idag med talteoretiska metoder. Alla we-
badresser som borjar pd "https:/ /" dr skyddade med krypton som oftast bygger pd RSA-
protokollet som vi har diskuterat i kursen. Nyckeln som anvéands pa dessa krypton har
normalt 256 tecken, sd for att kndcka koden skulle det alltsa (i princip) krdvas att man
kan faktorisera en produkt av tva primtal som har 256 siffror, ndgot som dagens datorer
inte klarar.

En annan algoritm som &r pad frammarch ar kryptering med elliptiska kurvor, sé kallad
ECC. Denna algoritm &r ocksa baserad pa talteori, men medan sidkerheten i RSA byg-
ger pa det faktum att det &r svart att faktorisera stora tal sa bygger ECC pa ett annat
svart matematiskt problem: att hitta den diskreta logaritmen i abelska grupper, ndrma-
re bestdmt i en viss typ av grupp associerad med en elliptisk kurva 6ver en kropp Z,.
Fordelen med ECC ér att nycklarna blir kortare &n i RSA algoritmen.

Bdda metoderna dr sakallade assymmetriska krypton, vilket betyder att anvandarna har
dels en hemlig nyckel, men ocksd en 6ppen nyckel som publiceras offentligt. Med din
oppna nyckel kan vem som helst kryptera meddelanden och skicka till dig, men endast
du kan avkryptera koden och ldsa meddelandet. Tva personer kan darmed kommunice-
ra med varandra (t.ex. via internet) pd ett sikert sédtt &ven om signalen avlyssnas av en
tredje part.

Vilj ett av projekten RSA-kryptering eller ECC-kryptering eller Kodknickning nedan.
I projekten kan du fritt anvinda foljande funktion som hittar en 16sning till den diofan-
tiska ekvationen ax + by = ¢ med Euklides algoritm:

def diof(a,b,c): #Returnerar ett [x,y] s& att ax+by=c
[q,r] = [a//b,a%b]
if r == 0: return([0,c//bl)
else:
[u,v]= diof(b,r,c)
return [v,u-qgxv]

Regler for inlimning och samarbete

Projektet lamnas in till jonathn@chalmers.se senast den 20 mars - dagen innan tentan - i
form av en enda Pythonfil PFérnamnEfternamn.py. Du ska forklara de viktigaste delarna
av hur dina funktioner fungerar direkt i Pythonkoden med kommentarer, och pa sé vis
visa att du forstar vad du har skrivit. Du ska ocksa i kommentarerna svara pa de fragor
som stélls i instruktionstexten. For att bli godkdand madste dina funktioner klara precis det
som specifiseras i instruktionen. Det dr saklart inte tilldtet att direkt kopiera program fran
internet. Det &r tillatet att samarbeta, dock hogst tva personer. I fall man samarbetar kan
man skicka in samma program, men alla kommentarer ska skrivas individuellt. Ange
ocksa namn pa din samarbetspartner i kommentarerna.
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Projekt I: RSA-kryptering

I det hir projektet ska du implementera ett fungerande RSA-protokoll i Python. Projektet
kan brytas upp i tvd delar som kan 16sas i princip separat: omvandling mellan tal och
strangar, och kryptering/dekryptering.

Uppgifter

Skriv en funktion tillTal(text) som tar en strang "text" (med sma bokstiver a-z
och mellanrum) som argument och returnerar motsvarande sammanslagna heltal
enligt foljande tabell:

"mellanrum" < 10 a <11 b+ 12 -+ 2z 36

tillTal("hej du") ska alltsa returnera talet 181520101431.
Skriv ocksa en funktion tillText(n) som gor det motsatta: tar ett tal n och returne-

rar motsvarande textstrang. tillText(181520101431) ska alltsd returnera strangen
"hej du"

Tips: Eventuellt kan du skriva tva hjdlpfunktioner som gor om ett tecken till en
bokstav och tvartom. Prova att soka pa hur de inbyggda funktionerna "ord" och
"chr" fungerar i Python. Du kan plocka ut tecken ur en strang likt en lista: " hej” [0]
ger h och sa vidare. Langden av en strang ges ocksa med kommandot len("hej").

Uppgifter

Skriv en funktion koda(a k,n) som tar ett tal a (meddelandet som ska kodas) och
returnerar a® modulo n som det krypterade meddelandet. Du kan anta att n ar
stort sa att a<n.

Skriv ocksa en funktion avkoda(b,k,p,q) som returnerar ett tal  som uppfyller
2% = bmodulo (pq). Tips: For att klara funktionen avkoda kan du behéva anvinda
funktionen diof ovan.

Du kan testa att ditt program fungerar genom att i konsolen (eller langst ned i ditt pro-
gram) sedan skriva:

p=73647592031827384997

p=937459375490384744791

n=p*q

k=894357834587

kod=koda(tillTal("en kort text"),k,n)

print (kod)

m=avkoda (kod,k,p,q)

print (tillText(m))

Sista raden ska dé skriva ut det ursprungliga meddelandet. Om du har ndgon kurskam-
rat som gor samma projekt, s prova girna att skicka ett hemligt kodat meddelande till
dem tillsammans med en nyckel (p,q,k) och se om de kan avkoda meddelandet!
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Projekt II - ECC kryptering

ECC kryptering ér lite krdngligare att implementera sa vi anvéander specifika sma siffror
i det hir projektet. Vi betraktar den elliptiska kurvan Q : y? = 23 — z + 1 dér , y tillhor
kroppen Zgg3 alltsd heltal modulo ¢ = 983. I tilldimpningar behéver man anvidnda ett
mycket storre g, och kan déarefter associera hemliga meddelanden som z-koordinaten
hos en punkt pd kurvan - vi hoppar 6ver denna del i projektet.

Vi identifierar punkter pa kurvan med en lista [z, y] med tvd heltal 0 < z,y < 983 som
uppfyller kurvans ekvation. Vi definierar ocksd co = [0, 0]: detta &r ett speciellt element
som vi sdger tillhor €2 4ven om det inte uppfyller ekvationen.

Uppgifter

e Skriv en funktion paKurvan(P) som testar om en punkt P = [z,y] ligger
pa kruvan Q. Funktionen ska returnera True eller False. Tank pa att paKur-
van([0,0]) ocksa ska ge True!

e Skriv en funktion minus(P) som tar en punkt P = [z, y| och returnerar —P =
[z, —y%983].

e Skriv en funktion inv(a) som returnerar inversen av a i ringen Z,. Vi ska
alltsd ha a*inv(a)=1 modulo 983. Tips: anvdnd funktionen diof ovan!

e Skriv en funktion add(P,Q) som adderar tva punkter pa kurvan, och retur-
nerar resultatet (alltsd en tredje punkt pd kurvan). Lds om hur man ad-
derar punkter pa en elliptisk kurva pa https://en.wikipedia.org/wiki/
Elliptic_curve_point_multiplication#Point_addition
Notera att vi maste skilja pa olika fall:

e 0+ P=Pochoo+ Q =Q foralla P,Q
e P+ (@Q = oonidr @ = minus(P)
e Annars ges additionen av formlerna pa wikipedia: notera dock att det

finns en separat formel for specialfallet P = Q.

I formeln for att ta fram summan av tvd punkter behover du dividera med
tal. Eftersom vi arbetar i Z, behover du istédllet multiplicera med inversen
till talet du vill dividera med.

Se till att ditt program fungerar innan du gar vidare, du kan testa att det genom att
skriva:

[P,Q,RI=[[182,781],[541,390],[182,38]]
print (inv (125)) #ska ge 810

s print (p&dKurvan (P)) #ska ge True

print (padKurvan(Q)) #ska ge True

5 print (p&dKurvan(R)) #ska ge False

print (add(P,Q)) #ska ge [95,876]
print (add (P,P)) #ska ge [820, 785]
print (add (P, [0,0])) #ska ge [182,781]

print (add(P,minus (P))) #ska ge [0,0]
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Uppgifter

e Skriv en funktion mult(P,d) som returnerar punktendP = P+ P+ ---+ P
(d termer).

e Skriv en funktion koda(M,P,x) som tar ett meddelande M (i form av en punkt
pa ), en Oppen kdnd startpunkt P pa 2, och en hemlig nyckel x (positivt
heltal) och returnerar punkten M + xP (det kodade meddelandet).

e Skriv en funktion avkoda(kod,Px) som avkodar meddelandet "kod" (en
punkt pa kurvan).

Nar du dr klar ska du alltsd kunna skriva
hemlig=koda([123,130],[182,781],338)

avkoda(hemlig, [182,781],338)

och fa tillbaka den ursprungliga punkten [123,130] pa kurvan.

24



Projekt III - Kodkndckning

I det hér projektet jobbar du som en "hacker", ddrav den mystiska fargsittningen. Du
forsoker kndcka en RSA-kod med n=pq pa 20 siffror. Du ska alltsa skriva ett antal funk-
tioner som kan faktorisera sa stora tal som majligt.

Uppgifter
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