Tentamensliknande uppgifter LGMAS50

Har foljer en lista tentaliknande exempeluppgifter som skulle kunna komma pa tentan.
Det dr dock ingen fullstdandig lista - allt vi har gatt igenom pé kursen kan dyka upp. Ten-
tan kommer ocksa att innehdlla ndgon svérare uppgift dir man inte bara kan anvdnda
standardmetoder. Detta dr heller ingen exempeltenta, det finns manga fler uppgifter har
dn pa en vanlig tenta.

10.
11.

Berdkna gcd(454,28). Hitta sedan alla heltalslosningar till var och en av foljande
diofantiska ekvationer:

(a) 454x + 28y =1
(b) 454z + 28y = 2
(c) 454z + 28y =10

Hitta alla heltal x, y som uppfyller 23z 4+ 17y = 2019 och > 0 och y > 0.
Hitta en heltalslosning till ekvationen 528z + 233y = 1.

Hitta alla 16sningar till foljande ekvationssystem

=23 mod 71
z =31 mod 90

Hitta alla 16sningar till foljande ekvationssystem

=5 mod38
=9 mod 13
=7 mod 15

Hitta alla 16sningar till foljande ekvationssystem

r=2 mod3
r=1 modbH
r=3 mod?7

mod 11

Hitta alla 16sningar till f6ljande ekvation:

122 =28 mod 148

Hitta alla 16sningar till féljande ekvation:

152 =25 mod 125

. Berdkna 3%3" modulo 13. Ditt svar skall ligga mellan 0 och 13.

Berikna 537 modulo 12. Ditt svar skall ligga mellan 0 och 12.

Berdkna 17'3! modulo 241 med successiv kvadrering. Ditt svar skall ligga mellan
0 och 240.



12.

13.
14.
15.

16.

17.

18.
19.

20.

21.
22.
23.

Berdkna
(@) #(99)
(b) ¢(5°-31%)
(©) o(99)
(d) o(5%-312)

Ar 8128 ett perfekt tal? Motivera ditt svar!

Hitta ett  mellan 0 och 200 s att 2123 = 41 mod 200.

Anvand “Fermats nedstigningsprocedur” for att skriva primtalet 2341 som en summa

av tva kvadrater. Hitta alltsa heltal a och b sd att a® + b* = 2341. Som utgdngspunkt
kan du anvénda att 200% + 1672 = 29 - 2341.

Skriv foljande tal som en summa av tvd kvadrater av heltal, eller forklara varfor
detta inte 4r mojligt. Inga av talen dr primtal.

(a) 290
(b) 153
(c) 270
(d) 158760

Berdkna foljande Legendre-symboler. Talet 9043 &r ett primtal.

@ (go13)
®) (5m)
© (g013)
@ (o)
Har ekvationen 2 = 73 mod 701 ndgra heltaltslosningar? Motivera ditt svar!

Har ekvationen 22 + 12z + 7 = 0 mod 311 ndgra heltaltslosningar? Motivera ditt
svar!

Utfor foljande berdkningar i ringen Zs[x] x Zs:

(@) 2z +1,4)+ (22 + 22 +1,3)
(b) (22 +2,3) - (22 +2,4)
() (z+1,2)°

Los ekvationen 17z = 235 4 3z i ringen Zsg.

Hur manga element i ringen Z13;; har multiplikativ invers? Motivera ditt svar!

5 6
6 5)°

Lat o, 7 € Sg med
(123456 ho_ (12
9 \5 3461 2) ° 7724

(a) Skriv o och 7 i cykel-notation.

3 4
3 1

(b) Berdkna oot ochtoo.
(c) Hittao ' och 7!

(d) Skriv o respektive 7 som produkter av transpositioner.

2



24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Utfor foljande berdkningar i ringen av Gaussiska heltal Z[i].

(a) Skriv talet 10 + 10¢ som en produkt av Gaussiska primtal.

(b) Skriv talet 41 som en produkt av Gaussiska primtal.

(c) Har ekvationen 2 +i + z - (1 4+ 3i) = z - (2 + 5¢) nagra losningar i Z[i]? Hitta i
sd fall dessa!

Visa att a = (5 ++/7 )% ar ett algebraiskt heltal genom att hitta ett polynom p(z) €
Z]z] som uppfyller p(a) = 0.

Vi infér en relation ~ pa N genom att definiera
a ~b<= gcd(a,b) # 1
Ar relationen
(a) Reflexiv?
(b) Symmetrisk?
(c) Transitiv?
Motivera dina svar!

Lat P = {5,7,11,13,17,...} vara midngden primtal > 5. Vi inf6r en relation pa P
genom att definiera
p1~p2&|p1—p2 <3

Ar relationen ~
(@) Reflexiv?
(b) Symmetrisk?
(c) Transitiv?

(d) En ekvivalensrelation? Hur kan du i sa fall beskriva ekvivalensklasserna?

Vi definierar en bindr operation x pd médngden M = Z x Z enligt f6ljande:
(2, y) % (a,b) = (z + b,y +a)

(a) Ar x associativ?
(b) Ar » kommutativ?
(c) Har x ett identitetselement?

(d) Vilka elementi M har inverser?
Markera foljande pastdenden som sanna eller falska. Motivera dina svar!

(a) —5/100 1 ringen Z

(b) 7|10iringen R

(c) 3+ |6 + 3iiringen Z[i].
(d) =+ 1|22 + 1iringen Z[x]?
(e) = + 1]z% + 1iringen Zs[z]?

Definiera en egen bindr operation « pd Z pa sa vis att 3 blir identitetselementet i
(Z,%).



31.

32.

33.

Vilka av foljande magma ér associativa? kommutativa? Har identitetselement? Ar
grupper?
(@) (N,x)ddraxb=a+b—1
(b) ({a,b},-)ddra-b=a b-a=a a-a="o b-b=0b.
() (N,0O) dér adb = max(a, b), alltsd det storsta av a och b.
(d) ({Alla delméngder av N},N) ddr A N B som vanligt &r snittet av méngderna
Aoch B.

L&t R* = (0, 00) vara de positiva reella talen. Visa att grupperna (R, +) och (R, )
isomorfa! Tips: anvdnd exponentialfunktionen.

Markera varje pastdende nedan som antingen sant eller falskt. Endast svaret rdknas!

(@) (N, +) &r en grupp.

(b) 374 =37 mod 41.

(c) 413" =1 mod 41

(d) Vihar (&) = (%) for alla primtal p > 2 (Legendre-symboler).

(e) a*b=+/a? + b? &r en binér operation pa N.
(f) Magman (R, -) har ett identitetselement.

(8) $(N) = ¢(n) nér N > .

(h) Ekvationen 22 =2 mod 101 saknar 16sning.
(i) (Zg3,+,-) dr en kropp.

(j) Ringen Zg[x] 4r kommutativ.

(k) 43 dr ett Gaussiskt primtal.



Svar

1. ged(454,28) = 2.
(a) Losningar saknas
(b) (z,y) = (b + 14k, —81 — 227k) for k € Z (exempelvis)
(©) (z,y) = (25 + 14k, —405 — 227k) for k € Z (exempelvis)

2. (z,y) € {(5,112), (22,89), (39, 66), (56, 43), (73, 20)}
3. (z,y) = (109, —247) exempelvis
4. x =2011 mod 6390
5. 2 =997 mod 1560
6. x =206 mod 1155
7. 2=27+37kfork € Z,eller x = 27,x = 64, = 101,z = 138 mod 148.
8. £=10+25kfork € Z,eller z = 10,z = 35,2 = 60,z = 85,x = 110 mod 125.
9.9
10. 5
11. 28
12. )60 (b) 93000 (c) 156 (d) 154908
13. Ja, 8128 = 127 - 26, 5(8128) = 2 - 8128.
14. x =81
15. 2341 = 462 + 15
16. Tex: (a) 112+ 132 (b)32 + 122 (c)gérej (d)126% + 3782
17. (@) -1 (b)-1 (o)1 (d)-1
18. Nej
19. Nej
20. (@) (2> +2+2,2) (b) (223 +222 +2+1,2) (o) (23 +1,3)
21. x =344
22. 792 stycken (¢(1311) = 792)
23. (a) o = (1,5)(2,3,4,6), 7 = (1,2,4)(5,6)

(b)yocor=(1,3,4,5,2,6),7r00 = (1,6,4,5,2,3)
(o=t =(1,5)(2,6,4,3), 77 = (1,4,2)(5,6)
(d) 0 = (1>5> © (276) © (2¢4) © (273)/ T = (174) © (172) © (576)

24. (@) (14+4)%(1 —i)(2+i)(2—14) (b) (5+44)(5—4i) (c)Losningi Z[i] saknas
25. p(a) =0 for p(z) = (2® — 5)2 — 7= 2% — 1023 + 18
26. (a)Nej(1 ~1) (b)Ja (c)Nej



27.
28.
29.
30.
31.

32.

33.

(@),(b),(c),(d): Ja! Ekvivalensklasserna bestar av primtalstvillingar.
(a)Nej (b)Nej (c)Nej (d)Inga, identitetselement saknas ju!

abcde: SSFFS

Exempelvisaxb=a+b—3

(a) ass. komm. id=1. Ej grupp (inverser saknas)
(b) ass. komm. id=b. Grupp (~ (Z2,+))

(c) ass. komm. id=1. Ej grupp, (inverser saknas)
(d) ass. komm. id=N. Ej grupp (inverser saknas)

Lat o : (R, +) — (RT,-), ¢(z) = €*. DA &r ¢ en homomorfism: p(z + y) = etV =
ee¥ = p(z) - p(y), och ¢ dr bijektiv (inversen ges av In(z)).

abcdefghijk: FSFSFSFSFSS



