
Modellering och problemlösning LGMA65

Prediktivamodeller för tidsserier

Prediktiva modeller för tidsserier
Hur stor kommer Sveriges totala elförbrukning att vara i framtiden? Detta är
förstås en praktiskt taget omöjlig fråga att svara på, åtminstone i ett längre
perspektiv. Men att kunna göra en prognos, åtminstone en kort bit in i framtiden,
kan ibland vara av stor nytta. Vår oförmåga att på ett e/ektivt sätt lagra el gör
nämligen att det aktuella elpriset ibland varierar på ett dramatiskt vis, men om vi
kan förutsäga den framtida elkonsumtionen, kan sådana svängningar möjligen
dämpas.

Låt oss i tanken för1ytta oss tillbaka till den 3mars 4222, och utifrån den dåva-
rande kunskapen försöka förutsäga den nationella elförbrukningen tio år framåt.
Till vår hjälp har vi data från Statistiska centralbyrån⇥� i form av en tabell med
den månatliga elförbrukningen i gigawattimmar (GWh) som börjar med januari
3::2: 3746:GWh, och fortsätter med 35433, 36769, 34925, 33967, 32534, :7:2, 32:98,
3443:, 362:7, osv. Ett enkelt sätt att närma sig denna data är att rita upp den i ett
diagram med tiden på x-axeln och elförbrukningen på y-axeln (se 0g. 39).
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Figur ⌥�: Hur ska vi försöka förutsäga hur elförbrukningen i Sverige kommer att
bli tio år framåt, baserat på hur den har utvecklats de senaste tio åren? Genom
att rita upp den månatliga totala elförbrukningen i GWh i ett diagram och sam-
manbinda punkterna kan vi se ett mönster framträda: dels en årscykel och dels
en svagt växande trend.

Med hjälp av den gra0ska framställningen framträder ett mönster som inger
hopp om att kunna göra en prognos för hur förbrukningen kommer att se ut
i framtiden. Det man först lägger märke till är en underliggande årscykel.⇥⇥
I Sverige gör vi av naturliga skäl av med mer ström på vintern, medan det i

⇥�http://www.ssd.scb.se/
⇥⇥Detta kan med fördel analyseras statistiskt i ett så kallat autokorrelationsdiagram, där positiva

och negativa samband mellan olika tidpunkter kvanti0eras.
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Översikt

• Kursinformation 
• Vetenskapliga modeller 
• Funktioner och ekvationer som modeller 
• Kurvanpassning (minsta kvadratmetoden) 
• Mathematica



Kursintroduktion LGMA65

• En översikt över matematisk modellering 
• Översätta verkliga problem till 

matematiska problem (matematisk 
modellering) 

• Systematiskt angripa komplexa och 
okända problem (problemlösning) 

• Omsätta egna kunskaper till 
undervisningssituationer



6 veckomoduler

1. Modeller, funktioner och ekvationer 
2. Optimering 
3. Dynamiska modeller 
4. Stokastiska modeller 
5. Spelteori 
6. Rumsliga modeller



Föreläsningar

• Måndag: introduktionsföreläsning 
• Nästföljande onsdag: 

uppföljningsföreläsning där lösningar och 
fördjupning presenteras 

• Gå endast på uppföljning om du lämnat 
in lösningarna 

• Allt kursmaterial presenteras på 
föreläsningarna (ingen kursbok) 



Övningar
• Till varje modul hör en uppsättning 

övningsuppgifter (5-8 st) 
• Syftet är att utveckla er 

problemlösningsförmåga (realistiska/svåra 
problem) 

• Ni ska arbeta i par där båda studenterna 
förväntas aktivt arbeta för att lösa problemen 
(~ 20 timmar/vecka) 

• I många fall finns flera riktiga lösningar, men 
att nå en lösning är inte ett krav för godkänt



Mer om övningar
• Sök inte efter lösningar på nätet och ta inte 

emot lösningar från andra grupper (då lär ni 
er inget) 

• Om ni använder externa källor ange detta i 
rapporten 

• Under handledningen kommer jag hjälpa er 
framåt i problemlösningsprocessen 

• Lösningarna (inte bara svaren) redovisas 
skriftligt. Använd skisser, diagram, 
ekvationer… 

• Retur vid ofullständiga lösningar

Läs mer på kurshemsidan!



Examination

• Inlämning av lösningar för varje modul 
– G eller VG på varje modul 

• Avslutande uppsats där ni reflekterar 
kring kursen och vad ni lärt er i termer 
av problemlösning och modellering (~ 8 
sidor) 

• Moduler och uppsats viktas lika 
• Mer om uppsatsen mot slutet av kursen 
• Läs om betygssättning på kurshemsidan



Kurslitteratur

• Ingen obligatorisk litteratur 
• Slides+anteckningar från 

introduktionsföreläsningarna kommer 
läggas ut på kurshemsidan 

• Rekommenderad läsning: 
– Vetenskapliga modeller, Gerlee & Lundh 
– A first course in mathematical modeling, 

Giordano, Weir & Fox 
– How to solve it, Polya



Kursutvärdering

• Två studentrepresentanter ska utses 
• Avslutande enkät



Vetenskapliga modeller



Modeller finns överallt
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mathematical properties of random networks14. Their
much-investigated random network model assumes that
a fixed number of nodes are connected randomly to each
other (BOX 2). The most remarkable property of the model
is its ‘democratic’or uniform character, characterizing the
degree, or connectivity (k ; BOX 1), of the individual nodes.
Because, in the model, the links are placed randomly
among the nodes, it is expected that some nodes collect
only a few links whereas others collect many more. In a
random network, the nodes degrees follow a Poisson
distribution, which indicates that most nodes have
roughly the same number of links, approximately equal
to the network’s average degree, <k> (where <> denotes
the average); nodes that have significantly more or less
links than <k> are absent or very rare (BOX 2).

Despite its elegance, a series of recent findings indi-
cate that the random network model cannot explain
the topological properties of real networks. The 
deviations from the random model have several key
signatures, the most striking being the finding that, in
contrast to the Poisson degree distribution, for many
social and technological networks the number of nodes
with a given degree follows a power law. That is, the
probability that a chosen node has exactly k links 
follows P(k) ~ k –γ, where γ is the degree exponent, with
its value for most networks being between 2 and 3 
(REF. 15). Networks that are characterized by a power-law
degree distribution are highly non-uniform, most of
the nodes have only a few links. A few nodes with a very
large number of links, which are often called hubs, hold
these nodes together. Networks with a power degree
distribution are called scale-free15, a name that is rooted
in statistical physics literature. It indicates the absence
of a typical node in the network (one that could be
used to characterize the rest of the nodes). This is in
strong contrast to random networks, for which the
degree of all nodes is in the vicinity of the average
degree, which could be considered typical. However,
scale-free networks could easily be called scale-rich as
well, as their main feature is the coexistence of nodes of
widely different degrees (scales), from nodes with one
or two links to major hubs.

Cellular networks are scale-free. An important develop-
ment in our understanding of the cellular network
architecture was the finding that most networks within
the cell approximate a scale-free topology. The first evi-
dence came from the analysis of metabolism, in which
the nodes are metabolites and the links represent
enzyme-catalysed biochemical reactions (FIG. 1).As many
of the reactions are irreversible, metabolic networks are
directed. So, for each metabolite an ‘in’ and an ‘out’
degree (BOX 1) can be assigned that denotes the number
of reactions that produce or consume it, respectively.
The analysis of the metabolic networks of 43 different
organisms from all three domains of life (eukaryotes,
bacteria, and archaea) indicates that the cellular metabo-
lism has a scale-free topology, in which most metabolic
substrates participate in only one or two reactions, but a
few, such as pyruvate or coenzyme A, participate in
dozens and function as metabolic hubs16,17.

Depending on the nature of the interactions, net-
works can be directed or undirected. In directed
networks, the interaction between any two nodes has a
well-defined direction, which represents, for example,
the direction of material flow from a substrate to a
product in a metabolic reaction, or the direction of
information flow from a transcription factor to the gene
that it regulates. In undirected networks, the links do
not have an assigned direction. For example, in protein
interaction networks (FIG. 2) a link represents a mutual
binding relationship: if protein A binds to protein B,
then protein B also binds to protein A.

Architectural features of cellular networks
From random to scale-free networks. Probably the most
important discovery of network theory was the realiza-
tion that despite the remarkable diversity of networks
in nature, their architecture is governed by a few simple
principles that are common to most networks of major
scientific and technological interest9,10. For decades
graph theory — the field of mathematics that deals
with the mathematical foundations of networks —
modelled complex networks either as regular objects,
such as a square or a diamond lattice, or as completely
random network13. This approach was rooted in the
influential work of two mathematicians, Paul Erdös,
and Alfréd Rényi, who in 1960 initiated the study of the

Figure 2 | Yeast protein interaction network. A map of protein–protein interactions18 in
Saccharomyces cerevisiae, which is based on early yeast two-hybrid measurements23, illustrates
that a few highly connected nodes (which are also known as hubs) hold the network together.
The largest cluster, which contains ~78% of all proteins, is shown. The colour of a node indicates
the phenotypic effect of removing the corresponding protein (red = lethal, green = non-lethal,
orange = slow growth, yellow = unknown). Reproduced with permission from REF. 18 ©
Macmillan Magazines Ltd.



Modellering är ett hantverk



Vi tänker modeller



Modeller som karikatyrer20 Introduction

Figure 4: Photograph and caricature of August Strindberg. A good caricature must, just
like a good model, contain the essential features, but not excessive detail. The caricature
was drawn by Carl Larsson (1884).

most “accurate”. Such an argument relies partly on the fact that our visual sensation is

the dominant mode of perception, and this is difficult to argue against, but this view lacks

an appreciation of the fact that it is not the uninterpreted “photographic” impression that

we perceive and remember, but an interpreted and processed one, coloured by feelings

and associations to the objects and features the photographic image contains. If an artist

experiences a certain feeling or atmosphere when confronted with a scene, then that feeling

is not necessarily best conveyed by a photo, but rather by a representation in which feeling

can be expressed and details highlighted. It is worth noting that even photographers make

use of various tricks and technical devices, such as lighting, depth of field and different

exposure times, in order to accentuate features and create certain moods. The most

realistic depiction is rarely, or possibly never, the best way of representing a person, place

Den mest verklighetstrogna modellen är sällan, eller 
snarare aldrig, den bästa för att beskriva ett givet 
fenomen



Modeller har många syften

• Modeller är:  
 
 
 
 
 

• Hur vi bedömer en viss modell beror på 
vårt perspektiv

Behållare 
för erhållen 

kunskap

Verktyg för 
prediktion

Verktyg för 
att inhämta ny 

kunskap

-Värmeledningsekvationen
-Maxwells ekvationer

-Statistiska modeller
-Vädermodeller
-Skalmodeller

-Agentbaserade  
modeller
-Modeller inom  
biologi



Modelleringscykeln

verkligt problem problem

resultatverkligt resultat

förenkla/översätt

tolka

verifiera analysera/lösa



Vetenskapliga 
  modeller

SVARTA LÅDOR, RÖDA ATOMER 
OCH VITA LÖGNER

Philip Gerlee och Torbjörn Lundh

Art.nr #####

www.studentlitteratur.se

Torbjörn Lundh är biträdande 
professor i matematik på Chalmers 
tekniska högskola och Göteborgs uni-
versitet. Han är ursprungligen teknisk 
fysiker från Uppsala som disputerat i 
potentialteori och som via KTH, Cam-
bridge och New York nu arbetar med 
biomatematik i Göteborg.

Vetenskapliga modeller
Svarta lådor, röda atomer och vita lögner

Vad har en zebrafisk, ett fartygsskrov i miniatyr, en matematisk ekvation och en 
näringskedja gemensamt? De är alla exempel på vetenskapliga modeller som an-
vänds inom dagens forskning för att beskriva vår omvärld och gör det möjligt för 
forskare att isolera och i detalj studera ett visst fenomen.

Boken inleds med att introducera begreppet på ett intuitivt plan, genom att dra 
paralleller till mentala modeller och konstnärliga representationer, och fortsätter 
med en historisk tillbakablick som sträcker sig från 1600-talet till nutid. Vi disku-
terar också den iterativa konstruktionsprocessen och balansen mellan enkelhet 
och komplexitet som den innebär, vilket i sin tur är kopplat till avvägningen mel-
lan en förklarande modell och en förutsägande. För att belysa skillnader mellan 
olika synsätt på modeller presenteras också en intervjustudie där forskare från tio 
stycken forskningsfält beskriver sin relation till modeller. Avslutningsvis innehål-
ler boken ett kapitel där typiska modeller från flera discipliner beskrivs i detalj.

Syftet med denna bok är att ge en övergripande introduktion till vetenskapliga 
modeller och visa hur modeller är uppbyggda samt hur de används inom veten-
skapligt arbete. Vi hoppas också att den kan tjäna som inspiration till nya model-
ler och även underlätta det interdisciplinära samtalet.

Boken vänder sig i första hand till studenter på landets ingenjörs- och naturve-
tarprogram samt till studenter på lärarhögskolorna, men även till dig som har 
ett vetenskapligt intresse och vill få en översikt av modellering i stort och olika 
modelleringstraditioner i synnerhet. 

Philip G
erlee och  Torbjörn Lundh | Vetenskapliga m

odeller

Philip Gerlee är  forskare i biomate-
matik vid Göteborgs universitet. Han 
började sin akademiska bana med 
studier i teknisk fysik på Chalmers 
tekniska högskola, för att sedan dok-
torera inom ämnet matematiska mo-
deller av tumörtillväxt vid University 
of Dundee i Skottland. 





Ekvationer som modeller
• Många idealiserade system kan beskrivas 

med hjälp av funktioner som kopplar 
samman olika variabler: 
– Newtons 2:a lag 
– Gravitationen mellan två kroppar 
– Kraften mellan laddade partiklar 

• I vissa fall kan även beteendet hos 
komplexa system beskrivas med hjälp av 
enkla matematiska uttryck (hur avgör vi 
detta?) 
• Ett barns längd kan uppskattas som 

föräldrarnas medellängd 
• Bakterier växer exponentiellt



Proportionalitet och 
dimensioner

• Det enklaste möjliga sambandet mellan 
två variabler är proportionalitet 

• Skrivs y ∝ x, och betyder y=cx 

• Ibland behöver variabler transformeras 
för att proportionalitet ska synas (y=ex) 

• Om y beror på flera variabler kan deras 
dimension utnyttjas för att hitta ett 
samband

dimensionen av VL = dim. av HL



Modellering med 
kurvanpassning

• Hur skulle en detaljerad modell för 
Sveriges elförbrukning se ut? 

• Ett alternativ är att släppa detaljer helt 
och förlita sig helt på historiska data och 
ur dessa skapa en förutsägelse

Prediktivamodeller för tidsserier

Prediktiva modeller för tidsserier
Hur stor kommer Sveriges totala elförbrukning att vara i framtiden? Detta är
förstås en praktiskt taget omöjlig fråga att svara på, åtminstone i ett längre
perspektiv. Men att kunna göra en prognos, åtminstone en kort bit in i framtiden,
kan ibland vara av stor nytta. Vår oförmåga att på ett e/ektivt sätt lagra el gör
nämligen att det aktuella elpriset ibland varierar på ett dramatiskt vis, men om vi
kan förutsäga den framtida elkonsumtionen, kan sådana svängningar möjligen
dämpas.

Låt oss i tanken för1ytta oss tillbaka till den 3mars 4222, och utifrån den dåva-
rande kunskapen försöka förutsäga den nationella elförbrukningen tio år framåt.
Till vår hjälp har vi data från Statistiska centralbyrån⇥� i form av en tabell med
den månatliga elförbrukningen i gigawattimmar (GWh) som börjar med januari
3::2: 3746:GWh, och fortsätter med 35433, 36769, 34925, 33967, 32534, :7:2, 32:98,
3443:, 362:7, osv. Ett enkelt sätt att närma sig denna data är att rita upp den i ett
diagram med tiden på x-axeln och elförbrukningen på y-axeln (se 0g. 39).
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Figur ⌥�: Hur ska vi försöka förutsäga hur elförbrukningen i Sverige kommer att
bli tio år framåt, baserat på hur den har utvecklats de senaste tio åren? Genom
att rita upp den månatliga totala elförbrukningen i GWh i ett diagram och sam-
manbinda punkterna kan vi se ett mönster framträda: dels en årscykel och dels
en svagt växande trend.

Med hjälp av den gra0ska framställningen framträder ett mönster som inger
hopp om att kunna göra en prognos för hur förbrukningen kommer att se ut
i framtiden. Det man först lägger märke till är en underliggande årscykel.⇥⇥
I Sverige gör vi av naturliga skäl av med mer ström på vintern, medan det i

⇥�http://www.ssd.scb.se/
⇥⇥Detta kan med fördel analyseras statistiskt i ett så kallat autokorrelationsdiagram, där positiva

och negativa samband mellan olika tidpunkter kvanti0eras.

:3



Tidsseriemodell

Modellexempel

sydliga länder är tvärtom. En annan tendens man också kan ana är att det verkar
-nnas en svag underliggande stigning av förbrukningen. Detta kan möjligtvis
hänföras till “den ständiga tillväxten”, men vi begränsar oss i denna modell till
den prediktiva kra.en i själva förbrukningsdatan och inkluderar därför inga
andra faktorer i modellen.�⇥ En tredje iakttagelsen man kan göra är att det också
verkar vara en hel del slump inblandad, givet kurvans “taggighet”. Det är som
bekant kallare vissa vintrar, och då blir elförbrukningen följaktligen större. Detta
ska inte tolkas som att vi antar att vädret och därmed temperaturen beter sig helt
slumpmässigt, utan att det kan modelleras som om det hade en slumpmässig
inverkan på elförbrukningen.

Hur går vi nu vidare och försöker kvanti-era dessa tre kvalitativa egenskaper
hos följden? Detta är frågor som behandlas med hjälp av tidsserieanalys. Den
årliga periodiciteten, kopplad med en svag stigning, gör att vi ansätter följan-
de matematiska modell som består av en linjär funktion för ökningen och en
trigonometrisk funktion med perioden 01månader för årtidssvängningarna:

y

linjär del

a bx

periodisk del

c cos ⌃�
⇧⌃

x d ,

där a, b, c och d är parametrar som ska optimeras, eller passas, med hjälp av den
historiska datan. Ett vanligt sätt att lösa ett sådant optimeringsproblem är att
minimera kvadratsumman av avvikelsen mellan modellen och den historiska
datan. Om vi låter yh x beteckna den historiska förbrukningen vid månad x
och ym x modellens förutsägelse vid samma tidpunkt, letar vi e.er en funktion
ym som minimerar summan

E
✏⇣�

x �
yh x ym x ⇣ .

Genom att tillämpa ovanstående metod kommer vi fram till följande förslag på
en kontinuerlig funktion:

y ⇧⌃⌥⌅⌅ ⌃�⌃⌅x ⌃�⇧ cos ⌃�
⇧⌃

x ⇧ .

Men med tanke på det bevingade citatet av Niels Bohr: “Det är mycket svårt att
göra förutsägelser, speciellt om framtiden”, är vi förstås intresserade av hur väl
vår prognos stämmer överens med den faktiska elförbrukningen under tidsperi-
oden 1///–1/01. Om vi ritar upp elkonsumtionen i hela intervallet 022/–1/01
tillsammans med vår föreslagna funktion får vi följande bild (-g. 02):

�⇥Omman släpper på denna begränsning skulle det vara möjligt att använda till exempel brutto-
nationalprodukt och konsumentprisindex för att förutsäga elkonsumtionen.
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sydliga länder är tvärtom. En annan tendens man också kan ana är att det verkar
-nnas en svag underliggande stigning av förbrukningen. Detta kan möjligtvis
hänföras till “den ständiga tillväxten”, men vi begränsar oss i denna modell till
den prediktiva kra.en i själva förbrukningsdatan och inkluderar därför inga
andra faktorer i modellen.�⇥ En tredje iakttagelsen man kan göra är att det också
verkar vara en hel del slump inblandad, givet kurvans “taggighet”. Det är som
bekant kallare vissa vintrar, och då blir elförbrukningen följaktligen större. Detta
ska inte tolkas som att vi antar att vädret och därmed temperaturen beter sig helt
slumpmässigt, utan att det kan modelleras som om det hade en slumpmässig
inverkan på elförbrukningen.

Hur går vi nu vidare och försöker kvanti-era dessa tre kvalitativa egenskaper
hos följden? Detta är frågor som behandlas med hjälp av tidsserieanalys. Den
årliga periodiciteten, kopplad med en svag stigning, gör att vi ansätter följan-
de matematiska modell som består av en linjär funktion för ökningen och en
trigonometrisk funktion med perioden 01månader för årtidssvängningarna:

y

linjär del

a bx

periodisk del

c cos ⌃�
⇧⌃

x d ,

där a, b, c och d är parametrar som ska optimeras, eller passas, med hjälp av den
historiska datan. Ett vanligt sätt att lösa ett sådant optimeringsproblem är att
minimera kvadratsumman av avvikelsen mellan modellen och den historiska
datan. Om vi låter yh x beteckna den historiska förbrukningen vid månad x
och ym x modellens förutsägelse vid samma tidpunkt, letar vi e.er en funktion
ym som minimerar summan

E
✏⇣�

x �
yh x ym x ⇣ .

Genom att tillämpa ovanstående metod kommer vi fram till följande förslag på
en kontinuerlig funktion:

y ⇧⌃⌥⌅⌅ ⌃�⌃⌅x ⌃�⇧ cos ⌃�
⇧⌃

x ⇧ .

Men med tanke på det bevingade citatet av Niels Bohr: “Det är mycket svårt att
göra förutsägelser, speciellt om framtiden”, är vi förstås intresserade av hur väl
vår prognos stämmer överens med den faktiska elförbrukningen under tidsperi-
oden 1///–1/01. Om vi ritar upp elkonsumtionen i hela intervallet 022/–1/01
tillsammans med vår föreslagna funktion får vi följande bild (-g. 02):

�⇥Omman släpper på denna begränsning skulle det vara möjligt att använda till exempel brutto-
nationalprodukt och konsumentprisindex för att förutsäga elkonsumtionen.
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Observationer: oscillerande, sakta stigande
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Figur �⌥:Hur bra blev förutsägelsen? Detta illustrerar vi enklast genom att rita ut
di#erensen mellan det verkliga utfallet och vår modellförutsägelse. Är di#erensen
centrerad kring noll och slumpmässig, det vill säga utan tydlig periodicitet, får
vi vara nöjda med modellen. I detta fall får vi att medelvärdet är $&', vilket får
anses vara mycket bra. Men avvikelsen är inte normalfördelad, vilket kan ses med
hjälp av ett så kallat Lillieforstest.
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Figur ⌥�: Här har vi plottat alla tre kurvorna. Den historiska datan från förra
6guren, utfallet de följande tio åren och vår modellfunktion.

Är detta bra? Ja, rent visuellt ser det ganska bra ut, men för att bättre kunna säga
något om överensstämmelsen ritar vi också ut felet i förutsägelsen, det vill säga
skillnaden mellan den riktiga elförbrukningen och vår modellförutsägelse (se
6g. 98). Denna graf ger en tydlig bild av “taggigheten” vi nämnde ovan och vi ser
också att den ser relativt oförutsägbar ut, vilket bekrä7ar vår hypotes att externa
faktorer kan behandlas som om de vore slumpmässiga. Hade vi kunnat se ett
mönster här, så hade vår föreslagna modell missat någon viktig underliggande
påverkan.

Värt att notera är att modellen vi valde förutsatte att elförbrukningen följer en
svängande (cosinus) funktion och att det 6nns en stigande linjär trend, vilka är
djärva antaganden. Vanligare metoder inom tidsserieanalys är till exempel så
kallade ARMA- eller GARCH-metoder,�⇥ där man dels försöker “släta ut” den
historiska datan, dels bygga en modell som har ett slags minne. Neurala nätverk
har också använts för att modellera framtida elpriser, en modelleringsteknik som
beskrivs i detalj på sida <;.

�⇥Mills, T.C. & Markellos, R.N. (988<). 5e Econometric Modelling of Financial Time Series,
Cambridge University Press.
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