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Modulerna



Funktioner och ekvationer 
som modeller

• Vad är en bra modell (kurvanpassning)? 
• Vrid och vänd på datan 
• Begriplighet vs. prediktionskraft

With four parameters I can fit an elephant, and 
with five I can make him wiggle his trunk.  
-John von Neumann



Optimering

• Formulera modellen: 
– Variabler 
– Målfunktion 
– Bivillkor 

• Ett kraftfullt verktyg är linjär 
programmering: 
– proportionalitet 
– additivitet 
– (kontinuerliga variabler)



Dynamiska modeller

• Beskriver koncentrationer, populationer 
etc. över tid 

• Olika typer av lösningar: 
– analytiska 
– numeriska 
– stationära 

• Stabilitet av stationära lösningar



Stokastiska modeller

• Markovkedjor: 
– diskret/kontinuerlig tid 
– stationära lösningar (kort minne i systemet) 
– Kolmogorovs framåtekvation



Spelteori

• Vilka situationer kan betraktas som 
“spel”? 

• Definiera en vinstfunktion 
• Nash-jämvikt 
• Konflikt mellan individ och kollektivet



Rumsliga modeller

• slumpvandring ↔ diffusion ↔ värmeledning 

• Bestäm lösningsdomän 
• Begynnelse- och randvillkor  
• Reaktion-diffusion modeller (ODE→PDE)



Modelleringscykeln

verkligt problem problem

resultatverkligt resultat

förenkla/översätt

tolka

verifiera analysera/lösa



Verklighet ↔ Modell
20 Introduction

Figure 4: Photograph and caricature of August Strindberg. A good caricature must, just
like a good model, contain the essential features, but not excessive detail. The caricature
was drawn by Carl Larsson (1884).

most “accurate”. Such an argument relies partly on the fact that our visual sensation is

the dominant mode of perception, and this is difficult to argue against, but this view lacks

an appreciation of the fact that it is not the uninterpreted “photographic” impression that

we perceive and remember, but an interpreted and processed one, coloured by feelings

and associations to the objects and features the photographic image contains. If an artist

experiences a certain feeling or atmosphere when confronted with a scene, then that feeling

is not necessarily best conveyed by a photo, but rather by a representation in which feeling

can be expressed and details highlighted. It is worth noting that even photographers make

use of various tricks and technical devices, such as lighting, depth of field and different

exposure times, in order to accentuate features and create certain moods. The most

realistic depiction is rarely, or possibly never, the best way of representing a person, place



Problemlösning enligt Polya

1. Förstå problemet 
2. Tänk ut en plan 
3. Genomför planen 
4. Betrakta lösningen



Förstå problemet

• Vad är det som efterfrågas? 
• Kan du formulera problemet med egna 

ord? 
• Har du tillräckligt med data för att lösa 

problemet? 
• Förstår du alla definitioner?



Tänk ut en plan

• Rita en bild 
• Bestäm notation 
• Kan du identifiera delproblem? 
• Finns det några symmetrier? 
• Har du löst ett liknande problem förut? 
• Finns det någon modell/ekvation du kan 

använda?



Genomför planen

• Bra planering gör detta steg kortare 
• Kontrollera varje steg i lösningen



Betrakta lösningen

• Är lösningen rimlig? (testa med extrema 
värden på parametrar) 

• Finns det några andra sätt att lösa 
problemet? 

• Förstår du lösningen intuitivt? 
• Kan metoden användas för att lösa 

liknande problem?



Modul V: Spelteori

Övningsuppgifter för LGMA65, H15
Lämnas in senast 5 okt kl 10:00

Innan ni börjar lösa uppgifterna läs noga igenom instruktionerna på
kurshemsidan.

1. Fångarnas dilemma kan också spelas i en upprepad variant där spelet upp-
repas n = 10 gånger och vinsten ges av medlet över alla omgångar. Ni skall
i denna uppgift konstruera en optimal strategi för det upprepade spelet.
Man kan tänka sig strategier som spelar likadant hela tiden, de som slum-
par fram ett alternativ i varje omgång, men även mer avancerade strategier
som beror av utfallet i tidigare omgångar. Motivera ert val av optimal stra-
tegi. Alla inlämnade lösningar kommer att få tävla mot varandra och en
(eller flera) vinnare kommer koras.

2. Använd replikatorekvationen för att konstruera en modell för en popula-
tion individer som spelar sten-sax-påse mot varandra. Finns det några jäm-
viktslägen? Är de stabila?

3. Formulera en modell för spelet kring klimatförhandlingar. Ni kan anta att
en reduktion i utsläpp bär med sig en kostnad för ett enskilt land, men att
bibehålla sina utsläpp är en kostnad som via klimatförändringar faller på
alla länder. Vad är Nash-jämvikten för spelet?

4. Person A vill undvika person B, som envisas med att träffa A på lunchen.
Vid universitetet finns två restauranger, en billig (där man i medel spen-
derar 20 min) och en tjusig (där man i medel spenderar 50 min). Ni kan
anta att A och B alltid äter lunch kl 12.00 och att de varje dag måste äta
lunch. Vilken strategi bör A använda för att minimera tiden som spenderas
tillsammans med B. Å andra sidan, vad vore en bra strategi för B? Hur
mycket tid måste då A spendera med B?

5. Betrakta nedanstående vägnätverk. Bilden visar vägarna mellan två stä-
der som ligger längs en flod. Väg B och C är större vägar och har en fast
restid på 30 minuter oberoende av mängden trafik. Vägarna A och D går
genom bergen och har en restid på 10+x, där x är trafikflödet som ges i bi-
lar/minut (i en riktning). Under rusningstrafik är den totala trafikmängden
20 bilar/minut.

1

1. Förstå problemet (vad? data? def.?) 
2. Tänk ut en plan (bild, notation, ekvation) 
3. Genomför planen (iterativt) 
4. Betrakta lösningen (rimlig? andra 

lösningar/problem?)



Modul II: Optimering
Övningsuppgifter för LGMA65, H15

Lämnas in senast kl 8 den 12:e okt

Innan ni börjar lösa uppgifterna läs noga igenom instruktionerna på
kurshemsidan.

1. I en helt cirkulär insjö av radien 30 nautiska mil tar autopiloten helt plöts-
ligt över kontrollen på fartyget R. Brown som börjar svänga omkring helt
okontrollerat så att vid varje litet tidsteg �t förflyttar sig fartyget, obero-
ende av tidigare steg och i slumpmässig riktning, avståndet �x. Stranden
runt sjön är lyckligtvis till största del mjuk sandstrand, utom den nordväst-
ra kvadranten där stranden består av vassa klippor. Skulle fartyget gå på
grund där skulle en naturkatastrof vara ett faktum. Hur stor är denna risk
om fartygets ursprungsposition är:

(a) i sjöns centrum?
(b) i en godtycklig punkt (x, y) ?

(Om ni kör fast så kan ni betrakta problemet i en dimension istället (alltså
på en linje).)

2. Gör en modell av hur ett ägg kokas. Ni kan anta att vitan koagulerar vid
60� och gulan vid 65�. Den termiska diffusiviteten är 1.45 ⇥ 10�3 cm2/s i
vitan och 1.25 ⇥ 10�3 cm2/s i gulan. Lös sedan er modell i Mathematica.
Hur lång tid tar det enligt er modell att koka ett hårdkokt ägg?

3. Beräkna det typiska avståndet mellan kapillärer i människokroppen. Ni kan
anta att syre har en diffusionskonstant D = 1.5⇥ 10�6 cm2/s, att syrekon-
centrationen i blodet är c0 = 6.7⇥ 10�6 mol/cm3 och att en typisk vävnad
konsumerar k = 4 ⇥ 10�7 mol/cm3/s. (Hint: Fundera kring hur syrekon-
centrationen varierar mellan två närliggande kapillärer.)

4. Formulera en reaktions-diffusions modell för en smittsam sjukdom som
sprids längs en kuststräcka (alltså i en dimension). Hur påverkar model-
lens parametrar hastigheten med vilken sjukdomen sprids?

5. ‘Game of Life’ är en två-dimensionell cellulär automat där varje cell kan
ta två olika tillstånd. Övergångar mellan tillstånden kan sammanfattas på
följande sätt:

• Varje levande cell med färre än två levande grannar dör
• Varje levande cell med två eller tre grannar lever till nästa generation

1

1. Förstå problemet (vad? data? def.?) 
2. Tänk ut en plan (bild, notation, ekvation) 
3. Genomför planen (iterativt) 
4. Betrakta lösningen (rimlig? andra 

lösningar/problem?)



Diskussionsfrågor



Hur mycket teori?

• Denna kurs är har lite teori och mycket 
praktik (brukar vara tvärtemot på MV) 

• Fördel: ger utrymme för kreativt 
tänkande 

• Nackdel: lätt att känna sig vilsen



Otydliga frågor

• Många problem är (avsiktligt) oklart 
formulerade 

• En del av problemlösningen består då i 
att definiera en tydlig fråga



Andraämne

• Har ert ämne påverkat hur ni tar er an 
problemen?



Problemlösning

• Har ni använt samma strategi hela tiden? 
• Har den blivit bättre? 
• Behöver varje problem en egen strategi?



Uppsatsen

• Diskutera och reflektera kring kursens 
innehåll och det ni lärt er 

• Valfritt ämne, till exempel: 
– beskriv kursen för ren matematiker 
– skriv sammanfattning för er själva 
– modeller och matematisk modellering 
– hur kopplar kursen till er egen undervisning? 

• Omfattning: ca. 8 A4-sidor 
• Inlämning: 28 oktober


