Foreldsning 1: Minsta kvadrat-metoden

Larandemal

e Kénna till minsta kvadrat-metoden och hur den anviands for att anpassa

polynom till data

e Finna en anpassad kurva genom att l6sa normalekvationerna fér hand

e Anvénda Fit[ | i Mathematica for minstakvadratanpassning

Ett vanligt problem vid experimentellt arbete édr att finna ett matematiskt sam-
band mellan tva variabler z, och y, som uppmétts fran experiment. Antag att vi har
n méatpunkter

(xlayla )7 sy (xn7yn)

Ett forsta steg ér ofta att studera punkterna grafiskt for att forsoka bedéma vilket
typ av samband som rader (linjirt, exponentiellt, periodiskt etc.). Eftersom méatdata
kommer fran experiment som innehaller fel gar det oftast inte att matcha en funktion
“perfekt” till punkterna, och man forsoker istéllet finna den “bésta” approximationen.

Som exempel tittar vi pa fallet att finna en rét linje som beskriver forhallandet
mellan punkterna! Sa vi soker y = ax + b som beskriver var matdata. Om punkterna

verkligen lag pa en rét linje skulle vi ha

Y1 = a + bxy
Yn = a + bxn
Som kan skrivas pa matris-form
Iz Y
) al |Y2
Do b :
Ly Yn
Iz ()

b
1 =z, Yn

) Ly a Y2 .
Eller mer kompakt, for M = | |, v = ochy = [ [, kan detta skrivas

som
Mv =y (1)



I verkligheten ligger ddremot inte punkterna pa en rit linje, och vi soker istéllet den
riata linje som minimerar summan av kvadraten av avstanden mellan matpunkter och
linje.

Fran linjar algebra vet vi att den sa kallade minsta kvadrat-lésningen till (1) &r:

finn v som minimerar minsta kvadrat-felet
ly — M| (2)
Detta kan losas genom att 1osa den s.k. normalekvationen
v = (MTM)—lMTy

déar v* ar den vektor som minimerar felet i (2). For den intresserade studenten finns
mer detaljerade framstéallningar i de flesta larobocker i linjar algebra.
Ovanstaende kan enkelt generaliseras till polynom av hogre grad. Tag som exempel

ett tredjegradspolynom y = a + bz + cx? + dx3. D& har vi de n ekvationerna

Y1 = a+ bry + cxi + da?}

Yn = a+ bz, + cx’ + dz}
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som pa matrisform kan skrivas M = | 2 , V= ; ochy=1]"|,och
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darmed aven

Mv =y

Den inbygda funktionen Fit/] i Mathematica utfor precis detta!
Observera att en geometrisk tolkning av minsta kvadrat-metoden &r att den mi-
nimerar summan av kvadraten pa avstandet mellan punkt och kurva, summerat 6éver

all punkter. (Varfor anvinds kvadraten?)

Exempel 1 (Enkelt rakneexempel som jamfors med Mathematica). Givet punkterna
(0,0),(0,2),(3,3.5),(3,4.5), hitta minsta kvadrat-anpassningen av en rat linje. Vi har
nu féljande matrisproblem: berikna v = (MTM)=* My ddir
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Vi far da (MTM)™) = 5 6 6 6 6 Genom att nu multiplicera med y frdan

héger far vi resultatet v* = (1, 1), alltsa ar linjen y = 1 + x. Nu jamfor vi detta med

resultatet fran Mathematica!



