Foreldasning 3: Dynamiska modeller

Larandemal

e Formulera och anvédnda tidsdiskreta modeller
e Formulera och anvéinda tidskontinuerliga modeller
e Utfora stabilitetsanalys

e Se exempel pa hérledning samt anvindning av modeller inom biologi

Vi gkiljer pa tva huvudtyper av modeller

o Tidsdiskreta: yni1 = f(Yns Yn-1,---Y0)

e Tidskontinuerliga: % = f(y,t)

Modeller med diskret tid lampar sig da man modellerar exempelvis generationer

eller “omgangar”.

Exempel 1 (Malthusian Growth). Ldt N,, vara storleken pa en population vid tidssteg
n. Ett enkelt exempel pa tidsdiskret modell ges av N,y1 = AN, alltsa populationen
vaxer med en faktor A\ > 1 vid varje tidssteg. Om populationsstorleken vid start var

Ny, ges losningen av N,, = A" Nj.

Vad har modellen for styrkor och svagheter?

Det finns exempel pa populationer dér en tidsdiskret modell passar bést. Exem-
pelvis finns insekter med distinkta icke-6verlappande generationer dar mogna insekter
lagger dgg innan de dor pa varen eller sommaren. Ur dggen kommer larver som till

kommande ars var har hunnit mogna for att ldgga egna agg.

Tidskontinuerliga modeller

I tidskontinuerliga modeller beskrivs populationen (koncentration, antal individer
etc.) som en funktion N = N(t), dir ¢ nu &r ett reellt tal och inte heltal.

Lat b vara tillvixttakten hos en population, sa att sannolikheten att en individ
producerar en annan individ i intervallet [t,t + At] &r bAt + O(At?) (detta kommer

fran att delningen &r Poisson fordelad, och sannolikheten fér mer dn en delning &r



forsumbar nar At ar litet nog). Lat d vara dodstakten, sa att sannolikheten att en
individ dor i intervall [¢, ¢ + At] ar dAt + O(At?). D4 kan vi titta p4 populationen ett

litet steg fram i tiden.

N(t + At) = N(t) + bALN(t) — dALN(t) + O(At?)
N(t+ At) — N(t)
At

= (b—d)N(t) + O(At)
om man nu later At — 0, sa far vi
N'(t) = (b= d)N(t)

Med begynnelse data Ny = N(0) far vi 16sningen N(t) = Noe®=%. Darfér har vi att
for t — oo
N —=0omb<d

N —ocoomb>d
N(t)=Noomb=d

[ allménhet sa kan man beskriva densitets beroende tillvixt eller dod med hjélp

av

dar f(N(t)) = (b — d)N(t) ovanfor.

I manga fall vet man att da densiteten blir tillrackligt hog borjar tillvixten mins-
ka eller doden oka. Ett klassiskt exempel pa en modifiering av ovanstaende hogerled
ar f(N) = rN(t) (1 - %t)), som kallas Logistiska ekvationen, eller f(N) =
rN log (%) som kallas Gompertz ekvation. Gemensamt for dessa tva hogerled
ar att populationen ér begrinsad. Konstanten K kallas bérférmaga och beskriver
jamviktspunkten da t — oo.

En jamvikts punkt dr en punkt N* som uppfyller f(N*) = 0, vilket da skulle ge
N'(t) = 0, med andra ord, populationen &r i jamvikt och férandras ej mer. Givet att

en eller flera jamviktspunkter existerar kan man fraga om den é&r stabil. En sddan

punkt kallas stabil i fall en liten storning atergar till jamvikten.

Stabilitetsanalys

Antag att vi har ekvationen N'(t) = f(IV) med en jamviktspunkt N* sd att f(N*) =

0. Definiera €(t) = N(t) — N*, avvikelsen fran jamvikten, som vi antar 4r mycket liten



(e << 1). Vi vill veta om avvikelsen véxer sig stor eller blir liten. Vi deriverar och far
€(t) = N'(t)
= f(N)
= [(N"+€(1))
= FON) - e)f (V") + 5elt " (N*) + O(e)

Nu vet vi att f(N*) = 0 och vi “ignorerar” termer av ordning > och hogre, da € ir
litet. Vi har da att

€(t) = e(t) S (N7)

som har 16sningen €(t) = epe/ V!, Déirmed far vi foljande resultat:

Punkten N* ar stabil om f'(N*) <0
Punkten N* ar instabil om f'(N*) > 0

Exempel 2 (Stabilitetsanalys av Logistiska ekvationen). Nu undersoker vi stabilite-

ten hos den Logistiska ekvationen

N'(t) = rN(t) ( - N}?)

o . . O e . * *x . . _ TN
sa forr # 0 har vi tvd jamuvikter, N* = 0 eller N* = K. Vidare har vi f'(N) = T—2K )

Vi ser darfor att f'(0) = r > 0 som dr instabil, samt f'(K) = —r < 0 som alltsd ar
stabil.

Exempel 3 (SIR-modellen). Den s.k. SIR-modellen ligger till grunden for moderna
modeller for smittspridning. Vi definierar S(t), 1(t) och R(t) som andelen Mottagliga,
Infekterade och Immuna/déda (removed) i en population, vid tiden t. En mottaglig
kan bli smittad vid kontakt, med intensitet r, och en infekterad blir bortflyttad (im-

mun/déd, smittar ej lingre) med intensitet a. En modell ar da
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Modellen antar att populationen dr vilblandad, alltsd att det inte finns nagra rumsliga
skillnader, samt att en infekterad blir smittsam direkt, utan ndagon inkubationstid. Sa
som modellen dr formulerad sd antas sannolikheten att bli smittad bero pa hur stor

del av populationen som dr mottaglig, samt hur stor del som dr infekterad.
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Olika typer av losningar

Vi skiljer pa tre olika typer av losningar. Analytiska, numeriska samt stationéra.
En analytisk 16sning kan finnas for enkla hogerled f(N), som man kan 16sa for
hand med kdnda metoder. De ger ett explicit uttryck for losningen. Exempelvis har

den logisiska ekvationen losningen

kNge™
(t) = ——
k + N(](e 1)

och Gompertz ekvationen har 16sningen
N(t) = kel )

Numeriska losningar brukar anvindas da analytisk 10sning ej existerar. Det finns
numeriska metoder av varierande komplexitet. Ett enkelt exempel &r Eulers metod
dar

N(t+ At) — N(t)
N'(t) ~ — f(N
(t) N FV)
= N(t+ At) = N(t) + Atf(N)

men det finns ocksa mer invecklade metoder av hogre noggrannhetsordning, exem-
pelvis Runge-Kutta.

En stationdr l6sning, N'(t) = 0, som ger jamviktspunkter for systemet. Exempelvis
galler for den logistiska ekvationen som vi sag tidigare, N* = 0 eller N* = k. Undersok
stabilitet.



