Optimering

Optimering handlar om att hitta “bésta” l6sningen pa ett problem, och &r vanligt

forekommande inom manga olika tillimpningsomraden. Med bésta avser man ofta

e Minsta/Storsta

Snabbaste

Kortaste

Mest l6nsamma

Bast strategin i spel

I matematiska termer beskrivs detta med hjilp av en funktion f som antingen mini-

meras eller maximeras:
min f(x)
X

For en funktion i en variabel ser problemet typiskt ut som

Lokala extrempunkter finner man fran kriteriet f’(z) = 0, men nér = sokes i ett be-
gransat omrade (ovanfor har vi intervallet [a, b]) sd kan 16sningen ocksa finnas i nagon
av andpunkterna. Motsvarande metoder fungerar i hogre dimensioner, dar gradienten
anvands istillet for derivata. Det finns ocksd problem dér analytiska metoder inte

fungerar och man forlitar sig da pa numeriska losningar.

Exempel 1 (Konservburkens matt). Vilka matt ska en koservburk med volym V' ha,
om man vill minimera platatgangen?
Vi antar att platburken har formen av en cylinder, med radie r och hdjden h. Vi

har volumen och arean som ges av de tva formlerna
V =nar’h A =2mr? 4+ 21rh
Vidare har vi r,h > 0. Vi soker minimum av arean for fix volym, alltsa

rnihn A(r,h) = 27r® + 27rh



Eftersom volymen V' dr fixerad kan vi antingen skriva h i termer av r eller tvdrtom,
1%

—=, och erhdller dda minime-

med hjdlp av sambandet fran volymen. Vi viljer h =
ringsproblemet
. 5 2V
min A(r) = 2mr* + —
r r

for fix V.. Vi soker lokala extrempunkter:
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A'(r) :47rr—r—2 =0
V 1/3
=r=(—
" (27r)
Vi undersoker ocksa vad som hdnder for r — 0,00 och ser att
lim A(r) = o0 lim A(r) = oo

1/3
Alltsa dar r* = (%) / globalt minimum. Héjden ges av

2/3
e VY

mr? T \V

Alltsa dr hajden lika med diametern.

Exempel 2 (Huvudkontorets placering). Placera ett huvudkontor for ett foretag sa
att fagelvigen til dess fabriker minimeras.

Linjar programmering

Utvecklades huvudsakligen av Leonid Kantrovich, George Dantzig och John von Neu-

mann under 1940-talet.

Exempel 3 (Vaniljbullar och vaniljhjartan). Ett bageri vill optimera sin produktion

av vaniljbullar och vaniljhjdrtan.
o Varje bulle krdver 3 msk vaniljkram och 7.5 min arbete
o Varje hjarta krdaver 1 msk vaniljkram och 15 min arbete
e Bageriet tianar 40 ére pa en bulle och 30 dre pa ett hjdrta

Antag att det finns 120 msk kram och 10 timmars arbetstid tillgangligt. Hur manga

av respektive bakverk ska de baka for att maximera fortjinsten? Vi definierar x som



antalet bullar, y antalet hjirtan. Vi far da féljande tva krav pa resurserna

3z +y <120 (kram)

1 1

g% + 1Y < 10 (tid i timmar)
r>0,y=>0

Malfunktionen som beskriver fortjinst ges av P(x,y) = 0.4z + 0.3y. Detta dr funktio-

nen vi vill maximera, samtidigt som kraven ovanfor dr uppfyllda.

Mer allménnt kan ett LP problem skrivas pa kanonisk form

Minimera c;z1 + ... 4+ ¢, Ty
Under villkoren

A11T1 + ... G1pnTy Z bl

Ap1T1 + - o+ ATy Z bn

T1y.e.y Ty > 0
eller ekvivalent pa matrisformen

Minimera ¢’ x
Under villkoren
Ax>Db

x>0

Med hjélp av villkoren kan man visualisera mangden mdjliga 16sningar. Storsta vardet
av f antas i nagot av hornen! Detta ar grunden for den s.k. Simplex-algoritmen ut-
vecklad av George Dantzig pa 1940-talet. Beroende pa typen av villkort kan mangden

mojliga 16sningar vara obegréinsad, och da kan l6sning saknas.

Tilldelningsproblemet

Ett exempel pa ett LP problem ér tilldelningsproblemet. Antag att man har 4 personer
som skall utféra en uppgift vardera, av 4 uppgifter. Om person i utfor uppgift j

tillkommer en kostnad ¢; ;, som vi skriver i en matris:



y=10-4x

y=7-2x
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Hur ska uppgifterna fordelas for att minimera kostnaden?

Vi borjar med att infoéra variabler py, pa, ps, ps € {1,2,3,4} for de 4 personerna,
samt uq, u2, us, us € {1,2,3,4} for de 4 uppgifterna, samt matrisen X = z;; som ar
1 om person ¢ gor uppgift j, och annars 0. Bivillkoren ska beskriva att alla uppgifter
blir utforda, samt att alla personer utfor en uppgift (har antar vi att varje person
utfor en och endast en uppgift, till 100%, sa att man inte delar pa uppgifterna). Detta

innebér att vi kraver att det finns en 1:a i varje rad/kolonn i matrisen X:

4
> z;; =1 for varje i
=1

4
sz}j =1 for varje j
i=1

T Z 0
den totala kostnaden ges sedan av
C11T11 + C12T12 + ... + C44T 44

alltsa ska vi minimera L
min ) Y cijvi;
i=1j=1

med tillhorande krav ovanfor.



Problem pa grafer

En graf (nétverk) inom grafteori &r ett par (V, F) av noder V (vertices), och bagar

E (edges). Exempelvis V' = {1,2,3,4}, E = {{1,3},{3,4},{2,3}}.

Exempel 4 (Handelsresandes problem). Givet en mdngd stider och avstind mellan
dessa stdader, vad dr den kortaste rutten som besoker alla stdder precis en gang och

atervander till startpunkten?

Exempel 5 (Minimalt uppspannande trad). Givet en graf G hitta den kortaste delgraf

utan cykler (trad) som besoker alla noder.
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