Foreldsning 6 - Rumsliga modeller

En ordindr differentialekvation ar en ekvation i en okénd funktion av en variabel, dar
derivator av funktionen kan férekomma i ekvationen. En Partiell differentialekvation
ar en ekvation i en okénd funktion av flera variabler, dar derivator (partiella) av
funktionen kan férekomma. En 16sning utgors av en funktion som uppfyller ekvationen
(och eventuella rand /begynnelsevillkor).

Vi inleder med att undersoka en enkel slumpvandring i diskret tid och rum. Antag
att en partikel befinner sig i nagon position x i en dimension och efter tid At gor
partikeln ett hopp av storlek Az, med sannoliket 1/2 till hoger eller véanster. Hur
snabbt ror sig en sadan partikel?

Lat S, = X1 + X5 + ... X, vara positionen efter n hopp, som ges av summan av
hopp X; = Az om partikeln hoppar till héger och X; = —Axz om den hoppar till

vanster. Vi soker nu vantevéirdet av positionen:
ES)|=FEX1+...+ X, | =EX\1]+...+ E[X,]=0

Som ju édr 0 eftersom vantevardet av varje individuellt hopp ér 0 (hoppar hoger
och vénster med lika sannolikhet!). Istillet &r man intresserad av ett matt pa hur
lang stricka partikeln har fardats. Alltsa kan partikeln firdats langt, trots att den i

slutinden é&r tillbaka i startpositionen. Vi tittar dd exempelvis pa S2:

E[S?]=E (an Xz-)z]
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Alltsa ar det typiska avstandet (distansen) partikel rort sig i storleksordning / E[S?] =
Vi.

Kan vi sdga nagot om sannolikheten att partikeln ar i en given position x som
funktion av tid ¢7? Lat p(z,t) vara sannolikheten att partikeln befinner sig i position

x vid tid ¢t. Vi far da foljande uttryck for hur sannolikheten foréndrad framat i tid:
1 1
ple, t+ At) = ip(ac — Az, t) + §p(x + Az, t) (1)

Som kan tolkas som de 2 sédtt man kan hamna i z vid tid ¢ + At. Dels genom att

man tidigare var i  — Az och hoppade in i z, eller att man befann sig i  + Ax och



hoppade in i z. Bada héndelser sker med sannolikhet 1/2. Under antagandet att p ar

kontinuerlig i tid och rum kan vi Taylor-utveckla alla termer och far da

op  At?9?

pla,t+ Al = pla,t) + M2 + =0 + HOT
0 Ax? 9

plo+ A t) = pla,t) + Aag” + =50+ HOT
0 Ax? 9

plo = Awt) = pla,t) = Atz + =20+ HOT

Taylor-utvecklas alla termer pa detta vis i Ekvation (1) fas

op A% 1 0%p
AN L i A 0\ Ar?=L + HOT
p(x,t) + t6t+ 5 o2 2( p(z,t) + Ax 8x2+ O

Detta ger efter forenkling
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Om vi nu later bade At och Ax ga mot 0, pa ett sadant séitt att kvoten % =2D

fas foljande valkdanda ekvation:

op 0%

ot o
Som kallas diffusionsekvationen, eller inom fysik for varmeekvationen! Detta &r en av
de mest studerade PDE!

Fundamentall6sning

Om man antar att begynnelsedata ges av p(x,0) = 0(z) (dirac-delta) vilket betyder

att partikeln garanterat befinner sig i origo vid start fas den s.k. fundamentallésningen

1 —a?2

p(x’t) = 47rDt64Dt

i en rums-dimension!
I hogre rums-dimensioner ér diffusionsekvationen
op Pp 0%

= = 2 — - = -
ot Dv7p D<8x2+8y2>



Numeriska exempel for intuition av 16sning

Vi kan valja ett enkelt exempel som l6ses numeriskt for att illustrera hur en 16sning

kan se ut!

Exempel 1 (Enkelt 1-D virme-problem). Antag att vi har en stav med fixa dndpunkter
x = —1 och x = 1. Temperaturen i staven dr vid starten t = 0 0 i hela staven, utom
1 den vanstra dandpunkten, ddar vi haller temperaturen fix till 20 grader. Diffusionsko-

efficienten ges av D = 4 (kallas i detta sammanhang termisk diffusivitet).

Ett exempel pa en typ av l0sning man &r intresserad av ar en s.k. stationér 16sning.

Alltsa en 16sning i jamvikt:

o0 _y_
ot~ Ox?
Om vi undersoker fallet ovanfor i 1-D far vi ekvationen p”(z) = 0 som har den

allménna 16sningen p(z) = Az + b. Med hjélp av randvillkor far vi da p(—1,t) = 1
och p(1,t) = 0 slutligen p(z) (i jamvikt) p(z) = -1z + 1.

Olika typer av randvillkor

For att kunna 16sa en PDE krévs randvillkor och begynnelsevillkor. Begynnelsevillkor
specificerar vad funktionen &r vid tid ¢t = 0 och ar enbart en funktion av x. Randvillkor
beskriver vad funktionen ar pa randen for alla tider. Det finns huvudsakligen tva typer

av randvillkor:

Dirichlet villkor av typen p(—1,t) = a,p(1,t) = b

Neumann villkor av typen p'(—1,t) = a,p'(1,t) = b
Dirichlet villkor specificerar funktionsvérde pa randen (alltsa krav pa funktionsvérdet
p) och Neumann villkor specificerar krav pa derivatan (p) pa randen.

Om man vill anvénda s.k. reflexiva randvillkor (saker studsar tillbaka da de nar

viggen) anviander man foljande villkor
p(—=1,t) =0, p'(1,t) =0

Vi undersoker ett enkelt numeriskt exempel av detta for att se skillnaden pa

Dirichlet och Neumann (reflexiva) randvillkor.



Reaktions-diffusions ekvationer

En utvidgning av diffusionsekvationen ar reaktions-diffusions ekvationen som innehaller

en s.k. reaktionsterm. En allman ekvation ar

Op 0?p

I — Di +

5 = Doz /)

dar f ar en funktion som beskriver reaktionen. Exempelvis kan reaktionen ta formen
f(p)=p (1 — %) for att beskriva tillvixt med barformaga K. I ett kopplat system
av reaktions-diffusionsekvationer kan en sddan term beskriva interaktionen mellan
olika “arter”. Jamfor med Lotka-volterra ekvationerna som beskriver predator-prey

interaktioner, eller smittspridningsmodeller.

Numeriska losare for PDE



