Foreldsning 4: Sannolikhetsmodeller

Om man utfor ett experiment N ganger, under sa lika forutsattningar som majligt,
och studerar en hiandelse A som kan intréffa, brukar man beskriva sannolikheten att
A hander, P(A), i ett experiment som N(A)/N dar N(A) ar antalet ganger handelse
A intraffade. Detta kommer alltid att vara ett tal mellan 0 och 1.

Rent matematiskt ar ett sannolikhetsrum en trippel (2, F,P) dar © ar utfallsrum-
met, F' en sigma algebra och P ett sannolikhetsmatt.

En stokastisk process ar en sekvens slumpvariabler X, Xy, ... eller {X;}; dar ¢
ofta tolkas som tid. Varje slumpvariabel X; kan vara diskret eller kontinuerlig, liksom
tiden t kan vara diskret t = 0,1,2, ... eller kontinuerlig ¢ € R, . En sadan process kan

beskrivas av en sannolikhetsfordelning
P(X, =2, Xn1=2Tp 1,..., X1 = 1)
Ofta ar man mer intresserad av den betingade sannolikheten
P(X, =z, | Xpn1 =2p_1,..., X1 =11)
Exempel 1 (Bernoulli processen). Varje X; dr oberoende och

1 med sannolikhet p

i

0 med sannolikhet 1 — p
En modell for en sekvens slantsinglingar kan da ges av
PX, =2, | Xpn1=2pn_1,.... X1 =121) =P(X,, = x,)
Alltsa: utfallet av singling n dr oberoende av utfallet av de n — 1 tidigare utfallen.

Exempel 2 (Mynt i en urna). Betrakta en urna som innehdller 5 enkronor och 5
femkronor. Vi drar nu 3 mynt slumpmdassigt och later X; beteckna det totala vdirdet
av de dragna mynten. Exempelvis kan vi dra {5,5,1}, och da har vi X3 = 11. I detta

fall dr historiken avgdrande:

]P’(sz = T4 \ Xy =123, Xy =19, X; = 96’1)

Markovkedjor

I manga fall 4&r man intresserade av ett mellanting, dédr nésta tillstand beror pa nu-

varande tillstand, men inte tillstand ldngre bak i tiden! Formellt har vi

]P(Xn—H = Tnp+1 | Xn = Tp, ... ,Xl = Z’l) = P(Xn+1 = Tp+1 ’Xn = (L’n)



Ge exempel pa en Markov och en icke Markov process!

Om utfallsrummet ar diskret kan processen beskrivas med hjilp av 6verganssannolikheter:
Pij = P(Xp1 =7 X =1)

dédr vi antar att detta ar oberoende av tiden n. Vi kan tolka p; ; som elementen i en

s.k. 6vergangsmatris P.

Exempel 3 (Social rorlighet). Vi delar in Sveriges befolkning efter inkomst i tre kate-
gorier, lag, medel samt hoginkomsttagare. Antag att vi vet sannolikheten att fordldrar
i en kategori far barn som dr i respektive kategori. Fxempelvis kan dvergangsmatrisen

ges av

0.65 028 0.07
P=1015 067 0.18
012 036  0.52

Detta kan ocksd representeras med en graf. Observera att ingen social historia finns

fran tidigare generationer!

Exempel 4 (Moran processen). Moran processen dr en stokastisk process som anvinds
inom biologi for att beskriva dndliga populationer av exempelvis forekomsten av gener

fordandras éver tid, under foljande antaganden:
e Konstant populationsstorlek N
e Twa alleler: A och B, med Ny + Ng =N
e Ingen reproduktiv skillnad (ingen fordel/nackdel)
e Inga mutationer

I varje tidssteg dor 1 individ, och ersdtts av nagon annan individ (alla har lika stor
chans). Vi har da overganssannolikehter (P, ; beskriver sannolikheten att gd fran att

ha i av typ A, till att ha 7 av typ A.

N —ii
Py1=—rx
=1 N N

i N —i
Piiyi =~

P,=1-PFn— P,



Vidare har vi Py; = 0 = Py n_1 eftersom ndr en allel dr borta kan den inte komma

tillbaka (ingen mutation).
Nu far vi resultatet att sannolikheten att A fizeras dr P(A fizeras | No(0) = i) =

%. (Alla har samma sannolikhet att bli ensam stamfader till populationen, och det

@
]

finns st. av typ A vid start).

Medeltiden till fixering ges av k; = N [ (- ]J\\,Z:; +¥ah ;], om N4(0) = 1.

Hur kan man modifiera modellen om man vill inkludera exempelvis mutation

och fitness?

Kontinuerlig tid

Vi kan ocksa beskriva system som forandras i kontinuerlig tid. Overgangssannolikheter
ersitts da med Overgangsintensiteter. Lat X () vara tillstdndet av var process vid tid
t.

. . qi;At om i # j
PX(t+ At)=7]|X(t)=1)= !
1—v;Atomi=j
Dér vi definierar v; = 3, ¢; ;. Detta innebar att g; ;At beskriver sannolikheten att ga

fran tillstand ¢ till j i ett tidsintervall av langd At, och v; att vi gar fran 4 till 4.

Exempel 5 (Populationsdynamik). Antag att varje bakterie delar sig med intensitet
A, och N(t) dr antalet bakterier. Da har vi

Aciomj=1+1
qi; =
0 annars

Genom att lata Pj(t) = P(X(¢) = j) och anvénda ovanstaende har vi

Pi(t+A) = Pi(t)(1 — v;At) + 3 Pigi At
i

= —Pi(t)v; + > Pi(t)qi;
i

Py(t + At) - Py(1)
JAN

och genom att lata At — 0 erhaller vi

dP;
— = —Pi(t)v; + > _ Pi(t)qi;
dt i

som brukar kallas Kolmogorovs framat ekvation.
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Exempel 6 (Bakterier igen). Med v; = 2,5 qi; = A\j har vi

Pi(t) = —v;P;(t) + 3~ Pi(H)ai;
17

Pi(t) = =jAP;(t) + (7 — AP (1)

J

Detta dr en ekvation vi kan l6sa och far da
i—1
P](t) oM (1 . e—)\t)J

Fran detta kan man studera till exempel medel och varians hos fordelningen!



