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RELATIONER OCH FUNKTIONER

Ovningens syfte ir att bekanta sig med begreppet relation pa en miingd M. Begreppet "relation"
i matematiska sammanhang anknyter till betydelsen av samma ord i vardagliga situationer da
en relation ofta #r ett samband mellan tva individer (dvs ett par). Den formella definitionen ar
foljande (se ocksa Vretblads bok avsnitt 3.2, 3.3):

(8.1) Definition. Med en relation R pa en mingd M menas en godtycklig méngd bestaende av
par (x,y), ddr z,y € M. Med andra ord #r en relation pa M en godtycklig delméngd R till den
kartesiska produkten

Mx M ={(z,y):xz,y € M}.

7

Om z,y € M och (z,y) € R, dér R &r en relation pa M sa skriver man ofta x ~ y. Men” ~
ersitts oftast med andra tecken som traditionellt betecknar kénda relationer t ex med ” < ” eller

” ‘)7

Exempel. (a) Lat M vara mingden av alla elever i en skola. Vi forutsitter att skolan dr av
"gammal modell" sd att varje elev tillhor exakt en klass. Tva elever = och y é&r relaterade, dvs
x ~ y, precis dd x och y gar i samma klass. R bestar i detta fall av alla par (z,y), dir z och y
ar tva elever som gér i samma klass (dven par (z, z) &r tilldtna — z gar i samma klass som sig
sjalv!).

(b) Lat M = {1,2,3,4} och lat

R={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,4),(3,3), (4,4)}.

Man skriver 1 ~ 1, 1 ~ 2 osv. Man har sammanlagt 16 par (z,y) i M x M, men endast 8 par
ingar i relationen R. Relationen R ir helt enkelt delbarhetsrelationen pa miangden M, dvs x ~ y
precis da zy.

(c) L&t M = R vara mingden av de reella talen. Definiera R = {(z,2%) : x € R} C M x M.
Relationen R ir helt enkelt grafen av funktionen f(x) = z?, dvs den bestér av alla punkter pa
parabeln y = 22, Hir har vi x ~ y precis di y = .

Ett helt allmint relationsbegrepp &r inte sirskilt anviandbart, men i matematiska situationer anvén-
der man i synnerhet vissa relationer som satisfierar vissa ytterligare villkor. Vi diskuterar forst
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ekvivalensrelationer med dirtill horande ekvivalensklasser och partitioner, vilket dven be-
handlas i Vretblad 3.3, och direfter, mycket kort, ordningsrelationer och funktionsgrafer.
(8.2) Definition. En relation ” ~ ” pa en miangd M kallas for en ekvivalensrelation om

(r) x ~ x (reflexivitet),

(s) x ~ y implicerar y ~ z (symmetri),

(t) x ~ y och y ~ z implicerar x ~ z (transitivitet),

dazx,y,z€ M. O
Exempel. Lat som ovan M vara mingden av alla elever i en skola och 14t tva elever x och y vara
relaterade, dvs x ~ y, precis da = och y gar i samma klass. Man kontrollerar utan svarigheter att
"~" dr en ekvivalensrelation pd M: x ~ x (ty x och x gar i samma klass), x ~ y gery ~ z (ty
om z och y gar i samma klass sa gér y och x i samma klass), och slutligen, z ~ y och y ~ z ger

x ~ z (ty om x och y gar i samma klass samt y och z gar i samma klass sa gar x och z i samma
klass).

(8.3) Definition. Lat ~ vara en ekvivalensrelation pa en mangd M. Med ekvivalensklassen av
x € M menas méngden

[z]={ye M:y~a}.

Vi har alltsé y € [z] < y ~ . Man séger att = dr en representant for klassen [z]. O

Om M &r mingden av alla elever i en skola och x 4r en elev, sé ér ekvivalensklassen [x] méngden
av alla elever som gar i samma klass som x. Varje elev representerar sin klass. Miangden av
alla klasser ger en partition av M — varje elev gar i en klass och olika klasser dr disjunkta. Rent
allmént definierar vi:

(8.4) Definition. En partition av en méngd M &r en uppdelning av alla element tillhérande M
1 parvis disjunkta delméngder. O

Vi visar nedan att ekvivalensklasserna till en ekvivalensrelation pd M utgor en partition av M,
dvs M dr unionen av alla ekvivalensklasser och olika ekvivalensklasser &r parvis disjunkta.
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(8.5) Proposition. Ldt M vara en mdngd med en ekvivalensrelation ~.
(a) Varje element i M tillhor en ekvivalensklass, mera exakt: x € [x].

(b) Tva element representerar samma ekvivalensklass da och endast da de dr ekvivalenta, dvs
=yl ez~y.

(¢) Tva olika ekvivalensklasser dr disjunkta.

(d) M dr unionen av alla ekvivalensklasser:

Bevis. (a) dr klart ty = ~ x innebir att = € [z].

O [z]=[y =z €z]=[y] =>x~y. Antagnuattz ~y. Om z € [z]sdgerz ~ x ochz ~ y
att z ~ y sd att z € [y|. Alltsa dr [z] C [y]. x ~ y ger ocksd y ~ z som alltsa ger [y] C [x].

(©)Om z € [z] N [y] sd dr z ~ z och z ~ y s att  ~ y ur symmetrin och transitiviteten (z ~ x
ger x ~ z sommed z ~ y ger x ~ y). Enligt (b) &r [z] = [y]. Detta betyder att om [z| # [y] sa
saknar dessa klasser ndgot gemensamt element z.

(d) Foljer direkt ur (a). U

(8.6) Foljdsats. For varje ekvivalensrelation pa M gdller att ekvivalensklasserna bildar en
partition av M.

Bevis. Foljer omedelbart fran (c) och (d) i (8.5). L.

Omvint giller att om M 4r en mingd (t ex méngden av alla elever i en skola) som dr uppdelad i
parvis disjunkta delmingder M; (t ex klasser), dvs M = UM, och M; " M; = ( om i # j, sé har
man en ekvivalensrelation pa M: man definierar x ~ y da x och y tillhdr samma partitionsméngd
M;.

Detta visar att ekvivalensrelationer pa miangder helt enkelt &r partitioner av dessa méngder. En
partition #r en klassifikation av miangdens element med avseende pa en viss (ofta intressant)
egenskap — denna egenskap dr given genom en ekvivalensrelation pa mingden (tink igen pa
elever i en skola och deras "klassifikation" efter tillhorigheten till olika klasser).

1. Lat M vara méngden av alla invanare i Goteborg. Betrakta f6ljande relationer x ~ y da
x,y € M och avgdr om de ir reflexiva, symmetriska, transitiva, ekvivalensrelationer:
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(a) x ~ y da och endast da x och y dr fodda samma dag.
(b) z ~ 1y da och endast da x och y bor i samma stadsdel.
(¢) © ~ y da och endast da x och y kénner varandra.
(d) x ~ y da och endast da = och y &r gifta med varandra.
2. Ge i varje exempel ovan da relationen #r en ekvivalensrelation en beskrivning av alla ekvi-
valensklasser genom att vilja en representant for varje klass.
3. Vilka av de foljande relationerna pa den givna miangden M ir ekvivalensrelationer:
(@) M = Z, x ~ y da och endast d& 4|z — y. Generalisera detta exempel.
(b) M = Z., x ~ y da och endast da = och y har samma primfaktorer.
(¢) M =7,z ~ y daoch endast da xy dr en kvadrat av ett positivt heltal.
(d) M =R?, (a,b) ~ (c,d) d& och endast d& b = d.
(e) M = R?, (a,b) ~ (c,d) da och endast dd a = celler b = d.
(f) M =R, a ~ bda och endast da a — b &r ett heltal.
(g) M =R, a ~ bdaoch endast da ab > 0.
4. Ge i varje exempel ovan da relationen #r en ekvivalensrelation en beskrivning av alla ek-

vivalensklasser genom att vélja en representant for varje klass. Forsok tolka ekvivalens-
klasserna geometriskt da sddana tolkningar dr méjliga.

5. Ar det sant att reflexivitet i definitionen av en ekvivalensrelation foljer ur symmetrin och
transitivitet enligt foljande resonemang: Lat x € M. x ~ y ger y ~ x eftersom ” ~ 7 dr
symmetrisk. Alltsa ger transitiviteten x ~ z.

6. Ge exempel pa miangder M och relationer som satisfierar féljande villkor:

(a) reflexiv och transitiv, men inte symmetrisk,
(b) reflexiv och symmetrisk, men inte transitiv,

(c) transitiv och symmetrisk, men inte reflexiv.

Foljande 6vningar i Vretblads bok rekommenderas:

Vretblad: 3.9 (308), 3.26 (320), 3.32 (326), [3.33 (328)].



