
LMA100 VT2005ARITMETIK OCH ALGEBRA DEL 2Övningshäfte 2: Komplexa talÖvningens syfte är att bekanta sig med komplexa tal. De komplexa talen, som är en utvidgningav de reella talen, kom till på 1400�talet då man försökte lösa kvadratiska ekvationer som t exx2 + 1 = 0, x2 � 2x + 2 = 0 osv. Man kände redan till existensen av en allmän formel förkvadratiska ekvationer: x2 + px + q = 0har två reella lösningar (hur får man det?)x1 = �p2 �rp24 � q oh x2 = �p2 +rp24 � qom bara diskriminanten � = p2 � 4q � 0 (om � = 0 så är uttryket under rotteknet ilösningarna lika med 0 så att det �nns en så kallad dubbelrot x1 = x2 = �p2 ).Om man t ex försöker lösa ekvationen x2 � 2x + 2 = 0 i enlighet med dessa formler så får manx1 = 1�p�1; x2 = 1 +p�1:Detta verkar vara meningslöst, men om man beteknar p�1 = i, aepterar att i2 = �1 ohsätter in t ex x1 i ekvationen så får manV.L. = (1� i)2 � 2(1� i) + 2 = 1� 2i+ i2 � 2 + 2i+ 2 = 0 = H.L.;dvs x1 satis�erar ekvationen. Även x2 är en �lösning�. Observera att vi inte bara har aepteratsymbolen i oh dess egenskap i2 = �1, utan okså de vanliga räknelagarna för �de gamla talen�i samband med t ex kvadrering. Under 1400-talet oh i början av 1500-talet började man lösakvadratiska ekvationer oh även ekvationer av högre grad med dessa nya tal. Tänk dig ett barnsom endast känner till de naturliga talen oh plötsligt kommer i kontakt med ett problem somleder till ekvationen 2x = 1 (att dela något i två lika delar). Då dyker ett behov upp av ett nytt tal12 . Det var ungefär samma situation, fast på en mer avanerad nivå, som ledde till komplexa tal.Det tog drygt 300 år innan man kom underfund med en helt tillfredsställande de�nition av dekomplexa talen som från början de�nierades som: uttryk på formena + bi; där a; b 2 R oh i2 = �1:Talet a kallas vanligen realdelen oh b imaginärdelen av z. Vi bekantar oss med den formellade�nitionen i avsnittet om �Talsystem�. I detta avsnitt kommer vi att arbeta med komplexa talpreis som man har arbetat med dessa tal under �era hundra år genom att aeptera de�nitionenovan. 1



Observera att två komplexa tal a + bi oh  + di betraktas som lika då oh endast då a =  ohb = d. Man utför addition, subtraktion oh multiplikation på preis samma sätt som för vanligareella tal � det enda som tillkommer är villkoret i2 = �1. Om  + di 6= 0 bildar man kvotena+bi+di som produkten av a+ bi med �di2+d2 eftersom (+ di)(� di) = 2 + d2. Syftet med dennaövning är att bekanta sig med de grundläggande egenskaperna hos de komplexa talen:� de fyra räknesätten,� konjugat oh absolutbelopp,� geometrisk tolkning av komplexa tal,� polär framställning,� lösning av ekvationer: kvadratiska oh binomiska,� enhetsrötter.Vi följer Kapitel 6 i Vretblads bok. (Uppgiftssiffrorna inom parentes syftar på en äldre versionav boken.)Övning A1. Lös följande uppgifter i Vretblads bok: 6.1 (601), 6.2 (602), 6.6 (605).2. Låt z1 = a1 + b1i oh z2 = a2 + b2i betekna två komplexa tal. Hur de�nieras summanz1 + z2, skillnaden z1 � z2, produkten z1z2 oh kvoten z1z2 (här antas z2 6= 0)? Skriv utde�nitionerna med ledning av texten ovan eller avsnitt 6.2 i Vretblads bok.Övning B1. Låt z = a+ bi. Vad menas med det konjugerade talet �z (se avsnitt 6.2 i Vretblads bok).2. Låt z = 3 + 5i. Beräkna �z.3. Låt z; z1; z2 betekna komplexa tal. Bevisa formlerna:(a) z = z,(b) z1 + z2 = �z1 + �z2,() z1z2 = �z1�z2,(d) ( z1z2 ) = �z1�z2 (z2 6= 0). 2



Övning C1. Låt z = a+ bi. Vad menas med absolutbeloppet jzj?2. Låt z; z1; z2 betekna komplexa tal. Bevisa formlerna:(a) jzj2 = z�z,(b) jzj = j�zj,() jz1z2j = jz1jjz2j,Ledning. Kvadrera likheten oh använd (a)!(d) ��� z1z2 ��� = jz1jjz2j (z2 6= 0).3. Beräkna två par av positiva heltal k; l så att k2+l2 = (22+132)(52+82). Använd komplexatal oh (). Kan du generalisera ditt resultat?Övning DMan tolkar det komplexa talet z = a + bi som punkten (a; b) i ett vanligt rätvinkligtkoordinatsystem (se avsnitt 6.4 i Vretblads bok). Man identi�erar z med punkten (a; b) �man säger ofta �punkten z� om (a; b). Ibland vill man se talet z som en vektor � oftast från(0; 0) till punkten (a; b).1. Rita ett rätvinkligt koordinatsystem oh tolka geometriskt följande tal:(a) z = a + bi oh �z = a� bi (försök beskriva deras läge i förhållande till varandra);(b) Re z = a, Im z = b oh jzj = pa2 + b2. Kan du se ett samband mellan jzj oh en kändsats?() z1 + z2 då z1 = a+ bi oh z2 = + di. Tolka därefter jz1 + z2j, jz1j oh jz2j;Ledning. Summan z1 + z2 svarar mot diagonalen i den parallellogram som har sina hörn i(de punkter som svarar mot) (0; 0), z1, z2 oh z1 + z2.2. Kan du förklara hur triangelolikheten jz1 + z2j � jz1j + jz2j kan tolkas geometriskt medhjälp av förra uppgiften? (för ett algebraiskt bevis av denna olikhet se boken eller föreläs-ningsantekningar).3. Hur tolkas z1 � z2 då z1 oh z2 uppfattas som vektorer från (0; 0) till punkterna z1 ohz2? Använd samma bild som i förra uppgiften. Hur tolkas jz1 � z2j? Låt z1 = a + bi,z2 = + di oh skriv ut jz1 � z2j � känner du igen en känd formel?
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Övning E1. Betrakta �guren
a

z = a+ bi���������qjzjb � -
6

oh förklara varför a = jzj os � oh b = jzj sin �. Vi förutsätter att z 6= 0.Anmärkning. Vinkeln � kallas ett argument för z oh beteknas � = arg z. Ofta väljerman denna vinkel så att 0 � � < 2�. Om � är ett argument, så är både � + 2� oh � � 2�argument för z. Man kan skrivaz = a+ bi = jzj(os � + i sin �):Den sista framställningen kallas polär form.2. Skriv på polär form(a) z = 1 + i,(b) z = p3 + i.3. Låt z1 = jz1j(os �1+ i sin �1) oh z2 = jz2j(os �2+ i sin �2) vara komplexa tal på polärform. Beräkna produkten z1z2 oh kvoten z1z2 . Skriv dessa tal på polär form. Förklara vadsom händer med beloppen oh med argumenten då man multiplierar eller dividerar tvåkomplexa tal (se avsnitt 6.4 i boken).4. Lös uppgift 6.18 (611) i Vretblads bok.5. Tolka geometriskt förhållandet mellan ett komplext tal z 6= 0 oh talet iz.6. Om z = jzj(os � + i sin �), så är zn = jzjn(os n� + i sin n�), vilket kallas de Moivresformel (se Vretblads bok avsnitt 6.4). Lös med hjälp av denna formel uppgifterna 6.39(628), 6.19 (612) oh 6.20 a) (613 a)) i boken.
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Övning FKvadratrötter oh kvadratiska ekvationer.1. Vad menas med betekningenp�1? Lös ekvationen z2 = �1.Anmärkning. Med pa+ bi menas om b 6= 0 eller a < 0 vanligen en godtyklig lösningtill ekvationen z2 = a + bi. (Denna ekvation har då två olika lösningar z1 oh z2 = �z1;ibland �xerar man en lösning genom lämpliga villkor. Man skriver t.ex. ofta p�1 för attbetekna talet i (oh ej �i).) Vi skall bara använda rotteknet i samband med lösning avandragradsekvationer oh då spelar denna tvetydighet ingen roll eftersom det alltid föregåsav �.2. Beräkna:(a) p3 + 4i,(b) p7� 24i (se boken om du vill),() pi.3. I början av denna stenil �nns allmänna formler för lösningar av kvadratiska ekvationer.Använd dessa formler för att lösa ekvationerna 6.25 (619) oh 6.27 (621) i Vretblads bok.Övning GBinomiska ekvationer. Ekvationerna av typen zn = A, där A är ett komplext tal, kallasbinomiska. Läs om dessa ekvationer i avsnitt 6.6 i boken. Om A = jAj(os � + i sin �)så ges alla lösningar på formenzk = npjAj(os �+ 2�kn + sin � + 2�kn );där k = 0; 1; : : : ; n� 1.1. Lös ekvationen z4 = �16. Se exempel 1 i avsnitt 6.6. Läs noga. Använd formeln ovan föratt lösa denna ekvation.2. Lös ekvationen z3 = 2i� 2.
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Övning HEnhetsrötter. Lösningarna till ekvationerna zn = 1 kallas enhetsrötter. Dessa komplexatal har många anmärkningsvärda egenskaper oh spelar en stor roll i matematiken.1. Beräkna enhetsrötterna för n = 2; 3; 4; 5; 6 oh tolka dessa komplexa tal geometriskt (enbild för varje n).2. Beräkna summan av alla fjärde enhetsrötter, dvs alla lösningar till ekvationen z4 = 1. Visaatt ditt resultat kan generaliseras (studera enhetsrötterna i uppgiften ovan).3. Rita enhetsirkeln i det komplexa planet oh välj en godtyklig punkt a på denna irkel. Låtz1, z2; z3; z4 betekna lösningarna till ekvationen z4 = 1. Beräkna summan av kvadraternaav avstånden mellan a oh zk, dvs summanjz1 � aj2 + jz2 � aj2 + jz3 � aj2 + jz4 � aj2:Försök generalisera ditt resultat till enhetsrötterna zn = 1 för godtykliga n.Följande övningar i Vretblads bok rekommenderas för självstudier:Vretblad: 6.5 (603), 6.9 (606), 2.22 (616), 6.29 (622), 6.30 (623), 6.32 (625), 6.44, 6.47 (634),6.48 (635), 6.49 (636).
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