Speciella punkter i en triangel

I en triangel skér bisektriserna varandra i en punkt, liksom mittpunktsnormalerna, medianerna
och hoéjderna.

Bisektrisen till en vinkel dr den linje eller strale som delar vinkeln mittitu. En punkt i vinkelns
falt ligger pa bisektrisen om och endast om punkten har samma avstand till bada vinkelbenen
(detta &r en inlimningsuppgift). Avstandet mellan punkten P och linjen [ betecknas som
d(P,1) och &r langden av strickan PQ, dir @ ar fotpunkt till normalen till [ genom P.

(1.1) Sats. De tre bisektriserna i en triangel skdr varandra i en punkt.

Bevis. I triangeln AABC dras bisektriserna till vinklarna <A och <«(B. Lat M vara deras
skdrningspunkt. Att M ligger pa vinkeln <(A:s bisektris innebér att d(M, AB) = d(M, AC).
Eftersom M ocksa ligger pa <tB:s bisektris giller #ven att d(M, BA) = d(M, BC). Men da
ar d(M,CA) = d(M,CB) och dérmed ligger M pa <(C's bisektris. De tre bisektriserna skér
varandra i M. ([
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(1.2) Anméirkning. Bisektrisernas skdrningspunkt &r medelpunkten for den i triangeln
inskrivna cirkeln. ]

Mittpunktsnormalen till en stricka AB dr normalen genom mittpunkten pa AB. Som 6vning
lamnas att visa att en punkt P ligger pa mittpunktsnormalen till strickan AB om och endast
om P ligger pa samma avstand fran A och B.

(1.3) Sats. De tre mittpunktsnormalerna i en triangel skir varandra i en punkt.

Bevis. I triangeln AABC dras mittpunktsnormalerna till sidorna AB och BC'. Lat M vara
deras skdrningspunkt. Att M ligger pa AB:s mittpunktsnormal innebér att |[MA| = |MB|.
Eftersom M ocksa ligger pa BC':s mittpunktsnormal géller dven att |M B| = |MC|. Men da &r
|IMA| = |MC| och ddrmed ligger M pa AC':s mittpunktsnormal. De tre mittpunktsnormalerna
skér varandra i M. O

(1.4) Anméirkning. Mittpunktsnormalernas skdrningspunkt dr medelpunkten for den i
triangeln omskrivna cirkeln. ]

En median i en triangel dr en stricka som sammanbinder ett hérn med mittpunkten pa
motstaende sida.

(1.5) Sats. Medianerna till en triangel skir varandra i en punkt.

Bevis. I triangeln AABC dras medianerna AA’ och BB’, som skir varandra i punkten M,
samt linjen B’A’, som sammanbinder mittpunkterna A’ pa BC och B’ pa AC. Triangeln
AABC ir likformig med AB'A'C enligt 1:a likformighetsfallet. Detta medfor att B’A’ &r
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parallell med AB och att |[AB|: |B’A'|=2:1.
C
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Dirfor dr alternatvinklarna <A’ AB och <AA’ B’ lika stora, liksom alternatvinklarna <ABB’
och «BB'A’. Sa ANABM ~ ANA'B'M. Da géller att |[AM| : |[A’M| = |AB| : |[A'B'| =2 : 1,
d v s medianen genom B skir medianen AA’ i punkten M som ligger pa avstandet %|AA’ |
fran A’. Pa samma sétt visas att medianen genom C' skéir medianen AA’ i samma punkt M
pa avstandet $|AA’| fran A’. De tre medianerna skéir varandra i M. O

(1.6) Foljdsats. Medianerna delar varandra i forhallandet 2 : 1.

(1.7) Anméirkning. Medianernas skirningspunkt kallas triangelns tyngdpunkt. Tyngdpunk-
ten ar lika med triangelns tyngdpunkt i fysikalisk mening.
O

En hdjd i en triangel &r en normal fran ett horn till motstaende sida eller dess forlégning (nér
ligger hojden utanfor triangeln?).

(1.8) Sats. De tre hdjderna i en triangel skir varandra i en punkt.

B’ C Al

C/

Bevis. Dra B’A’ parallell med AB genom C, C'B’ parallell med BC genom A och A'C’
parallell med CA genom B. Da dr AABC = AA'CB eftersom <ABC och <BCA’ ar
alternatvinklar, liksom <<ACB och <CBA’, och strickan BC #r gemensam. Likadant &r
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ANCB'A= NABC = ABAC'. Dra nu hojden fran C. Den ér vinkelrdtt mot A’B’, ty A’B’ ar
parallell med AB. Eftersom |B'C| = |AB| = |CA’| ér hojden genom C' ocksa mittpunktsnor-
mal pa B’ A’. Hojderna i AABC dr mittpunktsnormalerna i AA’B'C” och skir dirfér varandra
i en punkt. U

(1.9) Anmérkning. Konstruktionen av den inskrivna och omskrivna cirkeln finns redan hos
Euklides, men hojder och medianer inte. Att héjderna skir varandra i en punkt visades forst
av Euler, liksom f6ljande resultatet. (Il

(1.10) Sats. I en triangel ligger hdjdernas skdrningspunkt, tyngdpunkten och den omskrivna
cirkelns medelpunkt pa en linje (den s k Eulerlinje).
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Bevis. Drai triangeln AABC héjden mot AB och medianen C'C”’ fran C' och mittpunktsnor-
malen pa AB. Lat H vara skiarningspunkten mellan héjden och linjen OT genom tyngdpunk-
ten T och den omskrivna cirkelns medelpunkt O. Da dr <HCC' = <CC'O (alternatvinklar)
och <CTH = <OTC’' (motstaende vinklar). Trianglarna ACTH och AC'TO ir likformiga
med |HT|: |OT| = |CT|:|TC’'| =2: 1. Hojden fran C gar saledes genom en bestdmd punkt
(H) pa linjen OT. De tva andra hojderna gar ocksa genom H, som #r dérmed hojdernas
skdrningspunkt. (Detta visar igen att hojderna skéir varandra i en punkt.) O



