Euk lidis k geometri

Geometri & en av de Aldsta vetenskaperna. Mangaresultat var redan bekanta i de egyptiska,
babyloniska och kinesiska kulturerna. Sjalva ordet geometrikommer fran grekiska och betyder
landmAtning. Ursprungligen var geometrin en samling regler fér att |8sa praktiska problem.
Det var fdrst de gamla grekerna, med bl a Thales och Pythagoras, som gjorde geometrin
till en vetenslap pa deduktiva grunder, d&r pastaendenbevisasgenom logiska resonemang.
Kunskaperna samladesav Euklides i hans"Elemena”.

Euklides var en grekisk matematiker utbildad vid den Platonska Akademieni Aten och verk-
sami Alexandria ca300f Kr. Han publiceradesitt verk i 13 volymer som huvudsakligen Agnas
just @t geometri, men ocksa innetaller °era aritmetiska resultat (t ex beviset att det nns
oAndligt manga primtal). Euklides férsékte bygga upp en konsekwent deduktiv matematisk
teori { ett antal klara fédrutsattningar om punkter, linjer och plan skulle kunna anvAndassom
utgangspunkttill att med hjAlp av logiska resonemanghArleda olika egenslaper hosgeometris-
ka “gurer. Dessaf@rutsattningar { den euklidiska geometrins"spelregler{ kallas axiom eller
postulat och galler $a kallade primitiv a begrepp som punkter, linjer och plan sant vissa
enkla geometriska gurer (somt ex strackor och cirklar). Med utgangspunkt fran axiomen
harledde Euklides olika egenslaper hos geometriska “gurer.

Euklides bddker betraktades under °era hundra @r som ett ménster fér hur vetenskapliga
teorier borde formas. De anvAndes som skollArobddker $a sert som i slutet av 1800{talet.
En noggrann och kritisk analys av Euklides text visade da pa en del brister i hans teori
vars framstallning modi erades rfagot (av bl a David Hilbert), men Euklides huvudid§ lever
kvar { hela matematikens uppbyggnad féljer sammadeduktiva princip er som den euklidiska
geometrins.Det har skrivits tusentals |ArobAdker i geometrisomunder enangtid var enav de
viktigaste delarnai skolmatematiken. Pa 1960{talet férsbkte man moderniserapreserationen
av euklidisk geometrii skolan. Reformenvar inte férberedd ordertligt vare sig nér det gallde
|lAmpliga lArobddker eller |1Ararnas fortbildning. Detta ledde till att den euklidiska geometrin
nAstan fédrsvann fran kursplanerna. Men geometrin har kommit tillbak a. Geometrin & en
mycket viktig del av Vart vardagligaliv { en modell av geometriska former somvi nner i Var
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omgivning. Kunskaper om enkla geometriska “gurer Ar lika viktiga som kunskaper om t ex
talsystem och nfaste betraktas som en mycket viktig del av allmAnbildningen. Geometrin Ar
mycket meraintuitiv och |Attare att férsta Ant ex en del egenslaper hostalsystem. Man nfaste
dock medgeatt en strang uppbyggnad av euklidisk geometri A relativt komplicerad och att
det nns mycket enklare exempel pa matematiska teorier som ger en klarare uppfattning om
hur en axiomatisk teori fungerar. TyvArr férpassadesuklidisk geometri fran skolmatematiken
ndstan fullst Andigt och ersattesda inte med nfagot annat som kunde tillgo dosebehovet av ett
bra exempel pa hur man kan utvedla enriktig matematisk teori (en matematisk modell) fér
att studera var omgivning.

1. Euklides Elementa

Euklides bdvrjar férsta boken av sina Elemerta med 23 de nitioner. Vissa av dem skall ge
en visuell férestallning hos lAsarenav grundlAggandebegrepp som punkt och linje. Euklides
férklarar att en punkt Ar rfagot sominte kan delas.En punkt & alltsa en geometrisk atom.
Detta Ar kanske entilltalande analogi, men har ingen abstrakt matematisk betydelse.Samma
sak galler f@r linje: enlinje Ar enlAngd utan bredd. En linjes Andar & punkter. En rét linje
Ar enlinje som ligger jAmnt mellan punkterna pa densamma.Ordet stradka férekommer inte
hosEuklides, han talar om enbegransadrt linje. Andra de nitioner har matematisk inneHall,
som anvAnds senare,t ex: en cirk el Ar en plan "gur, sominneslutesav en linje, € att alla
rata linjer, som fran en viss punkt i “guren faller pa den, &r lika stora. Sista de nitionen A
parallella rata linjer & réta linjer som, om de utdrags i bAggeriktningar, aldrig méts.

Efter de nitionerna fdljer grundsatserna,somindelasav Euklides i postulat, som Ar speci ka
fér geometrin, och allmAnna grundsatser.Det nns fem postulat:

1. Det fordras att man kan dra enrét linje fran en punkt till en annan.
Att varje begransadrat linje kan férlAngasobegransat.

Att man kring varje punkt kan beskriva en cirkel med given radie.

o owoN

Att alla rata vinklar Ar lika med varandra.

5. N&r enrt linje skér tv@ réta linjer, och de badainre vinklarna pa sammasida om den
skarande rata linjen & mindre An tv& rAta vinklar, 8 kommer de bada rata linjerna,
om de férlAngasobegrdnsat, att skdra varandra pa den sida om den skdranderata linjen
somde tv& inre vinklarna ligger.

De allmAnna grundsatsernay:

1. De, som & lika med ett och samma, Ar ock$a lika med varandra.

2. Om lika adderastill lika, Ar de hela lika.
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3. Om lika subtraherasfran lika, Ar resternalika.
4. De, somtAder varandra, &r lika med varandra.

5. Det hela Ar stérre An delen.

Darefter utvedlar Euklides geometrin. Manga kanda resultat férekommer redani den férsta
boken: t ex, att vinkelsummani en triangel Ar 180° (1.32) och Pythagoras sats (1.47). Men
helaverket bestar av tretton bddker, varav det sista handlar om de fem regelbundnaPlatonska
kroppar.

Stilen Ar en torr upprékning av propositioner och bevis, utan vidare férklaringar. Bevisen
grundas pa postulaten, grundsatsernaoch tidigare bevisadepropositioner. Som exempel ger
vi férsta propositionen:

Prop osition I.1. Att pa en given strAcka konstruera en liksidig triangel.

Bevis. L&t AB vara den givna strAckan. Rita med medelpunkt A och radie AB cirkeln
BCD genomB (postulat 3), tag sedanB till medelpunkt och BA till radie och rita cirkeln
ACE (postulat 3). Fran cirklarnas skérningspunkt C dra linjerna CA och CB (postulat
1). Eftersom punkten A Ar medelpunkt till cirkeln CDB Ar AC lika stor som AB (cirkelns
de nition). Igen, eftersom punkten B Ar medelpunkt till cirkeln CAE Ar BC lika stor som
BA (cirkelns de nition). Saledesar CA och CB lika stora som en och sammastradka AB,
varav fdljer att CA A lika stor som CB (grundsats 1). DArfdr Ar de tre strAdkorna CA, AB
och BC lika stora. Allts@ Ar triangeln AB C liksidig, och den har konstruerats pa den givna
stradkan AB .

QEF

2. Parallellp ostulatet

Parallellpostulatet i Euklides fattning Ar krangligt, i motsatstill dvriga postulat, sominnetal-
ler enkla och sjélvklara geometriska antaganden. Dessutom undviker Euklides $a angt som
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mgjligt (till 1.29) att anvAnda det. Det férvanar darfér inte att férsdken att bevisa axiomet
Ar nAstan &4 gamla som Euklides Elemerta sjélva. | en svensk skolbok fran 1800-talet (De
sex fArsta bAdkerna af Euclidis Elemerta jamte planimetri och stereometri, utgifne av P.R.
Brakenhielm, Grebro 1844) |aservi:

Detta axiom, somi sjelfva verket Ar en proposition, bevisas framdedes; da vi i stallet antage,
sasom af sig sjelft klart, att

TvAnne réta lineer, som skdra hvarandra kunna € Bada vara parallela med en och samma
tredje linea.

HAr antas explicit ett annat axiom, som i sjAlva verket &r ekvivalent med parallellaxiomet.
Andra féreslagna”bevis" visade sig innetalla implicita antaganden, som ocksa A ekvivalenta
med parallellaxiomet.

Det tog mer An 2000ar innan rfagra matematiker (nAstan santidigt, och oberoendeav varand-
ra) fattade att alla férsbk missadentfalet, eftersom malet inte alls fanns. Det dar att bygga
en geometri (s k hyperbolisk geometri) pa de férsta fyra postulaten, dar det nns oAndligt
mfanga paralleller till varje linje. Det tog ang tid innan detta fédrstods och accepterades ef-
tersom detta strider $a uppenbarligen mot var geometriska intuition. Den férsta upptAdkaren
var den stora tyska matematikern Carl Friedrich Gauss(1777-1855).Just fér att undvika alla
negativa reaktioner av en omgivning, sominte var mogenfér dessakunskaper, publiceradehan
ingenting om detta. De tva matematiker, som oberoendeav varandra skrev om icke-euklidisk
geometri, N.l. Lobatjevski (1793-1856)i Kazan i Ryssland, och den ungerska matematikern
J#nosBolyai (1802-1860), ck i deraslivstid ingen uppskattning fér derasverk. Speciellt Bo-
lyais Ade Ar tragiskt. Fadern Farkas Bolyai kAnde Gaussfran studietiden, och skickade honom
J8nos publikation. Gauss svarade: "att berdmma arbetet betyder att berdmma mig sjalv",
eftersomhan hade tAnkt ut sammasaker redan tidigare. Jgnostog det mycket illa.

Det drdjde till 1860-talet innan bredare matematiska kretsar bérjade uppmarksamma och
férsta Lobatjevskis och Bolyais geniala prestationer. En viktig roll spelade att man kunde
tolka den hyperboliska geometrin inom den vanliga euklidiska geometrin. Vi betraktar en
cirkel med radie 1i planet, och tar medelpunkten somorigo. Bara punkterna innanfér cirkeln
tillh dr det hyperboliska planet. Den delenav en euklidisk linje somligger inom cirkeln, alltst
en korda utan sina Andpunkter, Ar en hyperbolisk linje. Vad som skiljer sig &r avstandet |

den hyperboliska linjen skall vara oAndligt lang. Vi gerinte den allmAnna formeln, men néjer
ossmed att den hyperboliska radien fér en cirkel med medelpunkt origo och euklidisk radie
r Ar in i*—; Tv@ strackor Ar kongruerta om de Ar lika anga. Man kan visa att alla axiom
gdller med undantag av parallellaxiomet. Figuren visar att det nns °er An en parallell genom

en punkt. Alla linjer genom P mellan de tv& som skér | pa randcirkeln (dvs utanfdr det
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hyperboliska planet) & parallella med .

e

UpptAckten av de nya geometriernahar lett till en omvArdering av matematikensroll. Geo-
metrin A inte en avbild av verkligheten, men tillh@ller olika teorier, och fér att beskriva
verkligheten valjer man den som passarbast. Dessateorier byggs strangt logiskt upp, utan
hansyn till omvArlden. Man nfaste utga fran vissa primitiv a begrepp. Alla relationer mellan
begreppen nfaste reglerasgenomaxiom. Vi far inte ata ossledasav vara intuitiv a férestall-
ningar. Som Hilb ert nagon dang uttryc kte det: Man nfaste alltid kunna séga "bord, stolar,
dlsejdlar" i stéllet fér "punkter, linjer, plan". Ett av Hilb erts axiom lyder med dessaord:

Av tre bord vid en stol star precis ett mellan de tv@ andra.
Detta later inte alls $a sjélvklart som
Av tre punkter p% en linje ligger precis en mellan de tv@ andra.

Men naturligtvis skall den axiomatiskt uppbyggdageometrin kunna anvAndasfér att beskriva
omvariden. DArfér skall den dverenssimma med Var intuition, som ocksa ger ledtradar vilka
satsersomkan vara sanna.Vi fortsatter allts@ att tala om punkter, linjer och plan. Det skulle
ta fér lang tid att ge en konsekwent axiomatisk framstéllining, och darfédr utelAmnar vi alla
axiom, vilka som exemplet ovan handlar om relativa positioner, och ger bara de axiom som
motsvarar Euklides postulat.

3. Axiom och primitiv a begrepp

Vi utgdr fran de primitiv a begreppen punkt (som vi betednar med stora bokstaAver) och
linje (snfa bokstAver). Man sammarbinder punkter och linjer med begreppet incidens: om
en punkt P 4 incident med en linje |, sAgervi att P ligger pal, eller att | gar genomP. En
punkt P kan ligga mellan punkter A och B.
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Axiom 1. Genom tva olika punkter dar precis en linje.
Sats 1. Tv&a olika linjer har hdgst en gemensam punkt.

Bevis. Antag att de tv@ olika punkterna A och B ligger pa tva olika linjer | och m. Enligt
Axiom 1 nns det bara en linje genomA och B, €a | och m sammanfaller och Ar inte olika
linjer. o

Om tv& linjer har engemensanpunkt kallas den fér linjernas skdrningspunkt. Tv@a olika linjer
4r parallella om de inte skér varandra.

L&t A och B vara tv@a punkter pa enlinje |. MAngdenav alla punkter pal somligger mellan A
och B (inklusive A och B sjélva) kallas str Ackan AB, och A och B Ar strAdkans Andpunkter.
Tv@ strAdkor & lika om de & samma mAngd. Vi skiljer alltsa inte mellan strAdkorna AB
och BA. MAngdenav alla punkter pa | som ligger pa sammasida om A (inklusive A) kallas
en strale fran (eller med utgangspunkt i) A. I?_Hmkten A delar linjen i tv&a motsatta §1ir‘alar.
Den som innettaller punkten B kallas stralen AB. Om en tredje punkt C ligger pa AB, s
ar AB = AC. Vi kan ocksa skriva T om utg(angspun}ften och riktning framdar fran texten.

En korrekt betedkning fér linjen genomA och B Ar fng men vi fdljer traditionen och talar
om linjen AB. Att vi anvAnder samma betedning fér en stracka som fér en linje kommer
férhoppningsvisinte orsaka oklarheter.

Det nns en relation mellan strAdor som betedknas med ordet kongruen t. Vi skriver AB 2
CD. Vi séger ocksa att strAdorna ar lika stora. Vi kommer att infédra ett |Angdnfatt fér
strAckor, och strackan AB :s |lAngd betedknas som jABj. Vi har da att AB 2 CD om och
endastom jABj = jCDj. Detta visar att kongruensar en ekvivalensrelation (i sjélva verket
ingar pastaendeti de utelAmnade axiomen).

Axiom 2. Givet en stracka AB och en strale fran en punkt C €a nns det en unik punkt D
pa stralen $adan att strAckan CD Ar kongruent med strickan AB .

e
N b

En vink el de nieras somett par stralar med sammautgangspunkt. Stralarna kallas vinkelben,
och utglngspunkten vinkelns spets. Lat alltsh T och m vara tv@a (ej motsatta) stralar med
samma utgangspunkt. Stralen T ligger pa linjen |, och m pa m. Linjen | delar planet i tva
halvplan, och stralen m ligger i ett av dem; likadant ligger Ti ett av de av m bestAmda
halvplanen. Alla punkter, som santidigt ligger pa sammasida om | som m och pa samma
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sidaom m somT; bildar vinkelnsvink elf Alt .

T B

m

. | |
Vi betedknar vinkeln med\ (T;m), eller om stralarna Ar AB och AC, med\ BAC. Om det inte
kan uppsta missfédrstand, skriver man ibland \ A. Enligt var de nition & \ BAC = \ CAB.

Ocksa vinklar kan vara kongruerta, med betedkning \ BAC 2 \ ABXCC Vi sAger da att
vinklarna &r lika stora. Som nmfatt pa vinkelns storlek skall vi anvAnda vanliga grader. T ex Ar
storleken av en rat vinkel 90*. Vi skriver (\ A)* fér storleken av vinkeln \ A.

..' ..I
Axiom 3. Givet en vinkel \ BAC och en stale BE $a existerar det en unik strale BF pa
en given sidaom linjen DE dadanatt \ EDF 2 \ BAC.

Tre punkter A, B, C, sominte ligger pa en och sammalinje, bildar en triangel . De givnha
punkterna kallas triangelns h@rn, och strAdkorna mellan hdrnen kallas triangelns sidor. Vi
betedknar triangeln med4 AB C. Trianglar Ar kongruerta, om de har sammaform och storlek,
$ att de tAdker varandra, nAr den enalAggspa den andra. Att |Aggaen triangel pa en annan
anvAnder Euklides i beviset fér fdrsta kongruensfallet (1.4), men inte pa andra stallen. Han
gillar tydligen inte argumertet, men anvAnder det i brist pa battre. | sjAlva verket har vi har
en grundlaggandeegenskap av det euklidiska rummet: ett fdrenfals form och storlek Andras
inte om man féreyttar det. | manga framstéliningar tas detta som axiom. | Euklides ande
tillater vi inte rérelsei geometri, men tar i stallet helt enkelt propositionen som axiom.

Axiom 4. Om i tva trianglar 4 AB C och 4 ABXCO géller att AB 2 ABS AC 2 A% och
VA2 \AC @1 dr ockéaBC 2 BC,\B2\B%ch\C2\C°

Parallellaxiomet formuleras vanligtvis pa féljande satt.
Axiom 5. Genom en punkt utanfér en given linje dar precis en linje parallell med den givna.

Fdr att deniera |lAngd behdver vi en godtycklig strAcka PQ som enhetstrAdka. Vi far en
|lAngdskala om vi avtalar att kongruerta strAdor har sammalangd och att om B ligger pa
strAckan AC, d v s B ligger mellan A och C, S8 & jABj + jBCj = jAC]j.
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Axiom 6. (Fullsténdighetsaxiomet) L%t AB vara enhetstrdckan pa en strale AB. D #r
stralen i bijektion med de icke-negativa reella talen pa $adant satt att talet som motsvarar en
punkt C &r langden jAC].

Detta axiom saknashelt och Hallet i Euklides, menatt det behdvs, synspa fdljande satt. Vi kan
inféra kartesiska koordinater i planet. Vi uppfyller alla axiom utom fullst Andighetsaxiomet,

om vi baratill ater rationella tal somkoordinater. Men da skér cirklarna i Euklides ProBo_sition
.1 varandra inte: med A somorigo och jABj = 2 & C punkten med koordinater (1; 3).

4. Kongruens av trianglar

Tva@ trianglar 4 AB C och 4 AB %P kallas kongruerta, om motsvarande sidor och vinklar &r
kongruenta:

jBCj=jBXY; jACj=jAXY; jABj=jABY;

\A2\AOC: \B 2\B9; \Cc2\CO:
| betedkningen 4 AB C 2 4 ABXCCingar att hérnet A motsvarar A®, B motsvarar B%och C
motsvarar C° De nitionen innehaller sexvillk or, men det rAder med att tre av dem (i vissa
kombinationer) Ar uppfyllda.

Sats 2 (Férsta kongruensfallet).

Trianglar, som dverensstAmmer i tva sidor och mellan-
liggande vinkel, & kongruenta.

CO
IE\ A
N A '

A
i A i\\L A
i A i A
i I A P I A
A ' B AD '

BO
Om jABj = jABY, jACj = JACCY och\ A2\ AC @ 4Ar 4 ABC 2 4 ABXO

Sats 3 (Andra kongruensfallet).

Trianglar, som dverensstAmmer i alla tre sidorna, Ar
kongruenta.
C Co
N = N =
[ A [ A
i | A i
A

j | A
B A0 BO

Om jABj = jABY, jACj = jACY och jBCj = jBLCY, :adr 4 ABC 2 4 ABCO
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Sats 4 (Tredje kongruensfallet). Trianglar, som dverensstAmmer i tva vinklar och en si-
da, &r kongruenta.

C cO
A A
i A i A
i A i A
i A i A
|\I 1 17/ i\l 1 (m
I B AO I BO
OmjABj=jABY, \A2\Aloch\ B2\ B2 Sadr 4 ABC 2 4 ABXO
C cO
ii\‘ﬁA ii\‘%ﬂA
[ A i A
i A i A
i A i A
i) | A P\ 1 A
A B AO | BO

OmjABj=jABY, \A2\ A% och\ C2\ CO @ ér 4 ABC 2 4 ABXO

Fdr att |Attare komma ihag kongruensfallenbendmns de ocksa efter villk oren. Det férsta Ar
fallet "SVS' (sida{vink el{sida), det andra "SSS'och det tredje "VSV', respektive ‘SVV'.

Det fdrsta kongruensfalletgaller enligt axiom 4. De dvriga kan nu visas.

Bevis fdr tredje kongruensfallet. Antag férst att jABj = jABY,\ A2\ APoch\ B 2
\ BC Vi vill visa att JACj = JACY; da & 4 ABC 2 4 ABX enligt férsta kongruensfallet
(Axiom 4). Vi gér ett motséigelselevis. Antag att AC &Ar IAngre 4n ACC Lat D vara punkten
pa AC sadan att jADj = JA®CY (enligt Axiom 2).

C
A

Nu & 4 ABD 2 4 ABXO(SVS), &8\ ABD 2 \ ABXOC Enligt antagande & \ ABC 2
\ ABXE sommedfér att \ ABD 2\ ABC. Men epligt Axiom 3 "hns det bara en stiale pa
C:s sida om linjen AB med den givna vinkeln, &2 BD och B'C sammanfalleroch punkten D
Ar sammasom punkten C, i motsats till antagandet att jJACj > jJACY = jADj.

Fallet SVV bevisaslattast med en sats, somvi visar senare(utan att anvanda fallet SVV),
att vinkelsummani en triangel & 180f: om man kénner tva vinklar, $a kAnner man ocksa
den tredje vinkeln. D& anvAnder vi det just bevisadefallet VSV. Satsenom vinkelsumman
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beror pa parallellaxiomet. Utan parallellaxiomet kan vi resonerapa féljande satt. SAtt av AD
somfdrut. Vi farnu\ ADB 2 \ ACB. Enligt en annan sats, somvisassenare,om likb elAgna
vinklar, &r nu linjerna DB och CB parallella, i motsats till att de ada dgar genom punkten
B. DArfdr &r punkten D & sammasom punkten C. o

En likb ent triangel Ar en triangel med tv@a lika anga sidor. Den tredje sidan kallas fér bas,
en betedkning som passartill féljande sAtt att rita en likbent triangel.

Sats 5 (Basvink elsatsen). Om tva sidor i en triangel Ar lika Ranga, $a Ar motsfaende
vinklar lika stora.

Bevis. Antag att JACj = jBCj i triangeln 4 AB C. DA Ar triangeln 4 AB C kongruert med
triangeln 4 BAC, eftersomjACj = jBCj,\ C =\ C och [BCj = JAC|j (SVS). Detta ger att
\A2\B. o

Som @vning lAmnasatt visa omvAndningen med hjélp av tredje kongruensfallet:

Sats 6. Om i en triangel tva vinklar Ar lika stora, $a & motstaende sidor lika stora.

Av dessasatserfdljer att i entriangel géller att alla sidor Ar lika langaom och endastom alla
vinklar Ar lika stora. En $adan triangel kallas liksidig .

Bevis (SSS). Lat 4 AB C och 4 AB % ha lika stora sidor. Vi konstruerar med bas AB en
triangel 4 ABD som &r kongruert med 4 AB P Vi satter av vinkeln \ BAD 2 \ BAXKO
pa andra sidan om linjen AB mot punkten C (Axiom 3) och vAljer pa vinkelbenet punkten
D medjADj = JACY (Axiom 2). Da & enligt SVS (Axiom 4) 4 ABD 2 4 ABXCC Vi drar
linjen DC.

Det nns nu olika fall, beroende pa existensenav en skarningspunkt fér strAdkorna AB och
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CD (se gur; fallet d&r CD dar genomB A enkelt, och IAmnas@t |Asaren).

C @C
NN 6©° ¢
i A ©© ¢
i A ©© ¢
i A ©© ¢
i A
; T
@ ¢ HH A
@ ¢ HH A
@ ¢ HH A
e "
D D

Triangeln 4 ACD & likbert, eftersomjACj = JACY = jADj. DArfér & \ ACD 2 \ ADC
(basvinkelsatsen). Aven 4 BCD & likbent, eftersomjBCj = jBLY och jBLCY = jBD]
(4ABD 2 4 ABXCY. 1\ BCD 2 \ BDC. | den férsta guren & vinkeln \ ACB sum-
man av vinklarna \ ACD och \ BCD, och vinkeln\ AD B summanav vinklarna \ AD C och
\ BDC, medani den andra & vinklarna skillnaden. | bada fallen féljer att \ ACB 2 \ ADB.
Med fdrsta kongruensfalletfar vi nu att 4 ABC 2 4 ABD 2 4 ABXCC o

LAgg marke till att SSVinte &r ett kongruensfall.

5. Vinklar

Om tva linjer AB och CD skér varandrai en punkt P, uppstar fyra vinklar. Ett par av dessa
som inte har nagot gemensarh vinkelben kallas vertik alvinklar  eller motsatta vinklar .
| "guren & \ AP C och \ DPB motsatta vinklar. Vinklar med gemensart vinkelben, som
\ AP C och\ CPB, &r sidovinklar . Motsatta vinklar Ar lika stora eftersomde har gemensam
sidovinkel.
BHHH ©©©C
H ©
H ©
©©eé’liJQ)H H
© H
© H

DO H A

En vinkel som & kongruert med sin sidovinkel kallas rat. En vinkel som A mindre An rat
kallas spetsig, och en som &r stérre kallas trubbig .

En linje somskér tva dvriga linjer kallasentransv ersal till dessa.Tv@ vinklar, envid vardera
av de tv& linjerna, kallas likb elAgna, om de ligger pa sammasida om transversalen,och pa
samma sida om respektive linje, i guren t ex\ APF och \ CQF. Den ena vinkeln ligger
helt i den andras vinkelfdlt. Om vi ersétter en av vinklarna med dessmotsatta vinkel far vi
alternatvinklar . Tv@ vinklar Ar alternatvinklar om derasvinkelfAlt Ar disjunkta, i "guren t
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ex\ APQ och\ PQD. =

D(((((((Q

thhhhh

E

Sats 7. Om tva alternatvinklar &r lika stora, $a Ar linjerna parallella.

Bevis. L&t alternatvinklarna \ AB C och \ BAD vara lika stora, men antag att linjerna skér
varandra i punkten C (se gur; vi skall visa att detta Ar omdjligt | det dar inte att rita en
“gur utan att fuska). SAtt av punkten D palinjen AC pa andra sidanom A mot C, $adan att
jADj = jBCj,ochdraBD. DA 4 4 ABC 2 4 BAD, ty jADj = jBCj,\ ABC 2 \ BAD och
strackan AB & gemensam.Detta ger att \ BAC 2 \ ABD. Vinklarna \ ABC och \ ABD
tillsammans & lika stora som\ BAD och \ BAC tillsammans, nAmligen 180¢. Detta betyder
att D ligger pa linjen BC. Genom D och C dar alltsa tva olika linjer, vilket & omgjligt.
DArfdr existerar inte rfagon skérningspunkt. o

Sats 8. Om tva parallella linjer skars av en tredje linje, $a & alternatvinklarna lika stora.

Bevis. L&t | och m vara parallella linjer och [at P vara m:s skdrningspunkt medtransversalen.
Dra enlinje m®genomP gadan att alternatvinklarna &r lika. Enligt den féregaendesatsenér
mO parallell med |. Enligt parallellaxiomet nns det bara en parallell genomP, $a m och m°
sammanfaller, och alternatvinklarna fér | och m &r lika stora. a

Fdljdsats 9. Tva linjer Ar parallella om och endast om likbelAgna vinklar vid skérning med
en tredje linje Ar lika stora.

Sats 10. Vinkelsummani en triangel Ar 180",
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A
i \l /ﬁA
A B
Bevis. Dra enlinje DE genomhgrnet C parallell med basenAB i triangeln 4 AB C. Alter-
natvinklarna \ AB C och \ BCE &r lika stora, liksom alternatvinklarna \ BAC och \ ACD.

Vinkelsumman & darmed lika stor som summan av vinklarna \ DCA, \ ACB och \ BCE,
som Ar 180*. o

En yttervink el till en triangel Ar en sidovinkel till en av de vinklarna i triangeln.

Fdljdsats 11 (Yttervink elsatsen). En yttervinkel till en triangel A lika med summan av
de motstaende innervinklarna.

Bevis. Sidovinkeln vid B Ar lika stor somalternatvinkel\ BCD, som&r summanav \ C och
\A. ol

6. Konstruktioner med passare och linjal

MAngdenav alla punkter P, somhar sammaavstand till engiven punkt M, kallas fér cirk el;
M Ar medelpunkten , och varje stracka M P Ar enradie . Man sAgerocksa radie fér strAdkans
|Angd.

En cirkel med medelpunkt M och radie M P ritas med en passare.Att kunna géra detta Ar
Euklides' tredje postulat, medan det férsta postulatet verkstallas med en ograderad linjal. |
princip ska man anvAnda en kollapsandepassare,som shar ihop ndr den lAmnar pappret, men
man far samma konstruktioner som med en vanlig, styv passare,som behaller utslaget nAr
denlyfts upp ur pappret. DenintresseradelAsarenkan hitta bevisethos Euklides, Proposition
1.2.

Vi tittar nu p& rfagra konstruktionsuppgifter. Man skall inte bara ange konstruktionen, men
ocksa visa att den verkligen I@serproblemet.

Problem 1. Givet en vinkel \ BAC och en strale B'E, konstruera pa en given sida av linjen
DE en vinkel \ EDF som & kongruent med den givna vinkeln \ BAC.

.. il i .
Konstruktion.  Dra en cirkel om A, somskar stralen AB i B%och AC i C° Dra en halvcirkel
om D padengivna sidanav linjen DE medradie jAB § och fat E ®vara skérningspunkten med
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! 3, 3,
stralen B'E . Bestdm nu skArnings_punkten F av cirkeln om D med cirkeln med medelpunkt
ECoch radie jB%CY. Dra stralen BF.

E
EO
co C F
#
##
A o B 5

VinkelnEDF & densBkta vinkeln. Trianglarna 4 AB ®C%ch 4 DE % Ar likb enta medjAB § =
jACY = JDEY = jDFj enligt konstruktion. Vidare & jBCY = JEFj, 214 ABCO2 4 DEF
(SSS).Detta geratt \ BAC 2 \ EDF. o

Problem 2. Att dda en stracka mitt itu.

D

Konstruktion. LAt AB vara den givna strackan. Dra cirklarna med medelpunkt A, radie
AB och med medelpunkt B, radie BA. Dessatv& cirklar skdr varandra i punkterna C och
D (fér att visa detta behdvs axiom 6). Dra nu CD, som skdr AB i punkten M. Trianglarna
4 AB C och 4 AB D A& liksidiga. Trianglarna 4 BCD och 4 ACD Ar nu kongruerta enligt SSS.
DArmed &r \ BCD 2 \ ACD. Enligt SVS4A 4 BCM 2 4 ACM . DArfdr Ar M mittpunkten
pa AB . Vidare &r vinkeln\ AM C kongruert med sidovinkeln\ BM C, och darmedrat. Linjen
M C A mittpunktsnormal . a

Problem 3. Givet en linje | och en punkt P, konstruera en linje genom P som Ar vinkelr At
mot |; en $adan linje kallas normal .

Konstruktion L&t Q vara en punkt pa andra sidan om | mot P. Dra cirkeln med medel-
punkt P och radie PQ. Cirkeln skar | i tv& punkter A och B. Mittpunktsnormalen till AB,
konstruerad som ovan, Ar den sgkta linjen. a
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7. Area

Varje manghdrning M i planet har en area, som betecknas med A(M ). Det & inte helt |Att
att de niera arean, speciellt om man vill utvidga begreppet och kunna berdkna arean fér
mera komplicerade "gurer, som cirkel och ellips. Vi bara skissarde nitionen har. Vi bgrjar
med ett ratvinkligt koordinatsystem, och betraktar koordinatgittret (dAr avstandet mellan
linjerna & enhetslngden). Senréknar vi antalet rutor som ligger helt inom “guren. Detta
ger ett heltal, som inte dverstiger arean. Vi far en dvre uppskattning fér arean, genom att
rékna antalet rutor som behdvs fér att tAcka guren. Senfdr nar vi gittret genomatt dela
enhetsstrdckan i 10 delar. En enhetsruta delasupp i 100 mindre rutor. Vi réknar igen antalet
rutor inom “guren, och delar det med 100. Vi fortsAtter med att dela upp. | varje steg far
vi tv& decimaler mer fér den undre och gvre uppskattningen. Om bada uppskattningarna ger
sammatal, har vi hittat arean.Exemplet med cirkeln visar att man behdver oAndligt nfanga
rutor, som blir mindre och mindre. Detta galler redan fér en sneds@lld kvadrat.

Det & klart att féljande géller:

Al. Om vi delar upp en gur i mindre gurer, $a & gurens area lika med summan av
del g urernas areor.

Det Ar mindre klart att var de nition Ar oberoendeav valet av koordinatsystem. Antag att
vi har ett annat koordinatsystem. Vi °ytter det férst horisontellt och senvertikalt tills origo
sammanfallermed origo i det ursprungliga systemet. D@ Andras areor inte; inte heller om man
speglari x-axeln. Det &terstar att sevad som hander under en vridning.

Som guren visar far man en axelparallell rektangel genom att translatera (parallellt med
axlarna) |Ampliga trianglar, alltsh utan att Andra den totala arean.

Tv@& gurer & kongruerta om och endast om man kan dverféra den enai den andra genom
en kombination av translationer, rotationer och speglingar. DArfdr galler

A2. Kongruenta gurer har sammaarea.

Arean av en rektangel vars sidor har lAngdernaa och b & ab. En hdjd i en triangel Ar en
normal genomett hdrn till motstaendesida, eller dessférlAngning (sidan kallas da fér basen).
Arean av en triangel & Zhb, dAr h & (IAngdenav) hdjden och b (IAngden av) basen. Fér
beviset hanvisastill dvningarna.
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8. Likformighet

Tv@trianglar Ar kongruerta om de har sammaform och storlek. Om de bara har sammaform,
men inte nddvAndigtvis samma storlek, kallas de fér likformiga. Den exakta de nitionen Ar:
tv@ trianglar 4 AB C och 4 AB X 4r likformiga , vilket betecknasmed4 ABC » 4 ABC?
om
jABj _ JACj _ |BCj
jABY  jACY  jBCY’
\A2\ A% \B2\B% \c2\cC®

C
. 0
A c
[ A i"%
i A i A
i A i A
i A P A
A B AO BO

Férhallandet mellan sidorna kallas likformighetsskalan, eller |Angdskalan. Precis som fér kon-
gruensradker det att vissavillk or & uppfyllda. Motsvarande de tre kongruensfallenhar vi tre
likformighetsfall:

Sats 12 (F drsta likformighetsfallet) (SVS). Om tvasidor i en triangel Ar proportionella
mot tva sidor i en annan triangel och mellanliggande vinklar Ar lika stora, $a Ar trianglarna
likformiga. Om Kk = Ktk och\ A2\ AQ @1 dr 4 ABC » 4 ABXCO

Sats 13 (Andra likformighetsfallet) (SSS). Om sidorna i en triangel Ar proportionella
mot sidorna i en annan triangel, $a &r trianglarna likformiga. Om J.J/ﬁ,BB{,j = j‘AAo%JOj = jJBBong, %

A 4ABC » 4 ABXO

Sats 14 (T redje likformighetsfallet) (VVV). Om tva vinklar i en triangel 4r lika stora
som motsvarande vinklar i en annan triangel, €a & trianglarna likformiga. Om\ A 2 \ A°
och\B2\B’ @a4r 4ABC » 4 ABXC

Fédr att bevisa dessaskall vi férst studera ett ofta fdrekommande fall av likformighet, som
uppstar nar en linje parallell med baseni en triangel skar av en topptriangel

C
i A
o £
i A
i A

A B
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Sats 15 (T opptriangelsatsen).  Varje topptriangel i en triangel 4 AB C & likformig med
triangeln 4 AB C.

Bevis. Lat 4 DEC vara entopptriangel i 4 AB C. Eftersom likb elAgnavinklar vid parallella
linjer & lika stora, &r motsvarande vinklar i de bada trianglarna kongruerta. Vi nfaste visa
att vi har sammalangdslala fér alla tre paren av sidor.

A
HA
B

Vi drar diagonalernaAE och BD. Trianglarna 4 ACE och 4 DCE har sidan CE gemensam,
$ de har sammahgjd genomE mot baslinjen AC. DArfdr & férhallandet mellan areornalika
med fdrhallandet mellan baserna:

jACj _ A(4ACE)
jiDCj  A(4DCE) "’

PA sammasatt Ar
jBCj _ A(4BCD)

jECj A(4ECD)’

eftersomtrianglarna 4 BCD och 4 ECD har sammahgjd genomD mot baslinjen BC. Tri-
anglarna4 AB E och 4 AB D har sammabasoch sammahgjd (avstandet mellan de parallella
linjerna AB och DE), $a de har samma area. Vi far 4 ACE genom att ta bort 4 ABE
fran den stora triangeln 4 ABC, och 4 BCD genomatt ta bort 4 ABD fran 4 ABC, &4
A(4 ACE) = A(4 BCD). DArmed &r

jACj _ A(4ACE) _ A(4BCD) _jBCj
iDCj A(4DCE) A(4DCE) |jECj’

Vi vill nu visa att detta férhfallande &r ocksa lika med jAB j5jDEj. Det sista fdrhallandet Ar
A(4 ABE)=A(4 DEB) eftersomtrianglarna 4 AB E och 4 DEB har sammahgjd (avstandet
mellan de parallella linjerna AB och DE). Vi betraktar nu bada trianglarna som trianglar
med basBE. Triangeln 4 CEA har sidan AE gemensammed 4 ABE, &

jEBj _ A(4 ABE)
jCEj  A(4 CEA)

PA sammasatt Ar
JEB]j _ A(4 DEB)

jCEj A(4DEC)"
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Vi har genomatt multiplicera och dela att
A(4ABE) A(4DEB) A(4 ABE) A(4 CEA)
A(4CEA) A(4DEC) A(4DEB) A(4DEC)’
Men det sista férhallandet kAnner vi till. Sa
jABj _ A(4ABE) _ A(4CEA) _jACj
jDEj A(4DEB) A(4DEC) |DCj’

o

Bevis fér likformighetsfallen. L&t 4 AB C och 4 AB%CCvara givna, och antag att jAB | >
jABY. Vi vdljer punkten D pa AB & att jADj = JABY och drar DE parallell med BC.
Topptriangeln 4 AD E & nu likformig med 4 AB C. Fér att visa att 4 ABC » 4 ABXO
rdcker det nu att visa att 4 AD E &r kongruert med 4 ABC°

A
i A
jIA AO
i A i A
D i—AF A
i i
i A 0j A -0
' A B C
i A
B C

| fallet SVS vet vi att jACY = jJABY ¢jACjTAB| = jAD| ¢jACj5jAB| = JAE], eftersom
jADj = jABY och 4 ADE » 4 ABC. Eftersom vinklen \ A A& gemensam,&r trianglarna
4 AD E och 4 AB P kongruerta.

| fallet SSSfar vi med sammaresonemangatt motsvarande sidor i trianglarna 4 AD E och
4 ABCO 4 lika stora, och vi till Ampar andra kongruensfallet.

| fallet VVV har vi vinkeln \ A & gemensam,jADj = jAB§ och\ ADE =\ B = \B% &
kongruensfdljer av tredje kongruensfallet. a

Bisektrisen till envinkel & den strale som delar vinkeln mitt itu.

Sats 16 (Bisektrissatsen).  Bisektrisen till en vinkel i en triangel ddlar motstaende sida i
delar som Ar proportionella mot de dwriga sidorna.
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SatsensAger att % = }/Q—%}. Sidorna férekommeri trianglarna 4 ACD och 4 BCD, somhar
sammatoppvinkel. Men trianglarna A&r inte likformiga. Vi har har ett exempel att SSV inte

Ar ett likformighetsfall.

Bevis. L&t CD vara bisektrisen. Antag att vinkel \ CDB Ar spetsig. Lat E vara punkten
pa CD $dan att 4 DBE A likbert. D A& \ DEB 2 \ EDB och detsamma géller for

sidovinklarna: \ BEC 2\ ADC. DA 4 4 ACD » 4 BCE och }Q%i = }@%} = ﬁg\%}. o}

9. Pythagoras sats

Redan minst 1000%r fdre Pythagoras var satsenkand, bl a i Babylonien. Men troligen var
Pythagoras den férste som hittade ett bevis fér formeln. Det 'nns nmfangabevis fdr satsenoch
vi skall titta p& nagra av dem.

| enratvinklig triangel kallas sidan som star mot den réta vinkeln fér hypotenusaoch de tva

gvriga sidorna kallas kateterna.

Sats 17 (Pythagoras sats). | en ratvinklig triangel & kvadraten pga hypotenusan lika med
summan av kvadraterna pa kateterna.

LAt 4 AB C vara en ratvinklig triangel. Om vi betedknar med c |lAngden av sidan som star
mot den réta vinkeln\ C, ac= jABj, och oma= jBCj, b= jACj, $a blir satsenspastaende
@= a2+ I

Bevis. Dra i triangeln 4 AB C hgjden CD fran C mot hypotenusan.

Trianglarna 4 AB C och 4 ACD Ar bada ratvinkliga och har vinkeln \ A gemensam.Enligt
tredje likformighetsfallet (VVV) & nu 4 ABC » 4 ACD. Detta ger

JAC] _ jADj. . o . .
iABj ~ JAC]’ s JACj“ = jJABJjAD]| :
PA sammasatt far vi fran 4 ABC » 4 BCD att

jBCj _ iBDj,

iABj = iBCj’ 44 |BCj“ = jABjiBDj :
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Eftersom jABj = JADj + jBDj far vi genomaddition

jBCj?+ jACj% = jABjjBDj + jABjjADj = jABj(jBDj + jAD]) = jABj?:

Detta bevis &r kanske Pythagoras ursprungliga. Euklides ger ett annat bevis, som Ar svart
att fArsta om man lAsertexten, men resonemangetédr faktiskt mycket vadkert. Figuren visar
kvadraterna uppritade pa kateterna, och pa hypotenusan. Beviset dar ut pa att visa att
rektangeln AD GE har sammaareasomkvadraten pa AC ; detta gerjACj2 = jABjjADj. Fran
rektangeln DBF G och kvadraten pa BC far vi pa sammasétt jBCj2 = jABjjBDj. Sjélva
beviset att areorna & lika passarbra fér en datoranimation.

E G F

NAsta bevis kommer fran Indien. Bhaskara (f 1105e Kr) drar féljande gur och bara sAger
“Sel',utan att ensgéra berdkningenc?® = 42 + (aj bh?= a2+ 1.

Det nns saker att fundera dver. T ex, varfdr Ar Halet i mitten en kvadrat?
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OmvAndningenav Pythagoras satsgaller ocksa: entriangel 4 AB C med sidornaa, boch c, dar
a?+ 2 = ¢, & rétvinklig. L&t nAmligen 4 AB % vara en ratvinklig triangel med kateter av
|&ngd a och b, d& &r enligt Pythagoras hypotenusanslangd ¢ och dérfér & 4 ABC 2 4 AB O
(SSS),alltsa Ar vinkeln \ C rat.

10. Sinus- och cosinussats

Fdr en spetsig vinkel med storlek ® de nieras sinus och cosirus med hjélp av en ratvinklig
triangel med vinkel ®.

Sinus fér en vinkel & kvoten av motstaendesida och hypotenusan:
sin® = a
C
Cosinus fér en vinkel Ar kvoten av narliggande sida och hypotenusan:
cos® = P
c

. . . ]
L&t P vara en punkt i férsta kvadranten pa enhetscirkeln, $a att vinkeln mellan stralen HP
och den positiva x-axeln & ®. DA & (x;y) = (cos®; sin®) koordinaterna till P.

SIN® |--coooco20D

Fdr en godtycklig vinkel ® de nierar vi nu cos® och sin® som x- och y-koordinat fér den
punkt P pa enhetscirkeln, som ligger pa stralen med vinkeln ®, rédknad fran den positiva
x-axeln. D% géller cos(18F j ®) = | cos® och sin(180°j ®) = sin®. Obserwera att vi har
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egerligen betraktar ett annat vinkelbegrepp. Vi tillater nu negativa vinklar, vinklar stérre
An 180" och Aven stérre An 360°. Sadanavinklar kan tolkas som riktnings Andring.

Vi kan nu generaliseraPythagoras sats fér en godtycklig triangel.
Sats 18 (Cosin ussatsen). | en triangel med sidolangder a, b och ¢ galler

?=a’+ b 2abcos® ;

ddr ° A storleken pa vinkeln, som sfar mot sidan c.

Bevis. Drag héjden mot sidan AC. Enligt Pythagoras far vi a®> = h? + a®cos® och darmed
c® = h?+ (bj acos®)? = h?+ a?cog° | 2abcos® + ¥ = a?+ b? | 2abcos°. Fallen dar

triangeln har en trubbig vinkel, lAmnas som dvning. a
B
©® @
©
© © A
©
©® ®On
C b A

Sats 19 (Sin ussatsen). | en triangel géller
sin® _ sin _ sin®

a b c

Bevis. Vi betraktar samma gur som fér cosirussatsen.Vi beraknar hgjden h pa tva st
och far dentill csin®= asin®. Vi delar nu hdger- och vAnsterledet med ac. o

Triangelns area Ar %absin °.

Vi visar nu Heronsformel. Satt s = (a+ b+ ¢)=2 (s star fér semiperimeter, halva omkretsen).

Sats 20. Arean fér en triangel med sidolAngder a, b och ¢ Ar lika med
p
s(si a)(si b(si ©):

Bevis. Obseneraatt si a= (a+ b+ ¢)=2j a= (j a+ b+ c)=2. DArmed far vi
16s(si a)(si D(si )= (a+ b+ (i a+ b+ c)(aj b+ c)(a+ bj c)=
(a+ b+ o(a+bi c(ci (ai B)(c+ (ai b) = ((a+ bH*i A(i (ai H?):

Nu anvAnder vi cosirussatsenoch far (a+ b2 2= a?+ 2ab+ P (a®+ P 2abcos®) =
2ab(1+ cos®) och ¢?i (aj b)%= 2abli cos®). Sa

16s(sj a)(si b)(sj ©) = 4a’P(1+ cos®)(1i cos®) = 4a?b’(1j cos°) = 4a’k’sin?° :

Pastaendet fdljer, eftersomtriangelns area Ar 3absin®. a
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11. Mer om cirk eln

En linje skér en cirkel in hdgst tv@a punkter. En linje somskér cirkeln barai en punkt P kallas
tangent i P.

Sats 21. En linje | Ar tangent till en cirkel i en punkt P om och endast | Ar vinkelr & mot
radien genom P.

Bevis. Antag att | Ar vinkelrdt mot radien och att | skdr cirkeln i ytterligare en punkt Q.
Lat M vara cirkelns medelpunkt. D@ & triangeln 4 PM Q likbent och &r darfér en triangel
med tv@a rata vinklar, som & omgjligt. Sa det nns bara en skdrningspunkt och linjen & en
tangert.

OmvAnt, antag att en tangernt | i punkten P gér en vinkel mot radien sominte Ar rat. L&t
M Q vara normalen mot | genomcirkelns medelpunkt M . Avsatt strAckan QR 2 QP pal pa
andra sidanom Q mot P. D& Ar sidovinkeln\ M QR kongruert med\ M QP, eftersomvinkeln
Ar rat. Sidan M Q A gemensam,& 4 MQP 2 4 MQR. DA 4ar MP = MR och R ligger pa
cirkeln, i motsats till att det bara nns en skérningspunkt. a

Lat P och Q vara tva ej diametrala punkter p& en cirkel med medelpunkt M . Vinkeln\ PM Q
i triangeln 4 PM Q kallas fér medelpunktsvinkel pa cirkeldagenP Q. Vinkeln\ PAQ, dar A
Ar en godtycklig punkt pa den andra cirkeldagen, kallas fér periferivinkel.

Sats 22 (P eriferivink elsatsen). Medepunktsvinkeln Ar dubbelt $a stor som en periferivin-
kel pa sammalfage.

B Q

Bevis. Drag diametern AB. Trianglarna 4 PM A och 4 QM A & likbenta, &6\ MPA 2
\ MAP och\ M QA 2\ MAQ. Yttervink eln\ PM B A summanav basvinklarna i triangeln
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4PMA, &8\ PMB = 2¢\ PAM . Pasammasitt & \ QM B = 2 ¢\ QAM . Addition av
vinklar gernu att \ PMQ = 2¢\ PAQ. Om M inte ligger i vinkelfaltet fér \ PAQ far man
resultatet pa liknande sAtt fast genomatt subtrahera istéllet for addera. o

SatsensomvAndning géller ocksa: antag att en punkt A ligger pa sammasida om PQ som
M och att vinkeln\ PAQ &r halften av medelpunktsvinkeln \ PM Q. D% nfaste A® ligga pa
cirkeln. Minst en av linjerna PA% QA% skér cirkeln en dang till i sammahalvplan. Lat A vara
den andra skérningspunkten av P A% med cirkeln. D% @r enligt periferivinkelsatsen\ PAQ
halva medelpunktsvinkeln och darmed kongruert med\ PAYQ. D% géller 4 PAQ 2 4 PANQ
och A och A®sammanfaller,d v s ACligger pa cirkeln.

Enligt var de nition @r envinkel alltid mindre An 180*. Beviset fér periferivink elsatsenfunge-
rar ocksa om P Q & en diameter och Avenom A ligger pa den stdrre cirkeldagen(da uppfattas
medelpunktsvinkeln som stérre An 180°). En periferivinkel & rdt om och endastom den star
pa en halv cirkelldage.

12. Speciella punkter i en triangel

Bisektrisen till en vinkel & den linje eller strale som delar vinkeln mitt itu. En punkt i
vinkelns fAlt ligger pa bisektrisen om och endast om punkten har samma avstand till bada
vinkelbenen(att bevisadetta |Amnassom uppgift). Avstandet mellan punkten P och linjen |
betedknas som d(P; 1) och &r lAngdenav strackan PQ, d&r Q Ar fotpunkt till normalen till |
genomP.

Sats 23. De tre bisektriserna i en triangel skAr varandra i en punkt.

Bevis. | triangeln 4 AB C dras bisektrisernattill vinklarna \ A och \ B. L4t M vara deras

skdrningspunkt. Att M ligger pa vinkeln \ A:s bisektris innebAr att d(M;AB) = d(M;AC).

Eftersom M ocksa ligger pa \ B:s bisektris géller Aven att d(M;BA) = d(M;BC). Men da

Ar d(M;CA) = d(M;CB) och ddrmed ligger M pa\ C:s bisektris. De tre bisektriserna skér

varandrai M. o
C

7

A B

Bisektrisernas skarningspunkt Ar medelpunkten fdr deni triangeln inskrivna cirkeln.
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Mittpunktsnormalen till en strAcka AB Ar normalen genom mittpunkten pa AB. Som
Bvning IAmnasatt visa att en punkt P ligger pa mittpunktsnormalen till strAdckan AB om och
endastom P ligger pa sammaavstand fran A och B.

Sats 24. De tre mittpunktsnormalerna i en triangel skdr varandra i en punkt.

Bevis. | triangeln 4 AB C dras mittpunktsnormalerna till sidorna AB och BC. Lat M vara
deras skarningspunkt. Att M ligger pa AB :s mittpunktsnormal innebdr att jM Aj = jM Bj.
Eftersom M ocksa ligger pa B C:s mittpunktsnormal galler Avenatt jM Bj = jM Cj. Men da Ar
iM Aj = jM Cj och darmedligger M pa AC :smittpunktsnormal. De tre mittpunktsnormalerna
skdr varandrai M. a

Mittpunktsnormalernas skarningspunkt &r medelpunktenfdr dentill triangeln omskrivna cir-
keln.

En median i en triangel & en strAdka som sammarbinder ett hdrn med mittpunkten pa
motstaendesida.

Sats 25. Medianerna till en triangel skdr varandra i en punkt.

Bevis. | triangeln 4 AB C dras medianernaAACoch BB® som skdr varandra i punkten M,
sant linjen BP%A° som sammarbinder mittpunkterna A° pa BC och B? pa AC. Triangeln

4 AB C & likformig med 4 BPA®C enligt 1:a likformighetsfallet. Detta medfér att BOAC Ar
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parallell med AB och att jABj:jB%Ag = 2:1.
C

BO AO

A B
DArfdr Ar alternatvinklarna \ A%AB och \ AA®BJika stora, liksom alternatvinklarna \ AB B°
och\ BBA% Sa4 ABM » 4 ABM . Da géller att jAM | : jAMj = jABj : jABY = 2: 1,
d v s medianengenom B skdr medianen AA®i punkten M som ligger pa avstandet %jAA(]

fran AC Pa sammasiit visasatt medianengenomC skdr medianenAA®i sammapunkt M
pa avstandet 3jAAG frin A% De tre medianernaskdr varandrai M. a

Fdljdsats 26. Medianerna delar varandra i fédrHallandet 2: 1.

Medianernas skérningspunkt kallas triangelns tyngdpunkt . Tyngdpunkten Ar lika med tri-
angelnstyngdpunkt i fysikalisk mening.

En hgjd i entriangel & en normal fran ett hérn till motstaendesida eller dessférlAngning

(ndr ligger hgjden utanfdr triangeln?).

Sats 27. De tre hdjderna i en triangel skdr varandra i en punkt.

BO C AO

CO

Bevis. Dra BYDZC parallell med AB genom C, CBP? parallell med BC genom A och AC?
parallell med CA genomB. DA & 4 ABC 2 4 A®CB eftersom\ ABC och \ BCA? &
alternatvinklar, liksom \ ACB och \ CBA® och strAckan BC A gemensam.Likadant &r
4 CB%A 2 4 ABC 2 4 BAC? Dra nu hgjden fran C. Den &r vinkelrdt mot ABC ty ABOAr
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parallell med AB . Eftersom jBCj = jABj = jCAY & héjden genomC ocksa mittpunktsnor-
mal pa BA° Héjdernai 4 AB C & mittpunktsnormalerna i 4 AB %CC°och skar darfér varandra
i en punkt. o

Konstruktionen av den inskrivna och omskrivna cirkeln "nns redan hos Euklides, men hgjder
och medianer inte. Att hdjderna skér varandra i en punkt visadesférst av Euler, liksom
fédljande resultat.

Sats 28. | en triangel ligger hgjdernas skArningspunk, tyngdpunkten och den omskivna cir-
kelns meddpunkt pfa en linje (den s k Eulerlinje).

C
H
T @]
1 |
A CO B

Bevis. Dra i triangeln 4 AB C hdjden mot AB och medianenCC°fran C och mittpunktsnor-
malen pa AB . Lt H vara skarningspunkten mellan hdjden och linjen OT genomtyngdpunk-
ten T och den omskrivna cirkelns medelpunkt O. D% & \ HCC?2 \ CCY (alternatvinklar)
och\ CTH 2\ OTC?(motsatta vinklar). Trianglarna4 CTH och 4 C°T O & likformiga med
jHTj:jOTj = jCTj:jTCY = 2: 1. Héjden fran C dar 2ledesgenomen bestdmd punkt (H)
pa linjen OT. De tv& andra hdjderna dar ocksa genomH, som & darmed hdjdernas skar-

ningspunkt. (Detta visar igen att hdjderna skar varandra i en punkt.)
o}
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