
Euk lidis k geometri

Geometri Äar en av de Äaldsta vetenskaperna. Mºangaresultat var redan bekanta i de egyptiska,
babyloniska och kinesiska kulturerna. SjÄalva ordet geometri kommer frºan grekiska och betyder
landmÄatning. Ursprungligen var geometrin en samling regler fÄor att lÄosa praktiska problem.
Det var fÄorst de gamla grekerna, med bl a Thales och Pythagoras, som gjorde geometrin
till en vetenskap pºa deduktiva grunder, dÄar pºastºaendenbevisasgenom logiska resonemang.
Kunskaperna samladesav Euklides i hans "Elementa".

Euklides var en grekisk matematiker utbildad vid den Platonska Akademieni Aten och verk-
sami Alexandria ca 300f Kr. Han publiceradesitt verk i 13 volymer somhuvudsakligenÄagnas
just ºat geometri, men ocksºa innehºaller °era aritmetiska resultat (t ex beviset att det ¯nns
oÄandligt mºanga primtal). Euklides fÄorsÄokte bygga upp en konsekvent deduktiv matematisk
teori { ett antal klara fÄorutsÄattningar om punkter, linjer och plan skulle kunna anvÄandassom
utgºangspunkt till att medhjÄalp av logiska resonemanghÄarledaolika egenskaper hosgeometris-
ka ¯gurer. DessafÄorutsÄattningar { den euklidiska geometrins"spelregler"{ kallas axiom eller
postulat och gÄaller sºa kallade primitiv a begrepp som punkter, linjer och plan samt vissa
enkla geometriska ¯gurer (som t ex strÄackor och cirklar). Med utgºangspunkt frºan axiomen
hÄarledde Euklides olika egenskaper hos geometriska ¯gurer.

Euklides bÄocker betraktades under °era hundra ºar som ett mÄonster fÄor hur vetenskapliga
teorier borde formas. De anvÄandes som skollÄarobÄocker sºa sent som i slutet av 1800{talet.
En noggrann och kritisk analys av Euklides text visade dºa pºa en del brister i hans teori
vars framstÄallning modi¯erades nºagot (av bl a David Hilb ert), men Euklides huvudid¶e lever
kvar { hela matematikensuppbyggnad fÄoljer sammadeduktiva principer som den euklidiska
geometrins.Det har skrivits tusentals lÄarobÄocker i geometri somunder en lºang tid var en av de
viktigaste delarna i skolmatematiken. Pºa 1960{talet fÄorsÄokte man moderniserapresentationen
av euklidisk geometri i skolan. Reformenvar inte fÄorberedd ordentligt vare sig nÄar det gÄallde
lÄampliga lÄarobÄocker eller lÄararnas fortbildning. Detta ledde till att den euklidiska geometrin
nÄastan fÄorsvann frºan kursplanerna. Men geometrin har kommit tillbak a. Geometrin Äar en
mycket viktig del av vºart vardagliga liv { en modell av geometriska former somvi ¯nner i vºar

LMA100, vt 06

1



2 Euklidisk geometri

omgivning. Kunskaper om enkla geometriska ¯gurer Äar lika viktiga som kunskaper om t ex
talsystem och mºaste betraktas som en mycket viktig del av allmÄanbildningen. Geometrin Äar
mycket mera intuitiv och lÄattare att fÄorstºa Äan t ex endel egenskaper hostalsystem. Man mºaste
dock medgeatt en strÄang uppbyggnad av euklidisk geometri Äar relativt komplicerad och att
det ¯nns mycket enklare exempel pºa matematiska teorier som ger en klarare uppfattning om
hur en axiomatisk teori fungerar. TyvÄarr fÄorpassadeseuklidisk geometri frºan skolmatematiken
nÄastan fullst Äandigt och ersattesdºa inte med nºagot annat somkunde tillgo dosebehovet av ett
bra exempel pºa hur man kan utveckla en riktig matematisk teori (en matematisk modell) fÄor
att studera vºar omgivning.

1. Euklides Elemen ta

Euklides bÄorjar fÄorsta boken av sina Elementa med 23 de¯nitioner. Vissa av dem skall ge
en visuell fÄorestÄallning hos lÄasarenav grundlÄaggandebegreppsom punkt och linje. Euklides
fÄorklarar att en punkt Äar nºagot som inte kan delas.En punkt Äar alltsºa en geometrisk atom.
Detta Äar kanske en tilltalande analogi, men har ingen abstrakt matematisk betydelse.Samma
sak gÄaller fÄor linje: en linje Äar en lÄangd utan bredd. En linjes Äandar Äar punkter. En rÄat linje
Äar en linje som ligger jÄamnt mellan punkterna pºa densamma.Ordet strÄacka fÄorekommer inte
hosEuklides, han talar om enbegrÄansadrÄat linje. Andra de¯nitioner har matematisk innehºall,
som anvÄands senare,t ex: en cirk el Äar en plan ¯gur, som inneslutes av en linje, sºa att alla
rÄata linjer, som frºan en viss punkt i ¯guren faller pºa den, Äar lika stora. Sista de¯nitionen Äar:
parallella rÄata linjer Äar rÄata linjer som, om de utdrags i bÄaggeriktningar, aldrig mÄots.

Efter de¯nitionerna fÄoljer grundsatserna,som indelas av Euklides i postulat, som Äar speci¯ka
fÄor geometrin, och allmÄanna grundsatser.Det ¯nns fem postulat:

1. Det fordras att man kan dra en rÄat linje frºan en punkt till en annan.

2. Att varje begrÄansadrÄat linje kan fÄorlÄangasobegrÄansat.

3. Att man kring varje punkt kan beskriva en cirkel med given radie.

4. Att alla rÄata vinklar Äar lika med varandra.

5. NÄar en rÄat linje skÄar tvºa rÄata linjer, och de bºada inre vinklarna pºa sammasida om den
skÄarande rÄata linjen Äar mindre Äan tvºa rÄata vinklar, sºa kommer de bºada rÄata linjerna,
om de fÄorlÄangasobegrÄansat, att skÄara varandra pºa den sida om den skÄaranderÄata linjen
som de tvºa inre vinklarna ligger.

De allmÄanna grundsatsernaÄar:

1. De, som Äar lika med ett och samma,Äar ocksºa lika med varandra.

2. Om lika adderastill lika, Äar de hela lika.
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3. Om lika subtraherasfrºan lika, Äar resterna lika.

4. De, som tÄacker varandra, Äar lika med varandra.

5. Det hela Äar stÄorre Äan delen.

DÄarefter utvecklar Euklides geometrin. Mºanga kÄanda resultat fÄorekommer redan i den fÄorsta
boken: t ex, att vinkelsumman i en triangel Äar 180± (I.32) och Pythagoras sats (I.47). Men
hela verket bestºar av tretton bÄocker, varav det sista handlar om de fem regelbundnaPlatonska
kroppar.

Stilen Äar en torr upprÄakning av propositioner och bevis, utan vidare fÄorklaringar. Bevisen
grundas pºa postulaten, grundsatsernaoch tidigare bevisadepropositioner. Som exempel ger
vi fÄorsta propositionen:

Prop osition I.1. Att pºa en given strÄacka konstruera en liksidig triangel.

Bevis. Lºat AB vara den givna strÄackan. Rita med medelpunkt A och radie AB cirkeln
B CD genom B (postulat 3), tag sedanB till medelpunkt och B A till radie och rita cirkeln
AC E (postulat 3). Frºan cirklarnas skÄarningspunkt C dra linjerna CA och CB (postulat
1). Eftersom punkten A Äar medelpunkt till cirkeln CDB Äar AC lika stor som AB (cirkelns
de¯nition). Igen, eftersom punkten B Äar medelpunkt till cirkeln CAE Äar B C lika stor som
B A (cirkelns de¯nition). SºaledesÄar CA och CB lika stora som en och samma strÄacka AB ,
varav fÄoljer att CA Äar lika stor som CB (grundsats 1). DÄarfÄor Äar de tre strÄackorna CA, AB
och B C lika stora. Alltsºa Äar triangeln AB C liksidig, och den har konstruerats pºa den givna
strÄackan AB .

PSfrag replacements

A B

C

D E

QEF

2. Parallellp ostulatet

Parallellpostulatet i Euklides fattning Äar krºangligt, i motsats till Äovriga postulat, sominnehºal-
ler enkla och sjÄalvklara geometriska antaganden. Dessutom undviker Euklides sºa lºangt som
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mÄojligt (till I.29) att anvÄanda det. Det fÄorvºanar dÄarfÄor inte att fÄorsÄoken att bevisa axiomet
Äar nÄastan sºa gamla som Euklides Elementa sjÄalva. I en svensk skolbok frºan 1800-talet (De
sex fÄorsta bÄockerna af Euclidis Elementa jÄamte planimetri och stereometri, utgifne av P.R.
Brakenhielm, ÄOrebro 1844) lÄaservi:

Detta axiom, som i sjelfva verket Äar en proposition, bevisas framdeles; dºa vi i stÄallet antage,
sºasom af sig sjelft klart, att

TvÄanne rÄata lineer, som skÄara hvarandra kunna ej bºada vara parallela med en och samma
tredje linea.

HÄar antas explicit ett annat axiom, som i sjÄalva verket Äar ekvivalent med parallellaxiomet.
Andra fÄoreslagna"bevis" visadesig innehºalla implicita antaganden, som ocksºa Äar ekvivalenta
med parallellaxiomet.

Det tog mer Äan 2000ºar innan nºagra matematiker (nÄastan samtidigt, och oberoendeav varand-
ra) fattade att alla fÄorsÄok missademºalet, eftersom mºalet inte alls fanns. Det gºar att bygga
en geometri (s k hyperbolisk geometri) pºa de fÄorsta fyra postulaten, dÄar det ¯nns oÄandligt
mºanga paralleller till varje linje. Det tog lºang tid innan detta fÄorstods och accepterades,ef-
tersom detta strider sºa uppenbarligen mot vºar geometriska intuition. Den fÄorsta upptÄackaren
var den stora tyska matematikern Carl Friedrich Gauss(1777-1855).Just fÄor att undvika alla
negativa reaktioner av enomgivning, sominte var mogenfÄor dessakunskaper, publiceradehan
ingenting om detta. De tvºa matematiker, som oberoendeav varandra skrev om icke-euklidisk
geometri, N.I. Lobatjevski (1793-1856)i Kazan i Ryssland, och den ungerska matematikern
J¶anosBolyai (1802-1860),¯c k i deraslivstid ingen uppskattning fÄor derasverk. Speciellt Bo-
lyais ÄodeÄar tragiskt. Fadern FarkasBolyai kÄandeGaussfrºan studietiden, och skickadehonom
J¶anos publikation. Gauss svarade: "att berÄomma arbetet betyder att berÄomma mig sjÄalv",
eftersomhan hade tÄankt ut sammasaker redan tidigare. J¶anostog det mycket illa.

Det drÄojde till 1860-talet innan bredare matematiska kretsar bÄorjade uppmÄarksamma och
fÄorstºa Lobatjevskis och Bolyais geniala prestationer. En viktig roll spelade att man kunde
tolka den hyperboliska geometrin inom den vanliga euklidiska geometrin. Vi betraktar en
cirkel med radie 1 i planet, och tar medelpunkten somorigo. Bara punkterna innanfÄor cirkeln
tillh Äor det hyperboliska planet. Den delen av en euklidisk linje som ligger inom cirkeln, alltsºa
en korda utan sina Äandpunkter, Äar en hyperbolisk linje. Vad som skiljer sig Äar avstºandet |
den hyperboliska linjen skall vara oÄandligt lºang. Vi ger inte den allmÄanna formeln, men nÄojer
ossmed att den hyperboliska radien fÄor en cirkel med medelpunkt origo och euklidisk radie
r Äar 1

2 ln 1+ r
1¡ r . Tvºa strÄackor Äar kongruenta om de Äar lika lºanga. Man kan visa att alla axiom

gÄaller med undantag av parallellaxiomet. Figuren visar att det ¯nns °er Äan en parallell genom
en punkt. Alla linjer genom P mellan de tvºa som skÄar l pºa randcirkeln (dvs utanfÄor det
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hyperboliska planet) Äar parallella med l.
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UpptÄackten av de nya geometriernahar lett till en omvÄardering av matematikens roll. Geo-
metrin Äar inte en avbild av verkligheten, men tillh ºaller olika teorier, och fÄor att beskriva
verkligheten vÄaljer man den som passarbÄast. Dessateorier byggs strÄangt logiskt upp, utan
hÄansyn till omvÄarlden. Man mºaste utgºa frºan vissa primitiv a begrepp.Alla relationer mellan
begreppen mºaste reglerasgenomaxiom. Vi fºar inte lºata ossledasav vara intuitiv a fÄorestÄall-
ningar. Som Hilb ert nºagon gºang uttryc kte det: Man mºaste alltid kunna sÄaga "bord, stolar,
Äolsejdlar" i stÄallet fÄor "punkter, linjer, plan". Ett av Hilb erts axiom lyder med dessaord:

Av tre bord vid en stol stºar precis ett mellan de tvºa andra.

Detta lºater inte alls sºa sjÄalvklart som

Av tre punkter pºa en linje ligger precis en mellan de tvºa andra.

Men naturligtvis skall den axiomatiskt uppbyggdageometrin kunna anvÄandasfÄor att beskriva
omvÄarlden. DÄarfÄor skall den ÄoverensstÄamma med vºar intuition, som ocksºa ger ledtrºadar vilka
satsersomkan vara sanna.Vi fortsÄatter alltsºa att tala om punkter, linjer och plan. Det skulle
ta fÄor lºang tid att ge en konsekvent axiomatisk framstÄallning, och dÄarfÄor utelÄamnar vi alla
axiom, vilka som exemplet ovan handlar om relativa positioner, och ger bara de axiom som
motsvarar Euklides postulat.

3. Axiom och primitiv a begrepp

Vi utgºar frºan de primitiv a begreppen punkt (som vi betecknar med stora bokstÄaver) och
linje (smºa bokstÄaver). Man sammanbinder punkter och linjer med begreppet incidens: om
en punkt P Äar incident med en linje l , sÄager vi att P ligger pºa l , eller att l gºar genomP. En
punkt P kan ligga mellan punkter A och B .
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Axiom 1. Genom tvºa olika punkter gºar precis en linje .

Sats 1. Tvºa olika linjer har hÄogst en gemensam punkt.

Bevis. Antag att de tvºa olika punkterna A och B ligger pºa tvºa olika linjer l och m. Enligt
Axiom 1 ¯nns det bara en linje genom A och B , sºa l och m sammanfaller och Äar inte olika
linjer. ¤

Om tvºa linjer har en gemensampunkt kallas den fÄor linjernas skÄarningspunkt. Tvºa olika linjer
Äar parallella om de inte skÄar varandra.

Lºat A och B vara tvºa punkter pºa en linje l . MÄangdenav alla punkter pºa l somligger mellan A
och B (inklusiv e A och B sjÄalva) kallas str Äackan AB , och A och B Äar strÄackans Äandpunkter.
Tvºa strÄackor Äar lika om de Äar samma mÄangd. Vi skiljer alltsºa inte mellan strÄackorna AB
och B A. MÄangdenav alla punkter pºa l som ligger pºa sammasida om A (inklusiv e A) kallas
en strºale frºan (eller med utgºangspunkt i) A. Punkten A delar linjen i tvºa motsatta strºalar.
Den som innehºaller punkten B kallas strºalen

¡¡!
AB . Om en tredje punkt C ligger pºa

¡¡!
AB , sºa

Äar
¡¡!
AB =

¡ !
AC . Vi kan ocksºa skriva ~l om utgºangspunkten och riktning framgºar frºan texten.

En korrekt beteckning fÄor linjen genom A och B Äar
Ã!
AB , men vi fÄoljer traditionen och talar

om linjen AB . Att vi anvÄander samma beteckning fÄor en strÄacka som fÄor en linje kommer
fÄorhoppningsvis inte orsaka oklarheter.

Det ¯nns en relation mellan strÄackor som betecknas med ordet kongruen t . Vi skriver AB »=
CD. Vi sÄager ocksºa att strÄackorna ar lika stora. Vi kommer att infÄora ett lÄangdmºatt fÄor
strÄackor, och strÄackan AB :s lÄangd betecknas som jAB j. Vi har dºa att AB »= CD om och
endast om jAB j = jCD j. Detta visar att kongruensÄar en ekvivalensrelation (i sjÄalva verket
ingºar pºastºaendet i de utelÄamnadeaxiomen).

Axiom 2. Givet en strÄacka AB och en strºale frºan en punkt C sºa ¯nns det en unik punkt D
pºa strºalen sºadan att strÄackan CD Äar kongruent med strÄackan AB .

½
½

½
½

½½

r
r r

r

A

B

C
D

En vink el de¯nieras somett par strºalar medsammautgºangspunkt. Strºalarna kallasvinkelben,
och utgºangspunkten vinkelns spets. Lºat alltsºa ~l och ~m vara tvºa (ej motsatta) strºalar med
samma utgºangspunkt. Strºalen ~l ligger pºa linjen l , och ~m pºa m. Linjen l delar planet i tvºa
halvplan, och strºalen ~m ligger i ett av dem; likadant ligger ~l i ett av de av m bestÄamda
halvplanen. Alla punkter, som samtidigt ligger pºa samma sida om l som ~m och pºa samma
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sida om m som~l, bildar vinkelns vink elf Äalt .
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Vi betecknar vinkeln med \ (~l ; ~m), eller om strºalarna Äar
¡¡!
AB och

¡ !
AC , med \ B AC . Om det inte

kan uppstºa missfÄorstºand, skriver man ibland \ A. Enligt vºar de¯nition Äar \ B AC = \ CAB .

Ocksºa vinklar kan vara kongruenta, med beteckning \ B AC »= \ A0B 0C0. Vi sÄager dºa att
vinklarna Äar lika stora. Sommºatt pºa vinkelnsstorlek skall vi anvÄanda vanliga grader. T ex Äar
storleken av en rÄat vinkel 90±. Vi skriver (\ A)± fÄor storleken av vinkeln \ A.

Axiom 3. Givet en vinkel \ B AC och en strºale
¡¡!
DE sºa existerar det en unik strºale

¡¡!
DF pºa

en given sida om linjen DE sºadan att \ EDF »= \ B AC .

Tre punkter A, B , C, som inte ligger pºa en och samma linje, bildar en triangel . De givna
punkterna kallas triangelns hÄorn, och strÄackorna mellan hÄornen kallas triangelns sidor. Vi
betecknar triangeln med 4 AB C. Trianglar Äar kongruenta, om de har sammaform och storlek,
sºa att de tÄacker varandra, nÄar den ena lÄaggspºa den andra. Att lÄaggaen triangel pºa en annan
anvÄander Euklides i beviset fÄor fÄorsta kongruensfallet (I.4), men inte pºa andra stÄallen. Han
gillar tydligen inte argumentet, men anvÄander det i brist pºa bÄattre. I sjÄalva verket har vi hÄar
en grundlÄaggandeegenskap av det euklidiska rummet: ett fÄoremºals form och storlek Äandras
inte om man fÄor°yttar det. I mºanga framstÄallningar tas detta som axiom. I Euklides ande
till ºater vi inte rÄorelsei geometri, men tar i stÄallet helt enkelt propositionen som axiom.

Axiom 4. Om i tvºa trianglar 4 AB C och 4 A0B 0C0 gÄaller att AB »= A0B 0, AC »= A0C0 och
\ A »= \ A0, sºa Äar ocksºa B C »= B 0C, \ B »= \ B 0 och \ C »= \ C0.

Parallellaxiomet formuleras vanligtvis pºa fÄoljande sÄatt.

Axiom 5. Genom en punkt utanfÄor en given linje gºar precis en linje parallel l med den givna.

FÄor att de¯niera lÄangd behÄover vi en godtycklig strÄacka PQ som enhetstrÄacka. Vi fºar en
lÄangdskala om vi avtalar att kongruenta strÄackor har samma lÄangd och att om B ligger pºa
strÄackan AC , d v s B ligger mellan A och C, sºa Äar jAB j + jB Cj = jAC j.
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Axiom 6. (FullstÄandighetsaxiomet) Lºat AB vara enhetstrÄackan pºa en strºale
¡¡!
AB . Dºa Äar

strºalen i bijektion med de icke-negativa reella talen pºa sºadant sÄatt att talet som motsvarar en
punkt C Äar lÄangden jAC j.

Detta axiom saknashelt och hºallet i Euklides, menatt det behÄovs,synspºa fÄoljande sÄatt. Vi kan
infÄora kartesiska koordinater i planet. Vi uppfyller alla axiom utom fullst Äandighetsaxiomet,
om vi bara till ºater rationella tal somkoordinater. Men dºa skÄar cirklarna i Euklides Proposition
I.1 varandra inte: med A som origo och jAB j = 2 Äar C punkten med koordinater (1;

p
3).

4. Kongruens av trianglar

Tvºa trianglar 4 AB C och 4 A0B 0C0 kallas kongruenta, om motsvarande sidor och vinklar Äar
kongruenta:

jB Cj = jB 0C0j ; jAC j = jA0C0j ; jAB j = jA0B 0j ;
\ A »= \ A0 ; \ B »= \ B 0 ; \ C »= \ C0 :

I beteckningen 4 AB C »= 4 A0B 0C0 ingºar att hÄornet A motsvarar A0, B motsvarar B 0 och C
motsvarar C0. De¯nitionen innehºaller sex villk or, men det rÄacker med att tre av dem (i vissa
kombinationer) Äar uppfyllda.

Sats 2 (F Äorsta kongruensfallet). Trianglar, som ÄoverensstÄammer i tvºa sidor och mellan-
liggande vinkel, Äar kongruenta.
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Om jAB j = jA0B 0j, jAC j = jA0C0j och \ A »= \ A0, sºa Äar 4 AB C »= 4 A0B 0C0.

Sats 3 (Andra kongruensfallet). Trianglar, som ÄoverensstÄammer i alla tre sidorna, Äar
kongruenta.
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Om jAB j = jA0B 0j, jAC j = jA0C0j och jB Cj = jB 0C0j, sºa Äar 4 AB C »= 4 A0B 0C0.



Kongruens av trianglar 9

Sats 4 (T redje kongruensfallet). Trianglar, som ÄoverensstÄammer i tvºa vinklar och en si-
da, Äar kongruenta.
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Om jAB j = jA0B 0j, \ A »= \ A0 och \ B »= \ B 0, sºa Äar 4 AB C »= 4 A0B 0C0.
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Om jAB j = jA0B 0j, \ A »= \ A0, och \ C »= \ C0, sºa Äar 4 AB C »= 4 A0B 0C0.

FÄor att lÄattare komma ihºag kongruensfallenbenÄamns de ocksºa efter villk oren. Det fÄorsta Äar
fallet `SVS' (sida{vink el{sida), det andra `SSS'och det tredje `VSV', respektive `SVV'.

Det fÄorsta kongruensfalletgÄaller enligt axiom 4. De Äovriga kan nu visas.

Bevis fÄor tredje kongruensfallet. Antag fÄorst att jAB j = jA0B 0j, \ A »= \ A0 och \ B »=
\ B 0. Vi vill visa att jAC j = jA0C0j; dºa Äar 4 AB C »= 4 A0B 0C0 enligt fÄorsta kongruensfallet
(Axiom 4). Vi gÄor ett motsÄagelsebevis. Antag att AC Äar lÄangre Äan A0C0. Lºat D vara punkten
pºa AC sºadan att jAD j = jA0C0j (enligt Axiom 2).
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Nu Äar 4 AB D »= 4 A0B 0C0 (SVS), sºa \ AB D »= \ A0B 0C0. Enligt antagande Äar \ AB C »=
\ A0B 0C0, som medfÄor att \ AB D »= \ AB C. Men enligt Axiom 3 ¯nns det bara en strºale pºa
C:s sida om linjen AB med den givna vinkeln, sºa

¡¡!
B D och

¡¡!
B C sammanfalleroch punkten D

Äar sammasom punkten C, i motsats till antagandet att jAC j > jA0C0j = jAD j.

Fallet SVV bevisaslÄattast med en sats, som vi visar senare(utan att anvÄanda fallet SVV),
att vinkelsumman i en triangel Äar 180±: om man kÄanner tvºa vinklar, sºa kÄanner man ocksºa
den tredje vinkeln. Dºa anvÄander vi det just bevisadefallet VSV. Satsenom vinkelsumman
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beror pºa parallellaxiomet. Utan parallellaxiomet kan vi resonerapºa fÄoljande sÄatt. SÄatt av AD
som fÄorut. Vi fºar nu \ AD B »= \ AC B . Enligt en annan sats, som visassenare,om likb elÄagna
vinklar, Äar nu linjerna DB och CB parallella, i motsats till att de bºada gºar genompunkten
B . DÄarfÄor Äar punkten D Äar sammasom punkten C. ¤

En likb ent triangel Äar en triangel med tvºa lika lºanga sidor. Den tredje sidan kallas fÄor bas,
en beteckning som passartill fÄoljande sÄatt att rita en likb ent triangel.

¢
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¢
¢¢
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A

A
A

A
A

A
AA

A B

C

Sats 5 (Basvink elsatsen). Om tvºa sidor i en triangel Äar lika lºanga, sºa Äar motstºaende
vinklar lika stora.

Bevis. Antag att jAC j = jB Cj i triangeln 4 AB C. Dºa Äar triangeln 4 AB C kongruent med
triangeln 4 B AC , eftersom jAC j = jB Cj, \ C = \ C och jB Cj = jAC j (SVS). Detta ger att
\ A »= \ B . ¤

Som Äovning lÄamnasatt visa omvÄandningen med hjÄalp av tredje kongruensfallet:

Sats 6. Om i en triangel tvºa vinklar Äar lika stora, sºa Äar motstºaende sidor lika stora.

Av dessasatserfÄoljer att i en triangel gÄaller att alla sidor Äar lika lºangaom och endastom alla
vinklar Äar lika stora. En sºadan triangel kallas liksidig .

Bevis (SSS). Lºat 4 AB C och 4 A0B 0C0 ha lika stora sidor. Vi konstruerar med bas AB en
triangel 4 AB D som Äar kongruent med 4 A0B 0C0. Vi sÄatter av vinkeln \ B AD »= \ B 0A0C0

pºa andra sidan om linjen AB mot punkten C (Axiom 3) och vÄaljer pºa vinkelbenet punkten
D med jAD j = jA0C0j (Axiom 2). Dºa Äar enligt SVS (Axiom 4) 4 AB D »= 4 A0B 0C0. Vi drar
linjen DC.

Det ¯nns nu olika fall, beroendepºa existensenav en skÄarningspunkt fÄor strÄackorna AB och
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CD (se ¯gur; fallet dÄar CD gºar genomB Äar enkelt, och lÄamnasºat lÄasaren).
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Triangeln 4 AC D Äar likb ent, eftersom jAC j = jA0C0j = jAD j. DÄarfÄor Äar \ AC D »= \ AD C
(basvinkelsatsen). ÄAven 4 B CD Äar likb ent, eftersom jB Cj = jB 0C0j och jB 0C0j = jB D j
(4 AB D »= 4 A0B 0C0). Sºa \ B CD »= \ B DC. I den fÄorsta ¯guren Äar vinkeln \ AC B sum-
man av vinklarna \ AC D och \ B CD, och vinkeln \ AD B summan av vinklarna \ AD C och
\ B DC, medan i den andra Äar vinklarna skillnaden. I bºada fallen fÄoljer att \ AC B »= \ AD B .
Med fÄorsta kongruensfallet fºar vi nu att 4 AB C »= 4 AB D »= 4 A0B 0C0. ¤

LÄagg mÄarke till att SSV inte Äar ett kongruensfall.

5. Vinklar

Om tvºa linjer AB och CD skÄar varandra i en punkt P, uppstºar fyra vinklar. Ett par av dessa
som inte har nºagot gemensamt vinkelben kallas vertik alvinklar eller motsatta vinklar .
I ¯guren Äar \ AP C och \ DPB motsatta vinklar. Vinklar med gemensamt vinkelben, som
\ AP C och \ CPB , Äar sidovinklar . Motsatta vinklar Äar lika stora eftersomde har gemensam
sidovinkel.

© © © © © © © © © © © ©H H H H H H H H H H H H

P

A

B C

D

En vinkel som Äar kongruent med sin sidovinkel kallas r Äat . En vinkel som Äar mindre Äan rÄat
kallas spetsig , och en som Äar stÄorre kallas trubbig .

En linje somskÄar tvºa Äovriga linjer kallas en transv ersal till dessa.Tvºa vinklar, en vid vardera
av de tvºa linjerna, kallas likb elÄagna, om de ligger pºa sammasida om transversalen,och pºa
samma sida om respektive linje, i ¯guren t ex \ AP F och \ CQF . Den ena vinkeln ligger
helt i den andras vinkelfÄalt. Om vi ersÄatter en av vinklarna med dessmotsatta vinkel fºar vi
alternatvinklar . Tvºa vinklar Äar alternatvinklar om derasvinkelfÄalt Äar disjunkta, i ¯guren t
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ex \ AP Q och \ PQD .

( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( (

h h h h h h h h h h h h
P

Q

E

F

A

D

C

B

Sats 7. Om tvºa alternatvinklar Äar lika stora, sºa Äar linjerna parallel la.

PSfrag replacements
A

B

CD

Bevis. Lºat alternatvinklarna \ AB C och \ B AD vara lika stora, men antag att linjerna skÄar
varandra i punkten C (se ¯gur; vi skall visa att detta Äar omÄojligt | det gºar inte att rita en
¯gur utan att fuska). SÄatt av punkten D pºa linjen AC pºa andra sidan om A mot C, sºadan att
jAD j = jB Cj, och dra B D. Dºa Äar 4 AB C »= 4 B AD , ty jAD j = jB Cj, \ AB C »= \ B AD och
strÄackan AB Äar gemensam.Detta ger att \ B AC »= \ AB D. Vinklarna \ AB C och \ AB D
tillsammans Äar lika stora som \ B AD och \ B AC tillsammans, nÄamligen 180±. Detta betyder
att D ligger pºa linjen B C. Genom D och C gºar alltsºa tvºa olika linjer, vilk et Äar omÄojligt.
DÄarfÄor existerar inte nºagon skÄarningspunkt. ¤

Sats 8. Om tvºa parallel la linjer skÄars av en tredje linje , sºa Äar alternatvinklarna lika stora.

Bevis. Lºat l och m vara parallella linjer och lºat P vara m:s skÄarningspunkt med transversalen.
Dra en linje m0 genomP sºadan att alternatvinklarna Äar lika. Enligt den fÄoregºaendesatsenÄar
m0 parallell med l. Enligt parallellaxiomet ¯nns det bara en parallell genomP, sºa m och m0

sammanfaller, och alternatvinklarna fÄor l och m Äar lika stora. ¤

FÄoljdsats 9. Tvºa linjer Äar parallel la om och endast om likbelÄagna vinklar vid skÄarning med
en tredje linje Äar lika stora.

Sats 10. Vinkelsumman i en triangel Äar 180±.
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Bevis. Dra en linje DE genomhÄornet C parallell med basenAB i triangeln 4 AB C. Alter-
natvinklarna \ AB C och \ B CE Äar lika stora, liksom alternatvinklarna \ B AC och \ AC D.
Vinkelsumman Äar dÄarmed lika stor som summan av vinklarna \ DCA, \ AC B och \ B CE,
som Äar 180±. ¤

En yttervink el till en triangel Äar en sidovinkel till en av de vinklarna i triangeln.

FÄoljdsats 11 (Yttervink elsatsen). En yttervinkel til l en triangel Äar lika med summan av
de motstºaende innervinklarna.

Bevis. Sidovinkeln vid B Äar lika stor somalternatvink el \ B CD, som Äar summanav \ C och
\ A. ¤

6. Konstruktioner med passare och linjal

MÄangdenav alla punkter P, somhar sammaavstºand till en given punkt M , kallas fÄor cirk el;
M Äar medelpunkten , och varje strÄacka M P Äar en radie . Man sÄagerocksºa radie fÄor strÄackans
lÄangd.

En cirkel med medelpunkt M och radie M P ritas med en passare.Att kunna gÄora detta Äar
Euklides' tredje postulat, medan det fÄorsta postulatet verkstÄallas med en ograderad linjal. I
princip ska man anvÄanda en kollapsandepassare,somslºar ihop nÄar den lÄamnar pappret, men
man fºar samma konstruktioner som med en vanlig, styv passare,som behºaller utslaget nÄar
den lyfts upp ur pappret. Den intresseradelÄasarenkan hitta bevisethosEuklides, Proposition
I.2.

Vi tittar nu pºa nºagra konstruktionsuppgifter. Man skall inte bara angekonstruktionen, men
ocksºa visa att den verkligen lÄoserproblemet.

Problem 1. Givet en vinkel \ B AC och en strºale
¡¡!
DE, konstruera pºa en given sida av linjen

DE en vinkel \ EDF som Äar kongruent med den givna vinkeln \ B AC .

Konstruktion. Dra en cirkel om A, somskÄar strºalen
¡¡!
AB i B 0 och

¡ !
AC i C0. Dra en halvcirkel

om D pºa den givna sidan av linjen DE med radie jAB 0j och lºat E 0vara skÄarningspunkten med
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strºalen
¡¡!
DE. BestÄam nu skÄarningspunkten F av cirkeln om D med cirkeln med medelpunkt

E 0 och radie jB 0C0j. Dra strºalen
¡¡!
DF .

#
#

#
#

##

A B
B 0

C
C0

D

E

E 0
F

Vinkeln EDF Äar densÄokta vinkeln. Trianglarna 4 AB 0C0och 4 DE 0F Äar likb enta medjAB 0j =
jAC 0j = jDE 0j = jDF j enligt konstruktion. Vidare Äar jB 0C0j = jE 0F j, sºa 4 AB 0C0 »= 4 DE 0F
(SSS).Detta ger att \ B AC »= \ EDF . ¤

Problem 2. Att dela en strÄacka mitt itu.

PSfrag replacements
A B

C

M

D

Konstruktion. Lºat AB vara den givna strÄackan. Dra cirklarna med medelpunkt A, radie
AB och med medelpunkt B , radie B A. Dessatvºa cirklar skÄar varandra i punkterna C och
D (fÄor att visa detta behÄovs axiom 6). Dra nu CD, som skÄar AB i punkten M . Trianglarna
4 AB C och 4 AB D Äar liksidiga. Trianglarna 4 B CD och 4 AC D Äar nu kongruenta enligt SSS.
DÄarmed Äar \ B CD »= \ AC D. Enligt SVS Äar 4 B CM »= 4 AC M . DÄarfÄor Äar M mittpunkten
pºa AB . Vidare Äar vinkeln \ AM C kongruent med sidovinkeln \ B M C, och dÄarmed rÄat. Linjen
M C Äar mittpunktsnormal . ¤

Problem 3. Givet en linje l och en punkt P, konstruera en linje genom P som Äar vinkelrÄat
mot l ; en sºadan linje kallas normal .

Konstruktion Lºat Q vara en punkt pºa andra sidan om l mot P. Dra cirkeln med medel-
punkt P och radie PQ. Cirkeln skÄar l i tvºa punkter A och B . Mittpunktsnormalen till AB ,
konstruerad som ovan, Äar den sÄokta linjen. ¤
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7. Area

Varje mºanghÄorning M i planet har en area, som betecknas med A(M ). Det Äar inte helt lÄatt
att de¯niera arean, speciellt om man vill utvidga begreppet och kunna berÄakna arean fÄor
mera komplicerade ¯gurer, som cirkel och ellips. Vi bara skissar de¯nitionen hÄar. Vi bÄorjar
med ett rÄatvinkligt koordinatsystem, och betraktar koordinatgittret (dÄar avstºandet mellan
linjerna Äar enhetslÄangden). Sen rÄaknar vi antalet rutor som ligger helt inom ¯guren. Detta
ger ett heltal, som inte Äoverstiger arean. Vi fºar en Äovre uppskattning fÄor arean, genom att
rÄakna antalet rutor som behÄovs fÄor att tÄacka ¯guren. Sen fÄor¯nar vi gittret genom att dela
enhetsstrÄackan i 10 delar. En enhetsruta delasupp i 100mindre rutor. Vi rÄaknar igen antalet
rutor inom ¯guren, och delar det med 100. Vi fortsÄatter med att dela upp. I varje steg fºar
vi tvºa decimaler mer fÄor den undre och Äovre uppskattningen. Om bºada uppskattningarna ger
sammatal, har vi hittat arean. Exemplet med cirkeln visar att man behÄover oÄandligt mºanga
rutor, som blir mindre och mindre. Detta gÄaller redan fÄor en snedstÄalld kvadrat.

Det Äar klart att fÄoljande gÄaller:

A1. Om vi delar upp en ¯gur i mindre ¯gurer, sºa Äar ¯gurens area lika med summan av
del¯g urernas areor.

Det Äar mindre klart att vºar de¯nition Äar oberoende av valet av koordinatsystem. Antag att
vi har ett annat koordinatsystem. Vi °ytter det fÄorst horisontellt och senvertikalt tills origo
sammanfallermed origo i det ursprungliga systemet.Dºa Äandrasareor inte; inte heller om man
speglar i x-axeln. Det ºaterstºar att sevad som hÄander under en vridning.

Som ¯guren visar fºar man en axelparallell rektangel genom att translatera (parallellt med
axlarna) lÄampliga trianglar, alltsºa utan att Äandra den totala arean.

Tvºa ¯gurer Äar kongruenta om och endast om man kan ÄoverfÄora den ena i den andra genom
en kombination av translationer, rotationer och speglingar. DÄarfÄor gÄaller

A2. Kongruenta ¯gurer har samma area.

Arean av en rektangel vars sidor har lÄangderna a och b Äar ab. En hÄojd i en triangel Äar en
normal genomett hÄorn till motstºaendesida, eller dessfÄorlÄangning (sidan kallas dºa fÄor basen).
Arean av en triangel Äar 1

2hb, dÄar h Äar (lÄangden av) hÄojden och b (lÄangden av) basen. FÄor
beviset hÄanvisas till Äovningarna.
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8. Likformighet

Tvºa trianglar Äar kongruenta om de har sammaform och storlek. Om de bara har sammaform,
men inte nÄodvÄandigtvis samma storlek, kallas de fÄor likformiga. Den exakta de¯nitionen Äar:
tvºa trianglar 4 AB C och 4 A0B 0C0 Äar likformiga , vilk et betecknas med 4 AB C » 4 A0B 0C0,
om

jAB j
jA0B 0j

=
jAC j
jA0C0j

=
jB Cj
jB 0C0j

;

\ A »= \ A0; \ B »= \ B 0; \ C »= \ C0:
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FÄorhºallandet mellan sidorna kallas likformighetsskalan, eller lÄangdskalan. Precis som fÄor kon-
gruensrÄacker det att vissavillk or Äar uppfyllda. Motsvarandede tre kongruensfallenhar vi tre
likformighetsfall:

Sats 12 (F Äorsta likformighetsfallet) (SVS). Om tvºa sidor i en triangel Äar proportionella
mot tvºa sidor i en annan triangel och mellanliggande vinklar Äar lika stora, sºa Äar trianglarna
likformiga. Om jAB j

jA 0B 0j = jAC j
jA 0C0j och \ A »= \ A0, sºa Äar 4 AB C » 4 A0B 0C0.

Sats 13 (Andra likformighetsfallet) (SSS). Om sidorna i en triangel Äar proportionella
mot sidorna i en annan triangel, sºa Äar trianglarna likformiga. Om jAB j

jA 0B 0j = jAC j
jA 0C0j = jB Cj

jB 0C0j , sºa
Äar 4 AB C » 4 A0B 0C0.

Sats 14 (T redje likformighetsfallet) (VVV). Om tvºa vinklar i en triangel Äar lika stora
som motsvarande vinklar i en annan triangel, sºa Äar trianglarna likformiga. Om \ A »= \ A0

och \ B »= \ B 0, sºa Äar 4 AB C » 4 A0B 0C0.

FÄor att bevisa dessaskall vi fÄorst studera ett ofta fÄorekommande fall av likformighet, som
uppstºar nÄar en linje parallell med baseni en triangel skÄar av en topptriangel .
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Sats 15 (T opptriangelsatsen). Varje topptriangel i en triangel 4 AB C Äar likformig med
triangeln 4 AB C.

Bevis. Lºat 4 DEC vara en topptriangel i 4 AB C. Eftersom likb elÄagnavinklar vid parallella
linjer Äar lika stora, Äar motsvarande vinklar i de bºada trianglarna kongruenta. Vi mºaste visa
att vi har sammalÄangdskala fÄor alla tre paren av sidor.
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Vi drar diagonalernaAE och B D. Trianglarna 4 AC E och 4 DCE har sidan CE gemensam,
sºa de har sammahÄojd genomE mot baslinjen AC . DÄarfÄor Äar fÄorhºallandet mellan areorna lika
med fÄorhºallandet mellan baserna:

jAC j
jDCj

=
A(4 AC E)
A(4 DCE)

:

Pºa sammasÄatt Äar
jB Cj
jECj

=
A(4 B CD)
A(4 ECD)

;

eftersom trianglarna 4 B CD och 4 ECD har sammahÄojd genomD mot baslinjen B C. Tri-
anglarna 4 AB E och 4 AB D har sammabasoch sammahÄojd (avstºandet mellan de parallella
linjerna AB och DE), sºa de har samma area. Vi fºar 4 AC E genom att ta bort 4 AB E
frºan den stora triangeln 4 AB C, och 4 B CD genom att ta bort 4 AB D frºan 4 AB C, sºa
A(4 AC E) = A(4 B CD). DÄarmed Äar

jAC j
jDCj

=
A(4 AC E)
A(4 DCE)

=
A(4 B CD)
A(4 DCE)

=
jB Cj
jECj

:

Vi vill nu visa att detta fÄorhºallande Äar ocksºa lika med jAB j=jDE j. Det sista fÄorhºallandet Äar
A(4 AB E)=A(4 DEB ) eftersomtrianglarna 4 AB E och 4 DEB har sammahÄojd (avstºandet
mellan de parallella linjerna AB och DE). Vi betraktar nu bºada trianglarna som trianglar
med bas B E. Triangeln 4 CEA har sidan AE gemensammed 4 AB E, sºa

jEB j
jCE j

=
A(4 AB E)
A(4 CEA)

:

Pºa sammasÄatt Äar
jEB j
jCE j

=
A(4 DEB )
A(4 DEC)

:
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Vi har genomatt multiplicera och dela att

A (4 AB E)
A(4 CEA)

=
A(4 DEB )
A(4 DEC)

( )
A (4 AB E)
A(4 DEB )

=
A(4 CEA)
A(4 DEC)

:

Men det sista fÄorhºallandet kÄanner vi till. Sºa
jAB j
jDE j

=
A(4 AB E)
A(4 DEB )

=
A(4 CEA)
A(4 DEC)

=
jAC j
jDCj

:

¤

Bevis fÄor likformighetsfallen. Lºat 4 AB C och 4 A0B 0C0 vara givna, och antag att jAB j >
jA0B 0j. Vi vÄaljer punkten D pºa AB sºa att jAD j = jA0B 0j och drar DE parallell med B C.
Topptriangeln 4 AD E Äar nu likformig med 4 AB C. FÄor att visa att 4 AB C » 4 A0B 0C0

rÄacker det nu att visa att 4 AD E Äar kongruent med 4 A0B 0C0.
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I fallet SVS vet vi att jA0C0j = jA0B 0j ¢jAC j=jAB j = jAD j ¢jAC j=jAB j = jAE j, eftersom
jAD j = jA0B 0j och 4 AD E » 4 AB C. Eftersom vinklen \ A Äar gemensam,Äar trianglarna
4 AD E och 4 A0B 0C0 kongruenta.

I fallet SSSfºar vi med samma resonemangatt motsvarande sidor i trianglarna 4 AD E och
4 A0B 0C0 Äar lika stora, och vi till Äampar andra kongruensfallet.

I fallet VVV har vi vinkeln \ A Äar gemensam,jAD j = jA0B 0j och \ AD E = \ B = \ B 0, sºa
kongruensfÄoljer av tredje kongruensfallet. ¤

Bisektrisen till en vinkel Äar den strºale som delar vinkeln mitt itu.

Sats 16 (Bisektrissatsen). Bisektrisen til l en vinkel i en triangel delar motstºaende sida i
delar som Äar proportionella mot de Äovriga sidorna.
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SatsensÄageratt jAD j
jB D j = jAC j

jB Cj . Sidorna fÄorekommer i trianglarna 4 AC D och 4 B CD, somhar
samma toppvinkel. Men trianglarna Äar inte likformiga. Vi har hÄar ett exempel att SSV inte
Äar ett likformighetsfall.

Bevis. Lºat CD vara bisektrisen. Antag att vinkel \ CDB Äar spetsig. Lºat E vara punkten
pºa CD sºadan att 4 DB E Äar likb ent. Dºa Äar \ DEB »= \ EDB och detsamma gÄaller for
sidovinklarna: \ B EC »= \ AD C. Dºa Äar 4 AC D » 4 B CE och jAC j

jB Cj = jAD j
jB E j = jAD j

jB D j . ¤

9. Pythagoras sats

Redan minst 1000ºar fÄore Pythagoras var satsenkÄand, bl a i Babylonien. Men troligen var
Pythagoras den fÄorste somhittade ett bevis fÄor formeln. Det ¯nns mºangabevis fÄor satsenoch
vi skall titta pºa nºagra av dem.

I en rÄatvinklig triangel kallas sidan som stºar mot den rÄata vinkeln fÄor hypotenusa och de tvºa
Äovriga sidorna kallas kateterna.

Sats 17 (Pythagoras sats). I en rÄatvinklig triangel Äar kvadraten pºa hypotenusan lika med
summan av kvadraterna pºa kateterna.

Lºat 4 AB C vara en rÄatvinklig triangel. Om vi betecknar med c lÄangden av sidan som stºar
mot den rÄata vinkeln \ C, sºa c = jAB j, och om a = jB Cj, b = jAC j, sºa blir satsenspºastºaende
c2 = a2 + b2.

Bevis. Dra i triangeln 4 AB C hÄojden CD frºan C mot hypotenusan.
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Trianglarna 4 AB C och 4 AC D Äar bºada rÄatvinkliga och har vinkeln \ A gemensam.Enligt
tredje likformighetsfallet (VVV) Äar nu 4 AB C » 4 AC D. Detta ger

jAC j
jAB j

=
jAD j
jAC j

; sºa jAC j2 = jAB jjAD j :

Pºa sammasÄatt fºar vi frºan 4 AB C » 4 B CD att

jB Cj
jAB j

=
jB D j
jB Cj

; sºa jB Cj2 = jAB jjB D j :
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Eftersom jAB j = jAD j + jB D j fºar vi genomaddition

jB Cj2 + jAC j2 = jAB jjB D j + jAB jjAD j = jAB j(jB D j + jAD j) = jAB j2 :

¤

Detta bevis Äar kanske Pythagoras ursprungliga. Euklides ger ett annat bevis, som Äar svºart
att fÄorstºa om man lÄaser texten, men resonemangetÄar faktiskt mycket vackert. Figuren visar
kvadraterna uppritade pºa kateterna, och pºa hypotenusan. Beviset gºar ut pºa att visa att
rektangeln AD GE har sammaareasomkvadraten pºa AC ; detta ger jAC j2 = jAB jjAD j. Frºan
rektangeln DB F G och kvadraten pºa B C fºar vi pºa samma sÄatt jB Cj2 = jAB jjB D j. SjÄalva
beviset att areorna Äar lika passarbra fÄor en datoranimation.
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NÄasta bevis kommer frºan Indien. Bh¹askara (f 1105 e Kr) drar fÄoljande ¯gur och bara sÄager
`Se!', utan att ensgÄora berÄakningen c2 = 4ab

2 + (a ¡ b)2 = a2 + b2.
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Det ¯nns saker att fundera Äover. T ex, varfÄor Äar hºalet i mitten en kvadrat?
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OmvÄandningenav PythagorassatsgÄaller ocksºa: en triangel 4 AB C medsidornaa, boch c, dÄar
a2 + b2 = c2, Äar rÄatvinklig. Lºat nÄamligen 4 A0B 0C0 vara en rÄatvinklig triangel med kateter av
lÄangd a och b, dºa Äar enligt PythagorashypotenusanslÄangd c och dÄarfÄor Äar 4 AB C »= 4 A0B 0C0

(SSS),alltsºa Äar vinkeln \ C rÄat.

10. Sinus- och cosinussats

FÄor en spetsig vinkel med storlek ® de¯nieras sinus och cosinus med hjÄalp av en rÄatvinklig
triangel med vinkel ®.

­
­

­
­

­
­

­
­­

®
b

ac

Sinus fÄor en vinkel Äar kvoten av motstºaendesida och hypotenusan:

sin® =
a
c

Cosinus fÄor en vinkel Äar kvoten av nÄarliggande sida och hypotenusan:

cos® =
b
c

Lºat P vara en punkt i fÄorsta kvadranten pºa enhetscirkeln, sºa att vinkeln mellan strºalen
¡¡!
OP

och den positiva x-axeln Äar ®. Dºa Äar (x; y) = (cos®; sin®) koordinaterna till P .
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FÄor en godtycklig vinkel ® de¯nierar vi nu cos® och sin® som x- och y-koordinat fÄor den
punkt P pºa enhetscirkeln, som ligger pºa strºalen med vinkeln ®, rÄaknad frºan den positiva
x-axeln. Dºa gÄaller cos(180± ¡ ®) = ¡ cos® och sin(180± ¡ ®) = sin®. Observera att vi hÄar
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egentligen betraktar ett annat vinkelbegrepp. Vi till ºater nu negativa vinklar, vinklar stÄorre
Äan 180± och Äaven stÄorre Äan 360±. Sºadana vinklar kan tolkas som riktnings Äandring.

Vi kan nu generaliseraPythagoras sats fÄor en godtycklig triangel.

Sats 18 (Cosin ussatsen). I en triangel med sidolÄangder a, b och c gÄaller

c2 = a2 + b2 ¡ 2abcos° ;

dÄar ° Äar storleken pºa vinkeln, som stºar mot sidan c.

Bevis. Drag hÄojden mot sidan AC . Enligt Pythagoras fºar vi a2 = h2 + a2 cos° och dÄarmed
c2 = h2 + (b ¡ acos° )2 = h2 + a2 cos2 ° ¡ 2abcos° + b2 = a2 + b2 ¡ 2abcos° . Fallen dÄar
triangeln har en trubbig vinkel, lÄamnassom Äovning. ¤
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Sats 19 (Sin ussatsen). I en triangel gÄaller

sin®
a

=
sin¯

b
=

sin°
c

:

Bevis. Vi betraktar samma ¯gur som fÄor cosinussatsen.Vi berÄaknar hÄojden h pºa tvºa sÄatt
och fºar den till csin® = asin° . Vi delar nu hÄoger- och vÄansterledet med ac. ¤

Triangelns area Äar 1
2absin° .

Vi visar nu Heronsformel. SÄatt s = (a+ b+ c)=2 (s stºar fÄor semiperimeter, halva omkretsen).

Sats 20. Arean fÄor en triangel med sidolÄangder a, b och c Äar lika med
p

s(s ¡ a)(s ¡ b)(s ¡ c) :

Bevis. Observera att s ¡ a = (a + b+ c)=2 ¡ a = (¡ a + b+ c)=2. DÄarmed fºar vi

16s(s ¡ a)(s ¡ b)(s ¡ c) = (a + b+ c)( ¡ a + b+ c)(a ¡ b+ c)(a + b¡ c) =

((a + b) + c)(( a + b) ¡ c)(c ¡ (a ¡ b))( c + (a ¡ b)) = ((a + b)2 ¡ c2)(c2 ¡ (a ¡ b)2) :

Nu anvÄander vi cosinussatsenoch fºar (a + b)2 ¡ c2 = a2 + 2ab+ b2 ¡ (a2 + b2 ¡ 2abcos° ) =
2ab(1 + cos° ) och c2 ¡ (a ¡ b)2 = 2ab(1 ¡ cos° ). Sºa

16s(s ¡ a)(s ¡ b)(s ¡ c) = 4a2b2(1 + cos° )(1 ¡ cos° ) = 4a2b2(1 ¡ cos2 ° ) = 4a2b2 sin2 ° :

Pºastºaendet fÄoljer, eftersomtriangelns area Äar 1
2absin° . ¤
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11. Mer om cirk eln

En linje skÄar en cirkel in hÄogst tvºa punkter. En linje somskÄar cirkeln bara i en punkt P kallas
tangen t i P.

Sats 21. En linje l Äar tangent til l en cirkel i en punkt P om och endast l Äar vinkelrÄat mot
radien genom P.

Bevis. Antag att l Äar vinkelrÄat mot radien och att l skÄar cirkeln i ytterligare en punkt Q.
Lºat M vara cirkelns medelpunkt. Dºa Äar triangeln 4 PM Q likb ent och Äar dÄarfÄor en triangel
med tvºa rÄata vinklar, som Äar omÄojligt. Sºa det ¯nns bara en skÄarningspunkt och linjen Äar en
tangent.

OmvÄant, antag att en tangent l i punkten P gÄor en vinkel mot radien som inte Äar rÄat. Lºat
M Q vara normalen mot l genomcirkelns medelpunkt M . AvsÄatt strÄackan QR »= QP pºa l pºa
andra sidan om Q mot P. Dºa Äar sidovinkeln \ M QR kongruent med \ M QP, eftersomvinkeln
Äar rÄat. Sidan M Q Äar gemensam,sºa 4 M QP »= 4 M QR. Dºa Äar M P = M R och R ligger pºa
cirkeln, i motsats till att det bara ¯nns en skÄarningspunkt. ¤

Lºat P och Q vara tvºa ej diametrala punkter pºa en cirkel med medelpunkt M . Vinkeln \ PM Q
i triangeln 4 PM Q kallas fÄor medelpunktsvinkel pºa cirkelbºagenPQ. Vinkeln \ PAQ, dÄar A
Äar en godtycklig punkt pºa den andra cirkelbºagen,kallas fÄor periferivinkel.

Sats 22 (P eriferivink elsatsen). Medelpunktsvinkeln Äar dubbelt sºa stor som en periferiv in-
kel pºa samma bºage.
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Bevis. Drag diametern AB . Trianglarna 4 PM A och 4 QM A Äar likb enta, sºa \ M PA »=
\ M AP och \ M QA »= \ M AQ. Yttervink eln \ PM B Äar summan av basvinklarna i triangeln
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4 PM A, sºa \ PM B = 2 ¢\ PAM . Pºa samma sÄatt Äar \ QM B = 2 ¢\ QAM . Addition av
vinklar ger nu att \ PM Q = 2 ¢\ PAQ. Om M inte ligger i vinkelfÄaltet fÄor \ PAQ fºar man
resultatet pºa liknande sÄatt fast genomatt subtrahera istÄallet for addera. ¤

SatsensomvÄandning gÄaller ocksºa: antag att en punkt A0 ligger pºa samma sida om PQ som
M och att vinkeln \ PA0Q Äar hÄalften av medelpunktsvinkeln \ PM Q. Dºa mºaste A0 ligga pºa
cirkeln. Minst en av linjerna PA0, QA0 skÄar cirkeln en gºang till i sammahalvplan. Lºat A vara
den andra skÄarningspunkten av PA0 med cirkeln. Dºa ºar enligt periferivinkelsatsen\ PAQ
halva medelpunktsvinkeln och dÄarmed kongruent med \ PA0Q. Dºa gÄaller 4 PAQ »= 4 PA0Q
och A och A0 sammanfaller, d v s A0 ligger pºa cirkeln.

Enligt vºar de¯nition ºar en vinkel alltid mindre Äan 180±. Beviset fÄor periferivinkelsatsenfunge-
rar ocksºa om PQ Äar en diameter och Äaven om A ligger pºa den stÄorre cirkelbºagen(dºa uppfattas
medelpunktsvinkeln som stÄorre Äan 180±). En periferivinkel Äar rÄat om och endast om den stºar
pºa en halv cirkelbºage.

12. Speciella punkter i en triangel

Bisektrisen till en vinkel Äar den linje eller strºale som delar vinkeln mitt itu. En punkt i
vinkelns fÄalt ligger pºa bisektrisen om och endast om punkten har samma avstºand till bºada
vinkelbenen(att bevisadetta lÄamnassom uppgift). Avstºandet mellan punkten P och linjen l
betecknas som d(P; l) och Äar lÄangdenav strÄackan PQ, dÄar Q Äar fotpunkt till normalen till l
genomP.

Sats 23. De tre bisektriserna i en triangel skÄar varandra i en punkt.

Bevis. I triangeln 4 AB C dras bisektriserna till vinklarna \ A och \ B . Lºat M vara deras
skÄarningspunkt. Att M ligger pºa vinkeln \ A:s bisektris innebÄar att d(M ; AB ) = d(M ; AC ).
Eftersom M ocksºa ligger pºa \ B :s bisektris gÄaller Äaven att d(M ; B A) = d(M ; B C). Men dºa
Äar d(M ; CA) = d(M ; CB ) och dÄarmed ligger M pºa \ C:s bisektris. De tre bisektriserna skÄar
varandra i M . ¤
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BisektrisernasskÄarningspunkt Äar medelpunkten fÄor den i triangeln inskrivna cirkeln.
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Mittpunktsnormalen till en strÄacka AB Äar normalen genom mittpunkten pºa AB . Som
Äovning lÄamnasatt visa att en punkt P ligger pºa mittpunktsnormalen till strÄackan AB om och
endast om P ligger pºa sammaavstºand frºan A och B .

Sats 24. De tre mittpunktsnormalerna i en triangel skÄar varandra i en punkt.

Bevis. I triangeln 4 AB C dras mittpunktsnormalerna till sidorna AB och B C. Lºat M vara
deras skÄarningspunkt. Att M ligger pºa AB :s mittpunktsnormal innebÄar att jM Aj = jM B j.
Eftersom M ocksºa ligger pºa B C:s mittpunktsnormal gÄaller Äaven att jM B j = jM Cj. Men dºa Äar
jM Aj = jM Cj och dÄarmed ligger M pºa AC :smittpunktsnormal. De tre mittpunktsnormalerna
skÄar varandra i M . ¤
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Mittpunktsnormalernas skÄarningspunkt Äar medelpunkten fÄor den till triangeln omskrivna cir-
keln.

En median i en triangel Äar en strÄacka som sammanbinder ett hÄorn med mittpunkten pºa
motstºaendesida.

Sats 25. Medianerna til l en triangel skÄar varandra i en punkt.

Bevis. I triangeln 4 AB C dras medianernaAA 0 och B B 0, som skÄar varandra i punkten M ,
samt linjen B 0A0, som sammanbinder mittpunkterna A0 pºa B C och B 0 pºa AC . Triangeln
4 AB C Äar likformig med 4 B 0A0C enligt 1:a likformighetsfallet. Detta medfÄor att B 0A0 Äar
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parallell med AB och att jAB j : jB 0A0j = 2 : 1.
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DÄarfÄor Äar alternatvinklarna \ A0AB och \ AA 0B 0 lika stora, liksom alternatvinklarna \ AB B 0

och \ B B 0A0. Sºa 4 AB M » 4 A0B 0M . Dºa gÄaller att jAM j : jA0M j = jAB j : jA0B 0j = 2 : 1,
d v s medianen genom B skÄar medianen AA 0 i punkten M som ligger pºa avstºandet 1

3 jAA 0j
frºan A0. Pºa sammasÄatt visas att medianengenomC skÄar medianenAA 0 i sammapunkt M
pºa avstºandet 1

3 jAA 0j frºan A0. De tre medianernaskÄar varandra i M . ¤

FÄoljdsats 26. Medianerna delar varandra i fÄorhºallandet 2 : 1.

MedianernasskÄarningspunkt kallas triangelns t yngdpunkt . Tyngdpunkten Äar lika med tri-
angelnstyngdpunkt i fysikalisk mening.

En hÄojd i en triangel Äar en normal frºan ett hÄorn till motstºaendesida eller dessfÄorlÄangning
(nÄar ligger hÄojden utanfÄor triangeln?).

Sats 27. De tre hÄojderna i en triangel skÄar varandra i en punkt.
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Bevis. Dra B 0A0 parallell med AB genom C, C0B 0 parallell med B C genom A och A0C0

parallell med CA genom B . Dºa Äar 4 AB C »= 4 A0CB eftersom \ AB C och \ B CA0 Äar
alternatvinklar, liksom \ AC B och \ CB A0, och strÄackan B C Äar gemensam.Likadant Äar
4 CB 0A »= 4 AB C »= 4 B AC 0. Dra nu hÄojden frºan C. Den Äar vinkelrÄat mot A0B 0, ty A0B 0 Äar
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parallell med AB . Eftersom jB 0Cj = jAB j = jCA0j Äar hÄojden genomC ocksºa mittpunktsnor-
mal pºa B 0A0. HÄojderna i 4 AB C Äar mittpunktsnormalerna i 4 A0B 0C0och skÄar dÄarfÄor varandra
i en punkt. ¤

Konstruktionen av den inskrivna och omskrivna cirkeln ¯nns redan hos Euklides, men hÄojder
och medianer inte. Att hÄojderna skÄar varandra i en punkt visades fÄorst av Euler, liksom
fÄoljande resultat.

Sats 28. I en triangel ligger hÄojdernas skÄarningspunkt, tyngdpunkten och den omskrivna cir-
kelns medelpunkt pºa en linje (den s k Eulerlinje ).
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Bevis. Dra i triangeln 4 AB C hÄojden mot AB och medianenCC0 frºan C och mittpunktsnor-
malen pºa AB . Lºat H vara skÄarningspunkten mellan hÄojden och linjen OT genomtyngdpunk-
ten T och den omskrivna cirkelns medelpunkt O. Dºa Äar \ H CC0 »= \ CC0O (alternatvinklar)
och \ CTH »= \ OTC0 (motsatta vinklar). Trianglarna 4 CTH och 4 C0TO Äar likformiga med
jH Tj : jOTj = jCTj : jTC0j = 2 : 1. HÄojden frºan C gºar sºaledesgenomen bestÄamd punkt (H )
pºa linjen OT. De tvºa andra hÄojderna gºar ocksºa genom H , som Äar dÄarmed hÄojdernas skÄar-
ningspunkt. (Detta visar igen att hÄojderna skÄar varandra i en punkt.)
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