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ARITMETIK OCH ALGEBRA DEL 2

Ovningshafte 2: Komplexa tal

Ovningens syfte ar att bekanta sig nmeamplexa tal. De komplexa talen, som &r en utvidgning
av de reella talen, kom till pa 1400-talet d& man forsokte l6sa kvadratiska ekvationer som t ex
22+ 1 =0, 2% -2+ 2 = 0osv. Man kande redan till existensen av en allman formel for
kvadratiska ekvationer:

2 +pr+qg=0

har tva reella I6sningar (hur far man det?)

P p? p [P
=—=—4/——q och zy=—-= — =
T 5 1 q Ta 9 + 1 q

om baradiskriminanten A = p? —4¢g > 0 (om A = 0 sa ar uttrycket under rottecknet i
I6sningarna lika med 0 s& att det finns en sé& kadlabbelrot z; = z, = —%).

Om man t ex forsoker l6sa ekvationgh— 2z + 2 = 0 i enlighet med dessa formler sa far man
r1=1—vV—=1, zo=1++v—1.

Detta verkar vara meningslost, men om man beteckhat = 4, accepterar at# = —1 och
satter in t exc; i ekvationen sa far man

VL=(1-i)?-2(1-i)+2=1-2i+i*—-2+2i+2=0=HL,

dvsz; satisfierar ekvationen. Aven, ar en "I6sning”. Observera att vi inte bara har accepterat
symbolen; och dess egenskap= —1, utan ocksa de vanliga raknelagarna for "de gamla talen”

i samband med t ex kvadrering. Under 1400-talet och i bérjan av 1500-talet bérjade man l6sa
kvadratiska ekvationer och &ven ekvationer av hogre grad med dessa nya tal. Tank dig ett barn
som endast kanner till de naturliga talen och plétsligt kommer i kontakt med ett problem som
leder till ekvationer2z = 1 (att dela ndgot i tva lika delar). D& dyker ett behov upp av ett nytt tal

%. Det var ungefar samma situation, fast pa en mer avancerad niva, som ledde till komplexa tal.

Det tog drygt 300 ar innan man kom underfund med en helt tillfredsstéallande definition av de
komplexa talen som fran borjan definierades som: uttryck pa formen

a+bi, dar a,b € R och i* = —1.

Taleta kallas vanligerrealdelenochb imaginardelenav z. | detta avsnitt kommer vi att arbeta
med komplexa tal precis som man har arbetat med dessa tal under flera hundra ar genom att
acceptera definitionen ovan.

Observera att tva komplexa tah- bi ochc + di betraktas som lika da och endastaé& c och
b = d. Man utfér addition, subtraktion och multiplikation pa precis samma satt som for vanliga
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reella tal — det enda som tillkommer ar villkorét= —1. Omc + di # 0 bildar man kvoten

4+ som produkten au + bi med =%, eftersom(c + di)(c — di) = ¢* + d*. Syftet med denna

Ovning ar att bekanta sig med de grundlaggande egenskaperna hos de komplexa talen:

e de fyra raknesatten,

konjugat och absolutbelopp,

geometrisk tolkning av komplexa tal,

poléar framstallning,

|6sning av ekvationer: kvadratiska och binomiska,

enhetsrotter.

Vi foljer Kapitel 6 i Vretblads bok. (Uppgiftssiffrorna inom parentes syftar pa en aldre version
av boken.)

Ovning A

1. Los foljande uppgifter i Vretblad/Ekstig (Vretblad)s bok: 6.2 (6.1), 6.4 (6.2), 6.5 (6.6).

2. Latz; = a; + byi ochz, = ay + boi beteckna tva komplexa tal. Hur definieras summan
21 + 2o, skillnadenz; — z,, produktenz;z; och kvoten;—; (har antas:, # 0)? Skriv ut
definitionerna med ledning av texten ovan eller avsnitt 6.2 i Vretblads bok.

Ovning B

1. Latz = a + bi. Vad menas med det konjugerade talése avsnitt 6.2 i Vretblads bok).
2. Latz = 3 + 5i. Beraknaz.

3. Latz, 1, 2, beteckna komplexa tal. Bevisa formlerna:
@)z =z,
(0) 21 + 20 = 21 + 2,
(C)z21z = 2122,

() (2) = 2 (25 £ 0).



Ovning C
1. Latz = a + bi. Vad menas med absolutbeloppg

2. Latz, 21, 2, beteckna komplexa tal. Bevisa formlerna:

(@) [z]* = 2,
(b) [z| = [z],
(©) |z122] = |21]|22],

Ledning. Kvadrera likheten och anvand (a)!
(@)|2] = 2 (2 #0).

3. Bestam tva par av positiva helfall sa attk? + 1% = (22 +132)(5%*+8%). Anvand komplexa
tal och 2 (c). Kan du generalisera ditt resultat?

21
22

Ovning D

Man tolkar det komplexa talet = a + bi som punkten(a,b) i ett vanligt ratvinkligt
koordinatsystem (se avsnitt 6.4 i Vretblads bok). Man identifienared punkter{a, b) —
man sager ofta "punkteti om (a, b). Ibland vill man se talet som en vektor — oftast fran
(0,0) till punkten (a, b).

1. Rita ett ratvinkligt koordinatsystem och tolka geometriskt foljande tal:
(@) z = a + bi ochz = a — bi (forsok beskriva deras lage i forhallande till varandra);

(b) Rez = a, Imz = boch|z| = va? + b?. Kan du se ett samband mellan och en kand
sats?

(C) 21 + 22 ddz; = a + bi ochzy = ¢ + di. Tolka dareftefz; + z|,

Ledning. Summarz; + 2z, svarar mot diagonalen i den parallellogram som har sina horn i
(de punkter som svarar mdf), 0), z;, z2 ochz; + 2.

21| och|z,

2. Kan du forklara hur triangelolikhetdn; + 23| < |z1] + |22| kan tolkas geometriskt med
hjalp av forra uppgiften? (for ett algebraiskt bevis av denna olikhet se boken).

3. Hur tolkasz; — 2, da z; och 2z, uppfattas som vektorer frai0, 0) till punkternaz; och
2,? Anvand samma bild som i férra uppgiften. Hur tolkas — 2,|? Latz; = a + bi,
29 = ¢ + di och skriv ut|z; — z;| — k&nner du igen en kéand formel?



Ovning E

1. Betrakta figuren

b z=a+b

och forklara varfomu = |z| cos # ochb = |z|sin 6. Vi forutsatter attz # 0.

Anmarkning. Vinkeln # kallas for ettargument for = och betecknag = argz. Ofta
valjer man denna vinkel sd dtt< 6 < 2r. Om4§ &r ett argument, sa ar bade- 27 och
0 — 27 argument forz:. Man kan skriva

z=a+bi = |z|(cos § +isin 0).
Den sista framstallningen kallg®lar form .
2. Skriv pa polar form

@z=1+1,
(b) z = /3 + 1.

3. Latz; = |z1](cos O +isin 0;) ochzy = |29](cos B + isin 6,) vara komplexa tal pa poléar
form. Berakna produktes, z; och kvotenz1 Skriv dessa tal pa polar form. Forklara vad

som hander med beloppen och med argumenten da man multiplicerar eller dividerar tva
komplexa tal (se avsnitt 6.4 i boken).

4. LOs uppgift 6.33 (6.18) i boken.
5. Tolka geometriskt forhallandet mellan ett komplext:ia# 0 och taletiz.

6. Omz = |z|(cos O + isin 0), S& &rz" = |z|"(cos né + isin nf), vilket kallasde Moivres
formel (se Vretblads bok avsnitt 6.4). Lés med hjalp av denna formel uppgifterna 6.73
(6.39), 6.38 (6.19) och 6.39a) (6.20 a)) i boken.



Ovning F
Kvadratrotter och kvadratiska ekvationer .

1. Vad menas med beteckningei-1? LOs ekvationen? = —1.

Anmarkning. Med v/a + bi menas onb # 0 ellera < 0 vanligen en godtycklig |[6sning

till ekvationenz? = a + bi. (Denna ekvation har da tva olika lésningaroch z, = —2;;

ibland fixerar man en lésning genom lampliga villkor. Man skriver t.ex. ftal for att
beteckna talet (och ej—:).) Vi skall bara anvanda rottecknet i samband med l6sning av
andragradsekvationer och da spelar denna tvetydighet ingen roll eftersom det alltid foregas
av=+.

2. Berakna:
(@) V3 + 44,
(b) /7 — 24i (se boken om du vill),
(©) Vi.

3. | bérjan av denna stencil finns allmanna formler fér I6sningar av kvadratiska ekvationer.
Anvéand dessa formler for att I6sa ekvationerna 6.53 (6.25) och 6.56 (6.27) i Vretblad/Ekstig
(Vretblad)s bok.

Ovning G

Binomiska ekvationer. Ekvationerna av typen™ = A, dar A ar ett komplext tal, kallas
binomiska. L4s om dessa ekvationer i avsnitt 6.6 i boken. @m- |A|(cos « + isin «)
sa ges alla I6sningar pa formen

2rk 2rk
2 = V|4 (cosOH—n?T +Sin&+ T ),

n
dark =0,1,...,n— 1.

1. LOs ekvationen* = —16. Se exempel 1 i avsnitt 6.6. Las noga. Anvand formeln ovan for
att I6sa denna ekvation.

2. Los ekvationen?® = 2i — 2.



Ovning H

Enhetsrotter. Losningarna till ekvationerng® = 1 kallasenhetsrotter. Dessa komplexa
tal har manga anmarkningsvarda egenskaper och spelar en stor roll i matematiken.

1. Berakna enhetsrotterna fr= 2, 3,4, 5,6 och tolka dessa komplexa tal geometriskt (en
bild fér varjen).

2. Berakna summan av alla fjarde enhetsrétter, dvs alla I6sningar till ekvatibren. Visa
att ditt resultat kan generaliseras (studera enhetsrotterna i uppgiften ovan).

3. Rita enhetscirkeln i det komplexa planet och vélj en godtycklig pup&tdenna cirkel. Lat
21, 72, 73, 24 beteckna losningarna till ekvationeth = 1. Berdkna summan av kvadraterna
av avstanden mellamoch z;, dvs summan

|21 —al* + |z — af* + |23 — af* + |z — al.

Forsok generalisera ditt resultat till enhetsrotterfhia= 1 for godtyckligan.
Ledning: Utnyttja Ovning C 2(a) samt féregaende uppgift.

Foljande dvningar i boken rekommenderas for sjalvstudier:

Vretblad/Ekstig (Vretblad): 6.9 (6.5), 6.17 (6.9), 6.41 (6.22), 6.58 (6.29), 6.63 (6.30), 6.65
(6.32), 6.78 (6.44), 6.81 (6.47), 6.82 (6.48), 6.83 (6.49).



