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ARITMETIK OCH ALGEBRA DEL 2

Ovningshafte 4: Relationer

Ovningens syfte &r att bekanta sig med begrepgation pd en mangd/. Begreppet "relation”

i matematiska sammanhang anknyter till betydelsen av samma ord i vardagliga situationer da
en relation ofta ar ett samband mellan tva individer (dvs ett par). Den formella definitionen ar
foljande (se ocksa Vretblads bok avsnitt 3.2, 3.3):

(1) Definition. Med enrelation R pa en mangd/ menas en godtycklig mangd bestaende av
par(z,y), darx,y € M. Med andra ord &r en relation pd en godtycklig delmangd till den
kartesiska produkten

M x M ={(z,y): x,y € M}.

Omuz,y € M och(z,y) € R, darR &r en relation pa/ sa skriver man ofta ~ y. Men” ~”
ersatts oftast med andra tecken som traditionellt betecknar k&dnda relationer t éxxiedller
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Exempel. (a) Lat M vara mangden av alla elever i en skola. Vi forutsatter att skolan ar av
“gammal modell” sa att varje elev tillnér exakt en klass. Tva elavechy ar relaterade, dvs

x ~ y, precis d& ochy gar i samma klass. Relationghbestar i detta fall av alla pdr;, y),

darz ochy ar tva elever som gar i samma klass (aven(par) ar tilldtna —z gar i samma klass
som sig sjalv!).

(b) Lat M = {1,2, 3,4} och lat
R={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,4), (3,3), (4,4)}.

Man skriverl ~ 1, 1 ~ 2 osv. Man har sammanlagt 16 par,y) i M x M, men endast 8 par
ingar i relationen?. RelationenR ar helt enkelt delbarhetsrelationen pa mangtierdvsz ~ y
precis dar|y.

(c) Lat M = R vara mangden av de reella talen. Defini&a= {(z,2%) : x € R} € M x M.
Relationenk ar helt enkelt grafen av funktionef{z) = x?, dvs den bestar av alla punkter pa
parabelny = 2. Har har viz ~ y precis d&y = 22.

Ett helt allméant relationsbegrepp ar inte sarskilt anvandbart, men i matematiska situationer anvan-
der man i synnerhet vissa relationer som satisfierar vissa ytterligare villkor. Vi kommer har
bara att diskuterakvivalensrelationermed dartill hérandekvivalensklasseroch partitioner .

Dessa behandlas aven i Vretblad 3.3. Andra intressanta klasser av relationgniagsrela-

tioner ochfunktionsgrafer.



(2) Definition. En relation =" pa en mangd\/ kallas for enekvivalensrelationom den upp-
fyller att

() x ~ xforallax € M (reflexivitet),
(S) x ~ yimplicerary ~ x for allaz,y € M (symmetri),

(t) =z ~yochy ~ zimplicerarz ~ z for allax,y, z € M (transitivitet). O

Exempel.Lat som ovan\/ vara mangden av alla elever i en skola och lat tva eleahy vara
relaterade, dvs ~ y, precis dar ochy gar i samma klass. Man kontrollerar utan svarigheter att
“~" ar en ekvivalensrelation p&/: x ~ x (ty z ochx gar i samma klass);, ~ y gery ~ x (ty
omz ochy gar i samma klass sa gaiochz i samma klass), och slutligemn,~ y ochy ~ z ger

x ~ z (ty omz ochy gar i samma klass samtoch z gar i samma klass sa gamoch z i samma
klass).

(3) Definition. Lat ~ vara en ekvivalensrelation pa en mangyd Med ekvivalensklasserav
x € M menas mangden

[z ={y e M :y ~x}.

Vi har alltsdy € [z] < y ~ x. Man séger att: &r enrepresentantfor klassenz). O

Exempel. Om M ar mangden av alla elever i en skola ackr en elev, sa ar ekvivalensklassen
[z] mangden av alla elever som gar i samma klass sorvarje elev representerar sin klass.
Mangden av alla klasser ger en partition av— varje elev gar i en klass och olika klasser ar
disjunkta. Rent allmant definierar vi:

(4) Definition. En partition av en mangd\/ &r en uppdelning av alla element tillhdrantiei
parvis disjunkta delmangder. O

Vi visar nedan att ekvivalensklasserna till en ekvivalensrelation/patgor en partition avi/,
dvs M ar unionen av alla ekvivalensklasser och olika ekvivalensklasser ar parvis disjunkta.

(5) Proposition. Lat M vara en mangd med en ekvivalensrelation

a. Varje element iV tillhér en ekvivalensklass, mera exakt:c [x].

b. Tva element representerar samma ekvivalensklass da och endast da de ar ekvivalenta, dvs
[z] =yl &z ~y.



c. Tva olika ekvivalensklasser ar disjunkta.

d. M ar unionen av alla ekvivalensklasser.

Bevis.a. &r klart tyz ~ x innebar attr € [z].

b.[z] =yl =z €[z] =[y] = v ~y. Antag nu attr ~ y. Omz € [x] SAger: ~ z ochx ~y
attz ~ y sd attz € [y]. Alltsd &r[z] C [y]. = ~ y ger ocksd ~ = som alltsa gefy] C [z].

c. Omz € [z] N [y] sd &rz ~ z ochz ~ y sd attr ~ y ur symmetrin och transitiviteten (~ =
gerz ~ z som med: ~ y gerx ~ y). Enligt b. ar[z] = [y]. Detta betyder att ofx] # [y] sa
saknar dessa klasser ndgot gemensamt element

d. Foljer direkt ur a. O

(6) Foljdsats. For varje ekvivalensrelation pA/ géller att ekvivalensklasserna bildar en par-
tition av M.

Bevis. Foljer omedelbart fran c. och d. i (5). .

Omvant galler att omd/ ar en mangd (t ex mangden av alla elever i en skola) som &r uppdelad i
parvis disjunkta delmangder; (t ex klasser), dvd/ = UM; ochM; N M; = () omi # j, s& har

man en ekvivalensrelation pd: man definierar ~ y daz ochy tillhor samma partitionsméangd

M;.

Detta visar att ekvivalensrelationer pa mangder helt enkelt ar partitioner av dessa mangder. En

partition ar en klassifikation av mangdens element med avseende pa en viss (ofta intressant)

egenskap — denna egenskap ar given genom en ekvivalensrelation pa mangden (tank igen pa
elever i en skola och deras "klassifikation" efter tillhérigheten till olika klasser).

Ovningar

1. Lat M vara mangden av alla invanare i Goteborg. Betrakta foljande relatiorer; da
x,y € M och avgor om de ar reflexiva, symmetriska respektive transitiva relationer samt
ange om de ar ekvivalensrelationer.
(a) = ~ y da och endast dadochy ar fodda samma dag.
(b) = ~ y da och endast dédochy bor i samma stadsdel.
(c) = ~ y da och endast ddochy kanner varandra.
(d) =z ~ y d& och endast ddochy ar gifta med varandra.

2. Forsok att illustrera alla exempel ovan grafiskt. Olika typer av illustrationer kan vara rele-
vant (t.ex. Venn diagram, Kartesisk diagram, graf med noder och pilar)
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3. Geivarje exempel ovan da relationen &r en ekvivalensrelation en beskrivning av alla ekvi-
valensklasser genom att vélja en representant for varje klass.

4. Vilka av de foljande relationerna pa den givnha mangtiear ekvivalensrelationer.

(@) M =Z,x ~ ydaoch endast dfz — y. Generalisera detta exempel.
(b) M =7Z,, x ~ y da och endast dédochy har samma primfaktorer.
(c) M =Z,,x ~ y da och endast dé&y ar en kvadrat av ett positivt heltal.
(d) M =R?, (a,b) ~ (c,d) da och endast da= d.
(e) M =R2?, (a,b) ~ (¢,d) dd och endast da= c ellerb = d.
() M =R, a ~ bda och endast da— b ar ett heltal.
(9) M =R, a ~ bda och endast dé& > 0.
5. Ge i varje exempel ovan da relationen &r en ekvivalensrelation en beskrivning av alla ek-

vivalensklasser genom att valja en representant for varje klass. Forsok tolka ekvivalens-
klasserna geometriskt da sadana tolkningar ar méjliga.

6. Ar det sant att reflexivitet i definitionen av en ekvivalensrelation foljer ur symmetrin och
transitivitet enligt féljande resonemang: Lat M. Vi har attz ~ y gery ~ x eftersom
“~” ar symmetrisk. Darmed ger transitiviteten~ .

7. Ge exempel pa mangdaf och relationer som satisfierar foljande villkor:

(a) reflexiv och transitiv, men inte symmetrisk,
(b) reflexivoch symmetrisk, men inte transitiv,
(c) transitiv och symmetrisk, men inte reflexiv.

8. Formulera vad som kravs av en relation for att den skall vara en funktion. Formulera aven
villkor for injektivitet, surjektivitet, bijektivitet.

Foljande ovningar i Vretblad/Ekstigs (Vretblad) bok rekommenderas for sjalvstudier:

3.9 (308), 3.26 (320), 3.32 (326), [3.33 (328)].



