Explorativ 6vning euklidisk geometri

De viktigaste begreppen och satser i detta avsnitt &r:

e Kongruens och likhet mellan stréickor, vinklar och trianglar.

e Kongruensfallen for trianglar.

e Parallella linjer (likbeldgna vinklar och alternativvinklar).

e Yttervinkelsatsen, vinkelsumman i en triangel.

e Léngd och area.

e Likformighet av trianglar och likformighetsfallen.

e Pythagoras sats.

e Nagra viktiga satser om trianglar (bisektriser, medianer, hojder).

e Konstruktioner med passare och linjal.

Vi skall ocksa utnyttja kunskaper fran detta avsnitt for att fa béttre forstaelse av vad man
menar med deduktiv vetenskap och axiomatisk metod i matematiken.

Ovning A handlar om avsnitt 4 i kompendiet, B och C om avsnitt 5, fér D, E och F behdvs

tomavsnitt 6, Gtom 7, H TochJtom8, K, LochMtom9, N handlar om avsnitt
10, O och P t o m 12 och for de 6vriga beh6vs ocksa sista avsnittet.

I forsta hand forsok 16sa uppgifterna A, B, C, D, E, G, H, I, J K, L, N, Q, R, S.
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Ovning A

Las om “Axiom och primitiva begrepp” i kompendiet. Forsok darefter besvara foljande
fragor och diskutera svaren i din grupp:

1. Hur kan man forestilla sig en axiomatisk teori? Vad &r ett primitivt begrepp? Vad &r
ett axiom? Forsok svara pa dessa fragor genom att jamfora axiomatisk teori med ett
spel t ex schack. Vad &r “primitiva begrepp” i schackspel? Vad &r axiomen?

2. Ge exempel pa nagra definitioner (t ex av nagra geometriska figurer eller parallella
linjer). Vilken roll spelar definitionerna och varfor ar de viktiga? Forsok svara pa dessa
fragor genom att jamfora definitionerna med forklaringar av ord i ett fraimmande sprak
(eller frimmande ord i svenskan).

3. Vad &r skillnaden mellan axiom och satser? Ge exempel pa ett axiom och ett exempel
pa en sats.

Ovning B

Syftet med uppgiften dr att konstruera trianglar med givna sidor eller vinklar. Det un-
derldttar att anviéinda en markerad linjal och gradskiva. Det gar ocksa att bara anvinda
passare och linjal, och en given vinkel pa 39° och fyra strickor, 2, 4, 5 och 7 cm.:

39°

1. Konstruera en liksidig triangel med sidoléngd 4 cm.

2. (S-V-S) Konstruera en triangel A ABC med /A = 39°, AB =5 cm och AC = 4 cm.
3. (V-5-V) Konstruera en triangel A ABC med /A = 39°, AB =5 cm och /B = 45°.
4. (V-V-S) Konstruera en triangel A ABC med /A = 39°, AB =5 cm och /C = 45°.

5. (S-S-S) Konstruera en triangel A ABC med AB =5 cm, AC = 4 cm och BC = 2 cm.
Gar det att konstruera en triangel med AB = 7 cm, AC = 4 cm och BC = 2 cm?

6. (S-S-V) Konstruera en triangel A ABC med /A = 45°, AC = 4 cm och OB = 3 cm.
Vad hinder om i stillet CB = 5 cm; och om CB = 2 cm?

Ovning C

1. Vad menas med att tva trianglar &r lika? Nér sdger man att tva trianglar dr kongruenta?



2. Ar foljande trianglar lika? Ar de kongruenta?

3. Samma fraga som ovan om trianglarna:

4. Vad &ar skillnaden mellan de bada fallen ovan?

5. Vad behover man veta enligt definitionen av kongruensbegreppet mellan trianglar for
att kunna konstatera att tva trianglar dr kongruenta? Ar det nédvéndigt att alla villkor
i definitionen (6 stycken) giller? Vilken information ricker for att sluta sig till att tva

trianglar &r kongruenta?

6. Forsok definiera kongruensbegreppet for fyrhorningar. Formulera dina egna “kongruens-
fall” for tva fyrhorningar (ténk inte for linge pa uppgiften).

Ovning D
Denna 6vning handlar om parallellogrammer.

1. Vet du vad en parallellogram &r?

Vi definierar en parallellogram som fyrhérning diar motstaende sidor &r parvis parallella.
2. Visa att motstaende vinklar i en parallellogram &r kongruenta.
3. Visa att motstaende sidor i en parallellogram &r kongruenta.

4. Visa att om alla vinklar i en fyrhorning &r réta, s& ar fyrhorningen en parallellogram
(en sadan parallellogram kallas for rektangel).

5. I parallellogrammen ABCD &r /A rit. Visa att ABCD ér en rektangel.

6. Visa att om i en fyrhérning motstaende sidor &r lika stora, sa ér fyrhérningen en paral-
lellogram.

7. Visa att diagonalerna i en parallellogram delar varandra mitt itu.
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Ovning E
1. I vilka av foljande figurer kan man sdkert séiga att B dr mittpunkt pa AC, och i vilka

figurer ar det inte sdkert att B ar mittpunkten. Motivera ett positivt svar eller ge ett
motexempel. (Man ska inte lita pa figuren, men bara utnyttja de markerade kongruen-

ser).
A B C A B C A B C

2. Bestdm vinkelsumman i en n-hérning.

3. T en regelbunden femhoérning ABC DF &r diagonalerna AC, AD och DB dragna. Bestam
vinklarna i trianglarna AABC och AABD. Vilka trianglar i figuren &r kongruenta?

D

A B

4. Lat AABC och ANADE vara tva liksidiga trianglar med gemensam horn A, enligt figur.
Visa att |[CE| = |BD|, samt bestdm den vinkel under vilken linjerna CE och BD skér
varandra. (Undersok gérna vad som hénder om man vrider AADE kring hornet A).

B




Ovning F
Manga ménniskor (alla snickare) vet hur man genom att enbart méta langder (med t

ex ett mattband) kan kontrollera om en husgrund (eller ett rum, o s v) &r rektangulér.
(Om ni inte vet ingar det i uppgiften att ténka ut detta).

%\J

1. Skriv upp alla steg i en sadan process.

2. Bevisa att metoden ar korrekt.

3. Diskutera virdet med att ge ett sadant bevis: bra/daligt? Varfor?

Ovning G

Konstruktioner med passare och linjal.

1. Konstruera bisektrisen till en given vinkel (bisektrisen &r den strale som delar vinkeln
mitt itu).

2. Givet en linje [ och en punkt P utanfor linjen, konstruera en linje genom P, parallell
med /.

3. Givet en cirkel, konstruera en inskriven sexhorning.

Ovning H

Denna 6vning handlar om lingd och méitning.

1. Redan tidigare anvindes begreppet lingd av en stricka (hur?). Man tar vil for givet
att varje stricka kan tillordnas ett métetal, som &r ett positivt reellt tal. Diskutera vad
som menas med detta.

2. Vad menas med en enhet? Kan en enhet delas? Kan den delas hur manga ganger som
helst?

3. Tva striickor &r kommensurabla, om forhallandet mellan deras lingder ér rationellt. Ar
sidan och diagonalen i en kvadrat kommensurabla?

4. Hur kan man avgora om tva strickor &r kommensurabla?

5. Vad menas med avstandet mellan tva (parallella) linjer? Hur méter man det?
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Ovning I

1. Vet du vad area &r? Vad ar en yta. Vad &r skillnaden?

2. Lat ABCD och ABC'D’ vara tva parallellogrammer med samma bas AB och samma
hojd, d v s C" och D' ligger pa linjen C'D. Visa att de har samma area. (Ledning: ligg
till och drag ifrén sinsemellan kongruenta trianglar). Drag slutsatsen att arean for en
parallellogram é&r lika med basen ganger hojden.

3. Visa att arean av en triangel &r % basen - hdjden .

4. Lat CM vara medianen genom hornet C' i triangeln ABC (d v s M &r mittpunkt pa
AB). Visa att trianglarna AAMC och ABMC har samma area.

5.1 AABC é&r |AB| = 16, |BC| = 22 och hojden genom C' &r 11. Beridkna langden av
héjden genom A.

Ovning J
1. Kan det vara sa att en figur med dndlig area kan ha en godtycklig stor omkrets?
Vi studerar von Kochs ‘snéflingestjéarna’.
Om vi kallar de olika stjdrnorna .S; med triangeln S; som boérjan, sa kan vi beskriva att
man far S;11 ur S; genom att sétta en liksidig triangel pa den mittersta tredje delen av
varje sida (och att ta bort dubbla stréckor).
2. Berdkna lingden av omkretsen av stjérna S,.
3. Vad hiander med omkretsen da n — co?
Ovning K
Likformighetsbegreppet.
1. Téank igen pa vad som menas med att tva figurer ar lika, &r kongruenta, ar likformiga

(har “samma form”).



2. Vad menas med att tva trianglar ar likformiga? Jamfor med kongruensdefinitionen. Vad

beh6ver man veta enligt definitionen av likformighetsbegreppet mellan trianglar for att
kunna konstatera att tva trianglar &r likformiga? Ar det nodvindigt att alla villkor i
definitionen (6 stycken) géller? Vilken information ricker for att sluta sig till att tva
trianglar &r likformiga?

Behover tva figurer som ér likformiga vara kongruenta och/eller lika? Varfor /varfor inte?
Ar tva kvadrater likformiga? Nir ér de lika eller kongruenta?

Gyllene snittet: hitta en rektangel sadan att om man tar bort en kvadrat sa aterstar
en rektangel som &r likformig med den ursprungliga (d v s beridkna forhallandet mellan
sidorna).

Ovning L

1.

5.

Ange vilka trianglar i figuren av uppgift E.3 &r likformiga.

Lat D vara mittpunkten pa sidan AC' i AABC och E mittpunkten pa BC. Drag DE
och diagonalerna AE och BD. Vilka trianglar ar nu likformiga?

I triangeln AABC dr A’ mittpunkten pa BC, B’ mittpunkten pa AC och C’ mittpunken
pa AB. Visa att AA’B'C’ ar likformig med AABC.

. T en triangel AABC &r en kvadrat inskriven med en sida efter sidan AB. Liangden av

sidan AB #r 10, och hdjden mot denna sida &r 6. Bestdm langden av kvadratens sida.

C

A B

En myrslok som befinner sig i A skall ga till floden for att dricka och sedan ga till B for
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att sova. Hur lang blir hans vandring om de gores sa kort som mojligt?
A

10
Flod

Ovning M

1. Om man vill dela en bréda i 3 lika delar sa kan man skaffa sig 4 parallella linjer (t ex
springor i ett parkettgolv) med lika avstand.

Ni far fortydliga metoden sjélva. Verkar den praktisk? Varfor &dr den korrekt? (Ge ett
bevis!).

2. Hitta pa en metod att dela bridan i forhallandet 2:5,1:4,1:n, m : n.

Ovning N
Pythagoras sats.
1. Formulera satsen.
2. Tag reda pa sa manga bevis for Pythagoras sats som du kan.

3. Gor ett bevis med hjilp av areaberdkningar i figuren:




Ovning O

Betrakta foljande experimentuppstéllning bestaende av en platta med tva spikar och en
triangelformad pappskiva. Gor en egen (plattan kan erséttas med en pappersark med
tva markerade punkter).

platta

spets

pappskiva

Om pappskivan skjutes in mot spikarna kommer spetsen att hamna i en bestdmd punkt
— markera denna punkt. Variera nu detta férfarande och du far en mingd punkter.
Dessa punkter hamnar pa en kontinuerlig kurva (varfér?). Hur ser kurvan ut? Kan du
bevisa ditt formodan?

Ovning P

Om du befinner dig pa havet och ser t ex tva fyrar under konstant vinkel — trots att
du ror dig — vad betyder det? Kan du hitta pa ett sétt att kontrollera att du inte ror
dig? (Detta kan vara viktigt om man ligger fér ankar pa redden.)

Ovning Q

1. De tre medianerna i en trianglar delar upp triangeln i sex mindre trianglar. Visa att de
sex trianglarna har samma area.

2. Tva cirklar skéir varandra i punkterna A och B. Punkten C ligger pa den forsta cirkeln
diametral mot A och punkten D diametral mot A pa den andra cirkeln. Visa att B, C
och D ligger pa en linje.

3. Hur langt &r det till horisonten fran toppen av Eiffeltornet. Tornet &r 300 m hogt och
jorden antas vara ett klot med en radie pa 600 mil.

Ovning R

Lat AABD vara en likbent triangel och C' mittpunkten pa AD. Antag att |BC| = a,
|AC| = b och |AB| = |DB| = ¢, dér a® + b*> = ¢?. Bestim avstandet mellan B och

(a) medianernas skidrningspunkt,
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(b) bisektrisernas skérningspunkt,
(c) mittpunktsnormalernas skérningspunkt,

(d) hojdernas skdrningspunkt.

Observera att all dessa punkter ligger pa linjen BC.

Ovning S

Mer konstruktioner med passare och linjal.

1. Givet en cirkel och en punkt P utanfor cirkeln, konstruera de tangenter till cirkeln som
gar genom P.

2. Tre strickor med langderna 1, a och b ar givna. Beskriv hur man konstruerar en stricka
med ldngden a/b.

3. En enhetsstricka &r given. Visa hur man utgéende fran denna kan konstruera en stricka
med ldngden /7.

4. Forklara hur man utan att méta kan addera och subtrahera kvadrater med hjilp av
Pythagoras sats (dvs med passare och linjal konstruera en kvadrat vars area &r summan
respektive skillnaden av areorna av tva givna kvadrater).

Ovning T

Varfor vander en spegel pa hoger och vénster, men inte pa upp och ner, och vad hiander
om du inte star men ligger framfor spegeln?



