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ARITMETIK OCH ALGEBRA DEL 2

Ovningshafte 3: Polynom och polynomekvationer

Syftet med denna 6vning &r att repetera gymnasiekunskaper om polynom och polynomekvatio-
ner samt att bekanta sig med en del nya egenskaper hos polynom. Vi kommer att undersodka hur
olika egenskaper hos polynom beror pa deras koefficienter. Darfor betraktar vi polynom med
koefficienter i olika talomrader¥ (heltaliga koefficienter)Q (rationella koefficienter)R (reella
koefficienter),C (komplexa koefficienter). Vi betecknar m&dX |, Q[X], R[X], C[X] alla po-

lynom med koefficienter i respektivé, Q, R ochC. Om R betecknar ett av dessa talomraden sa
skriver vi R[ X for alla polynom med koefficienterR. R[X| kallaspolynomringen 6ver R. De
viktigaste begreppen i detta avsnitt ar

Delbarhet av polynom

Divisionsalgoritmen

Storsta gemensamma delaren

Reducibla och irreducibla polynom

Nollstéallen till polynom (dubbla rotter, multipla rotter)

Faktoruppdelningar av polynom i olika polynomringar

Vi foljer kapitel 7 i Vretblads bok. For repetition av férkunskaper, las R. Petterssons stencil fran
del 1 av kursen, avsnitt 6, 7, 8.

Ovning A

Divisionsalgoritmen och faktorsatsenOm f(X) ochg(X) # 0 ar tvd polynom med koeffici-
enter iR sa betecknar vi meg{ X') ochr(X) kvotenochrestenvid division av f (X) medg(X).
Man har (om det “gar att dividera” i talomradg)

f(X) =9(X)q(X)+r(X), dar grad-(X) < gradg(X) eller r(X) = 0.

Jamfor detta med divisionsalgoritmen for heltal. Da far man ju
f=g-q+r,daro<r<yg,

dvs. resten &r mindre &n det man dividerar meg,Nu far man istéllet en rest X)) som har
lagre gradéan det man dividerar med(X).

For att fa fram kvoten och resten kan man utférgpetynomdivision(Detta &r analogt med den
heltalsdivision man goér nar man beréaknar kvot och rest for tva stycken heltal.)

1



1. Bestam kvoten och resten vid division av féljande polynom:
(@) f(X) = X2, g(X) =X — 1 (testa att satt& = 1 och kolla att ditt resultat stammer!)

() f(X)=X? - X +1, g(X) = X — 2 (testa att satt& = 2 och kolla att ditt resultat
stammer!)

) f(X)=X"+2X3+4X> 42X +3, g(X) =X*+2X +3
2. Vad kan man sadga om resten vid division av ett polyrf@cd ) med ett polynomX — a?

Vilken grad har resten? Bevisa att resteryaX ) vid division medX — a ar lika medf (a).
Jamfor 1a och 1b!

Ledning. Enligt divisionsalgoritmen &f (X) = (X — a)q¢(X) + r(X). Vad kan man séga
om graden av(X)? Berékna resten genom insattninglav= a.

3. Berakna resten vid division g X) medX — a da
@f(X)=X3-2X2+8X+5,a=3
(b) f(X)=3X*+5X2—4X — 11, a=—1
Du behover inte utfora divisionen! Utnyttja istallet forra uppgiften.

4. Vad sager faktorsatsen? Forsok forklara hur man utnyttjar faktorsatsen for att I6sa polyno-
mekvationer.

5. LOs ekvationerX® — 6X? + 11X — 6 = 0 som har en rof{ = 1.

Ovning B

Reducibla och irreducibla polynom. Denna uppgift handlar om att dela upp polynom i en
produkt av polynom av lagre grad. Man kan jamfora detta med att faktorisera heltal i primtals-
faktorer. Irreducibla polynom (sddana som inte kan faktoriseras) svarar da mot primtalen. Vi later
K[X] vara en av polynomringarr@[ X ], R[X] eller C[X].

1. Vad menas med ett reducibelt, respektive irreducibelt, polynainXi|?

2. Om mojligt, uppdela foljande polynom i produkt av minst tva polynom av lagre grad i
Q[X], R[X] ochC[X]:

(@ f(X)=X%2+1
(b) f(X)=X?-2
(©) f(X)=X"~1
d) f(X)=X*+2X2+9

Vilka av polynomen &r irreducibla i respektive polynomring?

Ledning. Bestam forst alla faktoreX — a av gradl, dvs. sok Idsningax till f(X) =
0. Detta ger alltid en faktorisering@[X]. Om nagra av rétterna inte ar reella sa ar det
daremot inte en faktoriseringR. Daremot kan man fa reella faktorer av gragenom

2



att multiplicera tva forstagradsfaktorer med varandra pa féljande sattf @ har reella
koefficienter ochf(a) = 0 sa ar ocksdf(a) = 0. (Sats 7.20 i Vretblad) Det géller att
(X —a)(X — a) € R[X] och detta ger en faktor av gr&d R[X| &ven om inte: &r reellt.

3. Latf € K[X]. Visa att

(@) Om gradf > 2 och f har ett nollstélle iX sa arf reducibelt iK[X].

(b) Om gradf = 2 eller 3 sa arf reducibelt iK[X] da och endast da har nollstallen i
K.

(c) Konstruera ett exempel som visar att (b) inte galler da grad4. (Titta kanske pa
en uppgift du nyss lost.)

4. Utnyttja foregaende uppgift for att visa att foljande polynom &r irreducibla i givna polyn-

omringar.

(@) X° - 2iQ[X]

(b) X2 +2X +2iR[X]

() X*+1iQ[X]
Ledning till (c). Om ett polynom har heltaliga koefficienter och kan uppdelas i produkt
av tva polynom av lagre grad med rationella koefficienter sa kan det ocksa uppdelas i
en produkt av tva polynom med heltaliga koefficienter och samma grad. Detta pastaende

kallas "Gauss lemma” och visas t ex i kursen "Algebraisk talteori”. Du far anvanda detta
(ganska enkla) resultat i (c).

Ovning C

Delbarhet och stérsta gemansamma delaren.

1. Vad menas med att ett polynafilX') € K[X| delar ett polynony (X) € K[X]?

2. Vad menas med storsta gemensamma delaren till tva polyitdin och g(X)? Berékna
SGD(f, g) med hjalp av Euklides algoritm da

@ f(X)=X> - X"+ X3+ X2-X+1, g(X)=X3+2X2+2X — 1
b) F(X)=X*—1, g(X)=2X> - X2 +2X — 1

Anmarkning. P& samma satt som for heltal visar man att $GB) = fp + gq, darp och
q ar lampliga polynom. Polynomenochq kan berdknas med hjélp av Euklides algoritm.

3. Bevisa att om ett polynoni delar produktenfg av tva polynom ochi ar relativt primt
medf (dvs SGOd, f) = 1) sad delarg. Vad sager motsvarande sats om heltalen?



Ovning D

Losning av ekvationer.En polynomekvation ar en ekvation av typgnX) = 0, dar f(X) ar ett
polynom. Svarigheterna med att I6sa sadana ekvationer vaxer med graden. Helt banalt I6ser man
forstagradsekvationetx+b = 0, a # 0 gerx = —g. For andragradsekvationer?+bx+c = 0,

a # 0, har man den valkénda formeln

b (b)2 ¢  —b+ b2 — dac
me=—5- /(5 ) — o=

2a a 2a

som kan harledas med kvadratkomplettering. For ekvationer av grad 3 och 4 existerar mycket
mer komplicerade formler som man lyckades harleda under 1500-talet. Man vet att for helt god-
tyckliga ekvationer av grad 5 ar det inte mdjligt att uttrycka rotterna med hjélp av de fyra
raknesatten och rotutdragningar som tillampas pa ekvationens koefficienter. Detta visades av den
store norske matematikern N.H. Abach den lika berémde franske matematikern E. Gélois

Rent praktiskt I6ser man ofta polynomekvationer med numeriska metoder som ger helt tillfreds-
stallande narmevarden till Idsningarna. Ibland utnyttjas enkla satser vars tillampningsmajligheter
ar ganska begransade nar det galler att [6sa ekvationer, men som &r intressanta anda. Vi har tva
sadana satser i kursboken:

Sats 7.270m ett rationellt talg, darp,q € Z, SGOp, q) = 1, ar ett nollstalle till polynomet
f(X) =a, X"+ a, X" 1+ .-+ a; X + ap med heltaliga koefficienter;, sa &arp en delare
till den lagsta koefficientem, ochq ar en delare till den hogsta koefficiente.

Sats 7.200m « ar ett (komplext) nollstélle till ett polynorfi(X') med reella koefficienter, dvs
f(a) =0, s& &r ocksdx ett nollstalle till f(X), dvsf(a) = 0.

1. Los foljande ekvationer:
(@) X?>—6X24+11X -6=0
(b) 2X3 - X2 +2X —-1=0

2. Man vet att polynomek* — 2X3 + 3X2 — 2X + 2 har ett nollstéllel + i. Bestam alla
andra nollstallen till polynomet.

*Nils Henrik Abel (5/8 1802 — 6/4 1829). Abel visade sina resultat om ekvationer av>gfadar han var 19 ar
gammal. Han léste manga viktiga matematiska problem inom flera olika omraden. | Oslo finns hans monument i den
Kungliga Parken. Sedan 2003 delar Norges vetenskapsakadatrlptiset varje ar, en matematisk motsvarighet
till nobelpriset.

TEvariste Galois (25/10 1811 — 30/5 1832). Under sitt mycket korta liv skapade Galois en mycket viktig teori
idag kallad "Galoisteori” som sysslar med polynomekvationer. Han visade hur abstrakta matematiska teorier kan
bidra till att I6sa komplicerade matematiska problem. P& det sattet bidrog han till utvecklingen av den moderna
matematiken. Galois lade grunden for gruppteorin och teorin for andliga kroppar. Dessa teorier har stor betydelse
for hela matematiken och dess tillampningar inom fysik, kemi, kodningsteori och radarkommunikation.



Ovning E
Derivatan av ett polynom och multipla rétter. Lat f(X) = ap + a1 X + ... + a, X" € K[X].
Derivatan avf (X ) definieras helt formellt som

(X)) =a; +2a:X + ... +na, X" "

Man kan utan svarigheter kontrollera de vanliga deriveringsreglerna

(f+9) =1 +g och (fg) =fg+ fg.

Det finns féljande viktiga samband mellan multipla rétter till en polynomekvafion) = 0 och
derivatanf’(X):

Sats. Ett tala € K &r ett multipelt nollstélle tillf € K[X] (dvsa har multipliciteten> 1) da
och endast dd(a) = f'(a) = 0.

Bevis.”=" Antag att « har multipliciteten atminstong. Da ar enligt faktorsatseffi(X) =
(X —a)?q(X) for ndgot polynony(X) € K[X]. Detgerf’(X) = 2(X —a)q(X)+(X —a)?*¢'(X)
sd attf(a) = f'(a) = 0.

"«<" Omvant antag atff (a) = f’(a) = 0 och att multipliciteten aw &r 1, dvsf(X) = (X —
a)q(X) ochg(a) # 0. Daarf'(X) = ¢(X) + (X —a)¢(X) sd attf'(a) = q(a) # 0. Detta ar en
motsagelse och darmed kan intda multiplicitetenl om f(a) = f’'(a) = 0. Alltsa maste den
vara atminstone och darmed ar saken klar.

1. Visa attl ar ett multipelt nollstélle till

(@) X6 —6X +5=0
(b) X" —nX + (n—1) =0, darn &r ett heltal medr > 1.

2. Bestam reella tal ochb sd att polynomef (X) = a X2 + p X199 1 1 ar delbart med
(X — 1)%

3. LOs uppgift 7.113 (7.58) i Vretblads bok.
Ovning F
Samband mellan koefficienter och rotter

1. Los féljande kvadratiska ekvationer genom att utnyttja sambandet mellan rétter och koef-
ficienter, Vretblad sid. 172 (177) (utan formler eller kvadratkomplettering):



(@) X2—6X+8=0
(b) X2+5X+6=0

2. Latxy, 29, 23 beteckna rotterna till ekvationenk® + bX? + cX +d = 0, a # 0. Skriv ut
sambanden mellan ekvationens rétter och koefficienter. Ange en ekvation av grad 3 med
rotterna 1,2,3.

3. Latx, z, ochzy vara rotterna till ekvationeA ® —5X2+6X +7 = 0. Beraknar? +x3+x32
ocha? + 3 + 3 (utan att bestamma rotterna).

Ovning G
Lat N = a,a,_; .. . a1ao beteckna ett naturligt tal med siffrorna(t ex N = 452 = asa,ay med
ap = 2, a; = 5, ay = 4). Betrakta polynomet
f(X)=a, X"+ a1 X" 4+ a1 X + ay.
(a) Delbarhetskriterium vid division med 3 och 9. Visa att NV ar delbart med 3 (respektive 9)

da och endast da siffersummaiViar delbar med 3 (respektive 9).

Ledning. Dividera f(X) medX — 1. Observera atlV = f(10) och att siffersummanAi ar lika
med f(1). Satt in.X = 10 och drag slutsatsen a och dess siffersumma ger samma rest vid
division med 3 (respektive 9).

(b) Delbarhetskriterium vid division med 11. Visa att N ger samma rest vid division med 11
som sinalternerande siffersumma — a; + a; — az + - - - + (—1)"a, (exempel: 1936 ar delbart
med 11ty6 — 3+ 9 — 1 = 11 &r delbart med 11).

Ledning. GOr somi (a), men ersalf — 1 med X + 1.

Foéljande dvningar i Vretblads bok rekommenderas for sjalvstudier:

Vretblad: 7.24 (7.9), 7.25 (7.10), 7.35 (7.16), 7.41 (7.21), 7.45 (7.22), 7.48 (7.23), 7.49 (7.24),
7.52 (7.25), 7.65 (7.30), 7.67 (7.33), 7.107 (7.52), 7.109 (7.54), 7.114 (7.59), 7.117 (7.62).



