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ARITMETIK OCH ALGEBRA DEL 2

Ovningshéfte 5: Andligt och oandligt

Amnet i detta Bfte togs upp viddrsta brefasningen i Diskret Matematik i del 1 av kursen. Tittriga &
den, och tillforande kafte som du hittar@http://www.math.chalmers.se/Math/Grundutb/GU/LMA110/V08-
1B/

Ar det mdjligt att jamfra storleken av olika talémgder? Har det&gon mening om maréger att det
finns fler irrationella tan rationella?ar detdverhuvudtaget @jligt att jamfora storleken av @ndliga
mangder? &dana fagor sysselsatte amniskor redandr lange sedan och svareé dem hade mycket
viktiga konsekvenseidF hela matematiken.

Storleken av t& mangder, Bda med eténdligt antal element, ka@gnforas genom att maraknar antalet
element i dem. Den metodém oanéandbar om t& mangderar candliga. Men det finns eté#t att fimfora
andliga nangder som kan generaliseras tilnalliga. | shllet for att ikna antalet element idvmangderA
och B for att avgra vilken av dessa som inriler flest element, kan maiirka para ihop elementen i
A med elementen B sa att olika element i svarar mot olika element®B och varje element B tillh or
nagot par. Om deir mojligt s& kan man &ga attd och B har lika manga element. Om det finns element i
B som inte tillor nagot par, &ar slutsatsen af innelaller fler elemenéin A. Om elementen B tar slut
innan alla element A fatt bilda ett par & harA fler elementn B.

For att formalisera parbildning till ett matematiskt begrepp kan madéraa funktionsbegreppet. Vi repe-
terar orst den allnfinna definitionen av begreppet funktiéven om de funktioner som vi betraktar i detta
avsnitt har mycket speciella egenskaper.

(1) Definition. Med enfunktion fran en nangd X till en mangdY menar man en regel som till varje
x € X ordnar exakt ett element € Y. Man brukar beteckna funktioner med bdkstr (eller speciella
symboler — se exempel nedan). Gnbetecknar en funktion#n X till Y somtillz € X ordnary € Y s4
skriver many = f(z)ochf: X — Y. O

(2) Exempel.(a) LAt X = Y = R. Om det tal som svarar mat € X arz? ¢ Y sa skriver man
y = f(z) = z2. Andra exempel @ funktioner fan X = Rtill Y = R ary = 23, y = 2%, y = sin z 0osv.
Vi kan ocks skrivaiy = g(z) = 22,y = h(x) = 2%,y = p(x) = sin x OSV.

(b) LAt X = {1,2,3,4,5} ochY = {—1,1}. L&t f(1) = —1, f(2) = 1, f(3) = —1, f(4) = 1,
f(5) = —1. Vi har inte skrivit ragon formel, men vi har definierat en funktion genom att dirékegkriva
vad som svarar mot varje element &ngdenX (i detta fall kan man skriva en formel 813k hitta en
sadan!).

(c) Lat X vara mangden av alla @nniskor ochatY vara nangden av alla naturliga tal. Definiefér) =
aldern avr uttryckt i antalet dagar varvid en &horjad” levnadsdagaknas som en hel dag. Dt inte &
latt att beakna \ardety = f(z) daz t ex betecknar just Dig. O

Man kanasladliggora en funktionf : X — Y som pilar féanz € X till y = f(x) € Y — se figur 1. Man
sager ofta aty = f(x) arbilden avz eller attf avbildar = pay = f(z).



Figur 1

De funktioner som vi bebver for att jamfora olika mangder skall avbilda olika pa olikay. Vi gor foljande
definition.

(3) Definition. Man sager att en funktiorf : X — Y arinjektiv (elleren—entydig omx; # x5 medbr
att f(z1) # f(x2). Man kallar f surjektiv (eller pa helaY’) om varje elemeng i Y ar bilden av (minst)
ett element: i X. En funktion som &dear injektiv och surjektiv kallagijektiv . O

(4) Exempel.(a) Funktionenf : R — R, dary = f(z) = 22, ar inte injektiv, ty3 # —3, menf(3) =
32 = (=3)2 = f(—3) (det car lika bra att w@lja ett annat nollskilt tal i gtlet for 3). Denar inte heller
surjektiv, darfor att t ex—1 inte ar bilden av @gotz € R — det finns inget: € R sadant attf (z) = 22 =
—1.

(b) Funktionenf : R — R, dar f(z) = 2%, ar injektiv darfor attz; # x, implicerar at2** # 2% (tank [
funktionskurvan or f1). Men f ar inte surjektiv drfor att f («) alltid &r ett positivt tal (negativa tal och 0
ar inte bilder). Man kan ilet valja X = R ochY = R, dvs \alja somY mangden av de positiva reella
talen. Char funktionenf : X — Y, dar f(z) = 2* bade surjektiv och injektiv, dvs bijektiv. O

Vi kan tanka & en injektiv funktionf : X — Y som pilar féan X till Y sadana att pilar fin olikaz slutar
i olika y. Om f ar surjektiv & ar varjey € Y andpunkten av (minst) en pil&n X .

Om nu A och B ar tvd mangder & kan vi betrakta dem som lika stora om det finns en bijektiv funktion
fran den ena till den andra. Vi uttrycker dét fibljande $tt:

(5) Definition. Man sager att té mangder A ochB har sammardinalitet (eller sammanaktighet) om
det finns en bijektiv funktiorf : A — B. g

Detta betyder att mot varje € A svararb = f(a) € B pa ett @dant &tt att mot olikaa svarar olikab

och att varjeh svarar mot &gota. Parerér (a, f(a)). Intuitivt betyder existensen givatt A och B har lika
manga element. Den intuitionen leder till en dekrraskningar &ar man betraktarandliga nangder. Men
|at oss brja med rdgra exempel@mangderar andliga.

(6) Exempel.(a) Mangdernad = {3,4,5} och B = {11,12,13} har samma kardinalitet. Man kan
helt enkelt &kna antalet element i dessa@amngder — Bgge har 3 element. Men vi vill aBmda den andra
metoden, dvs parbildning. Allésbeldver vi en bijektiv funktion fan A till B. Ett exempel f en &dan
funktion ar foljande:f : A — B, dar

fB) =11, f@) =12 f(5) =13
dvs vi har bildat tre pa¢3, 11), (4,12), (5, 13).

(b) MangdenA = {x € R | 22 — 4z + 3 = 0} och B = {Feskekyrkan, Matematiskt centrum} har
samma kardinalitet. Man konstaterattlattA = {1, 3} sa att thgge nangderna har 2 element. Vikan nu de-
finiera en bijektiv funktionf : A — B, dar f(1) = Feskekyrkan och f(3) = Matematiskt centrum,
vilken ger parern(1, Feskekyrkan) och (3, Matematiskt centrum). O



De naturliga taler, 1, 2, 3... svarar mot kardinaliteter av olikindliga ndngder: Car antalet element i den
tomma nangden, Br antalet element i varje@ngd som har samma kardinalitet som t ex démgu som
beshr av endast Dig, 2r antalet element i varje amgd som har samma kardinalitet som t ex démgul
som besir av Dig och Din lsta kompis, osv. Man kan naturligtvisiéa fragan vad man menar med en
andlig mangd. Den fagan besvarades mycket skickligt av en stor tysk matematiker Richard Dedekind
1888. Enligt Dedekindr M en andlig mangd om M inte har samma kardinalitet som nagon av dess
akta delmangder. Detta betyder att det inte finns en bijektiv funktioarirM till en av dess del@ngder

N medN # M. Man kan ocka uttrycka det & att det intear mojligt att para ihop elementenii/ med
elementen i desgkta delnangd N (sa att olika element M/ svarar mot olika elementNV). En candlig
mangdar alltsd daremot en rangd som har eakta delnaingd med samma kardinalitet som helangden.

(7) Exempel.Mangden av de naturliga talen har samma kardinalitet soméaagjden avamna talen. Kan
du visa det? O

(8) Exempel.HeltalenZ har samma kardinalitei( "lika stora”) som de positiva heltaléh, ochar allts
en candlig mangd. Br att visa det kan vi bilda erdfid av heltalen:

0 1 -1 2 -2 3 -3
T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7

och numrera heltalendvre raden med Bjp av de positiva heltalen som pilarna visa det éttet fr vi
en bijektion mellarZ_ ochZ. Man kan definierg : Z, — Z mera formellt:

_f 1—n)/2 omnéarudda
fn) = { n/2 omn arjamnt

Ovning A
Vilka av foljande néangderar andliga och vilkaar candliga?

Mangden av alla @nniskor som har levt®pjorden.

Mangden av alla@icker som har skrivits.

Mangden av alla ord som har @mts i alla lbcker som har skrivits.
Mangden av alla heltaliga kvadrater, dvs 0, 1, 4, 9, 16, ....
Mangden av alla primtal.

Mangden av alla tal mellan 0 och 1.

N oo gk~ w bd e

Mangden av alla tal som din midiknare kan hantera.



Ovning B

LatX = {a,b,c} ochY = {3,4,11}.

1. Paraihop elementen iangdernaX ochY sa att mot olikar € X svarar olikay € Y. Skriv ut dessa
par.

2. Beteckna med den funktion som Din parbildning definierar. Angéa), f(b) och f(c). Ar funk-
tionen f injektiv surjektiv och/eller bijektiv?

3. Ge exempel®en funktiong : X — Y som intear injektiv. Ar den surjektiv eller bijektiv?

(9) Definition. En mangd som har samma kardinalitet s@m kallasuppraknelig. Vart sista exempel
sager attZ ar uppéknelig. Man kan &ga att en rangd A ar uppiknelig om dess element kan ordnas

i en 0ljd a1, as,as, ... , darfor att en bijektionf : Z, — A numrerar elementenA med halp av de
positiva heltalenyf (1) = ay, f(2) = az, f(3) = as, ... o0sv. OmA ar uppéknelig  siger man attd har
upprakneligt nnga elemengller ett uppiakneligt antal element O

Nu vill vi visa attQ ar uppéknelig, menat oss innan desga en enkel observation som kommer att visa
sig mycket nyttig:

(10) Lemma.Om A ar en uppiknelig nangd ochB ar enandlig eller uppéknelig nangd @var AU B
uppraknelig.

Bevis. Om a1, as, as, ... ar foljden av alla element A och by, bs, b3, ... &r foliden av alla element B
(den Bliden kan varaandlig), $ kan man bildadljdena,, b1, as, b2, as, bs, ... som innehller alla element

i A U B mojligen med upprepningar. Ur deidljden kan vi nu stryka varje element vid dess upprepade
forekomst och @ far vi en Bljd av alla element 4 U B. Detta visar attd U B ar uppéknelig. O

(11) Exempel.QQ ar uppéknelig. Forst visar vi att nrAngdenQ.. av positiva rationella tahr uppéknelig.
For att gora det skriver vi ut alla positiva rationella tal i form av tabellen:
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Figur 2

Den omfattar alla positiva rationella tal — varje tddi. forekommer faktiskt andligt ringa @nger (visa
det!). Nu kan man bilda erdfjd av dessa tal genom att tilldela dem i tur och ordning de positiva heltalen
1,2,3,... @ man startari} och foljer pilen i enlighet med figur 2. Man hoppéaver de tal som man redan
har patraffat. Alltsa har vi:
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(Man hoppar &r bver% = %). Detta visar att positiva rationella tal bildar en ugkmelig nangd,aven om
det intear < latt att ge en formeldr funktionenZ, — Q.. Men aven negativa rationella tal bildar en
uppraknelig nangd (man kan byta alla tecken i figur 2 och resonera som tidigare eller utnyttja funktionen
f(x) = —x som ger en bijektion mellan alla positiva och alla negativa rationella tal). Om vi nui taslla
positiva rationella tal oct3 = alla negativa rationella tabsfar vi enligt Lemma (10) at = AU BU {0}

ar uppaknelig (A U B ar uppiknelig som union av & uppékneliga nangder och A U B) U {0} ar

uppraknelig som union av en upgknelig och erandlig mangd). O

Ovning C

1. (a) Visa att alla naturliga tal delbara med 3 bildar en &gpelig nangd.
(b) Visa att alla heltal delbara med 3 bildar en wdgrelig nangd.
Ledning. Dessa rangder bestr av alla tal av typeBk, dar k tillhor N resp.Z.



Ovning D

Hilberts * hotell. | Hilberts hotell finns @ndligt mnga rum numrerade 1, 2, 3,. Hilbert beéttade
hur en matematikeidkte problemet med sin inkvartering dan fick veta att alla rum var upptagna.
Matematikernsdrslag till agaren var att flyttagsten i rum nr 1 till rum nr 2, &@sten i rum nr 2 till
rum nr 3 osv. A det &ttet kunde alla@ster & rum och matematikern kunde ta i besittning rum nr 1.
| verkligheten har hotellet obe@ynsade rijjligheter att ta emotdster. Brsdk experimentera!

1. Det kommer en buss med 50 nyaster. Hur kan deifvar sitt rum @ alla rumar upptagna?

2. Det kommer andligt rAnga nya gster (uppikneligt nanga). Hur dser man deras inkvartering i
Hilberts hotell?

Nu ger vi exempel @ en mycket viktig icke-upgknelig néangd:
(12) SatsR ar inte upp#&knelig.

Bevis. Antag motsatsen, dvs att man kan bilda éljdfav alla reella tal. & kan man ocks bilda en bljd
av allareella tal i intervallet (0,1) (som en d&|fl av alla reella tal):

Tr1 = O7 a11a12013...A1p,---
To = 0, a210220923...A2p,...

dara;, arn : te decimalsiffran i en decimalutveckling ay. Betrakta nu talet

xr = 0, blbgbg...bn...,

dar
b — 1 omay 7& 1,
e 2 oma; =1.

Trots att taletz ligger i intervallet(0,1) kan det inte finnas bland taler, zs,...,z;, ... darfor att:te
decimalsiffran av: inte ar lika medi:te decimalsiffran aw; sa attx # «; T fori = 1,2, ... O

Den sista satsen visades av G. Cahii872. En av dess konsekvensgeratt de irrationella talear "fler”
an de rationella @rfor att de irrationella talen bildar en icke-upgnelig nangd, medan de rationella bildar
en uppéknelig. Tag @&mligenA = rationella tal ochB = irrationella tal. CharR = A U B och eftersom
A ar uppiknelig $ masteB vara icke-uppiknelig ty annarér A U B uppraknelig enligt Lemma (10). Vi
vet redan att t ex/2 ar ett irrationellt tal. Trots att de irrationella talén “fler” an de rationella kan det

*David Hilbert (23/1 1862 — 14/2 1943) var en av de mest framstle matematikerna genom tiderna. Hans bidrag till matematiken
tacker flera viktiga ondden Ar 1900 vid Matematikernasarldskongress i Paris formulerade Hilbert 23 problem som enligt honom
fortjanade stort matematiskt intresse. Dessa problem sysselgatt@matematiker under hela seklet, mégna \antar fortfarande
pa sin Bsning. Den senastéikldskongresseaigde rum i Beijing i augusti 2002, ockasta sker i Madrid i augusti 2006.

fz kan inte ha t& olika decimalutvecklingaraifor att om ett tal har t olika decimalutvecklingaréshar en av demamdligt
manga siffror 0, och den andraandligt manga siffror 9.

tGeorg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918) en tysk matematiker som lade gréndiemimoderna émgdteorin.



tyckas som att dedr s\arare att ge exempeBgrrationella talan & rationella. & ar dock inte fallet: &
snart vi har ett irrationellt tal har viamdligt manga, ty onu ar irrationellt ochr ar rationellt ara + r
irrationellt (Visa detta! Onmr # 0 sA ar f o avenar irrationellt), 1 varje irrationellt tal ger upphov till lika
manga irrationella tal som det finns rationella tal.

Cantor visade ett annat resultat om tahgder, som spelade en mycket viktig roll i matematikens utveck-
ling och beaste betydelsen av hans teodpnligen att de s kranscendentaalen (som t exr oche) ar fler

an dealgebraiska dvs itter till polynomekvationer med rationella koefficienter. Bevis@t gt (A att visa

att mangden av&dana ekvationeir uppéknelig.

OVNINGAR

Dags nu dr nagra flerdvningar om begreppen funktioandligt, candligt, kardinalitet och uppknelighet.
| forsta hand rekommenderas uppgifterna A till F.
Ovning E

1. Visa att té godtyckliga stickor (medandpunkterna) har samma kardinalitet (dvs punktetndgssa
strackor kan paras ihop bijektivt).

2. Visa att ta godtyckliga cirklar (med olika radier) har samma kardinalitet.

3. Visa att en cirkel utan en punkt har samma kardinalitet sondglinje i planet.

Ledning. Placera cirkeln @ linjen som bilden visar oclofsdk para ihop punkternadpcirkeln med
punkterna A linjen.




Ovning F
1. Lat A vara nangden av alla ijliga foljder

aja20as...0yn ...,

dar varjea; ar lika med antingen 0 eller 1. Visa atémgdenA inte ar uppéknelig.

Ledning. Uppgiftenar ganska sar, men bsningerar enklarean beviset ovan att de reella talen bildar
en icke—uppiiknelig nangd. Du kan Brma det beviset. Antag att delrgatt skriva ut alladljder av
Ooch 1:

11012013 - - -

21022423 . . .

31032033 - - .

Konstruera drefter en dljd som med all 8kerhet inte finns bland de utskrivna.

Ovning G
1. Lat oss betrakta eramdlig tiadgard med @ndligt manga tad som vaxer Bings enit linje. Motivera
att ttadmangderar uppéknelig (ge ett recepbdf hur tidden kan numreras).

2. Visa att varje rangd av parvis disjunkta gtckor @ en at linje ar uppéknelig. Ser Du en likhet med
forra uppgiften?

3. Tank Dig nu en andlig téadgard med é@ndligt manga tad som vaxeroverallt. Visa att tadmangden
ar uppiéknelig (som ovan ge ett recejitrfhur tidaden kan numreras).

Ledning. Uppgiftenar ganska sir. Tank & ett t&d som en liten cirkel i planet. Cirkelns centrum
(a,b) kan \Aljas @ atta ochb ar tva rationella tal. Rrefter kan man utnyttja &tidigaredvningar.

Ovning H

Tva rAgot s\arare uppgifter:

1. Visa att en sticka medandpunkter har samma kardinalitet som eaakta utarandpunkter (eller ett
intervall [a, b] har samma kardinalitet som intervallet ) — Du far valjaa = 0 ochb = 1).

2. Visaatt stackan(0, 1) har samma kardinalitet som halvlinjéh o) (alternativt:(0, co) eller (—oo, 0)

Ledning. Den andra uppgiftear nagot enklarén den érsta. Du kan utnyttja t ex funktionef{x) =
1/x eller2®,

Foljandedvning i boken rekommenderas:

Vretblad(/Ekstig): 3.8



