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ARITMETIK OCH ALGEBRA DEL 2

Övningshäfte 2: Komplexa tal (och negativa tal)

Övningens syfte är att bekanta sig medkomplexa tal och att fundera på några begreppsliga
svårigheter som negativa tal ger upphov till. De komplexa talen, som är en utvidgning av de reella
talen, kom till på 1400–talet då man försökte lösa kvadratiska ekvationer som t exx2 + 1 = 0,
x2 − 2x + 2 = 0 osv. Man kände redan till existensen av en allmän formel för kvadratiska
ekvationer:

x2 + px + q = 0

har två reella lösningar (hur får man det?)

x1 = −p

2
−

√
p2

4
− q och x2 = −p

2
+

√
p2

4
− q

om baradiskriminanten ∆ = p2 − 4q ≥ 0 (om ∆ = 0 så är uttrycket under rottecknet i
lösningarna lika med 0 så att det finns en så kalladdubbelrot x1 = x2 = −p

2
).

Om man t ex försöker lösa ekvationenx2 − 2x + 2 = 0 i enlighet med dessa formler så får man

x1 = 1−
√
−1, x2 = 1 +

√
−1.

Detta verkar vara meningslöst, men om man betecknar
√
−1 = i, accepterar atti2 = −1 och

sätter in t exx1 i ekvationen så får man

VL = (1− i)2 − 2(1− i) + 2 = 1− 2i + i2 − 2 + 2i + 2 = 0 = HL,

dvsx1 satisfierar ekvationen. Ävenx2 är en ”lösning”. Observera att vi inte bara har accepterat
symboleni och dess egenskapi2 = −1, utan också de vanliga räknelagarna för ”de gamla talen”
i samband med t ex kvadrering. Under 1400-talet och i början av 1500-talet började man lösa
kvadratiska ekvationer och även ekvationer av högre grad med dessa nya tal. Tänk dig ett barn
som endast känner till de naturliga talen och plötsligt kommer i kontakt med ett problem som
leder till ekvationen2x = 1 (att dela något i två lika delar). Då dyker ett behov upp av ett nytt tal
1
2
. Det var ungefär samma situation, fast på en mer avancerad nivå, som ledde till komplexa tal.

Det tog drygt 300 år innan man kom underfund med en helt tillfredsställande definition av de
komplexa talen som från början definierades som: uttryck på formen

a + bi, där a, b ∈ R och i2 = −1.

Taleta kallas vanligenrealdelenochb imaginärdelenav z. I detta avsnitt kommer vi att arbeta
med komplexa tal precis som man har arbetat med dessa tal under flera hundra år genom att
acceptera definitionen ovan.
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Observera att två komplexa tala + bi ochc + di betraktas som lika då och endast dåa = c och
b = d. Man utför addition, subtraktion och multiplikation på precis samma sätt som för vanliga
reella tal – det enda som tillkommer är villkoreti2 = −1. Om c + di 6= 0 bildar man kvoten
a+bi
c+di

som produkten ava + bi med c−di
c2+d2 eftersom(c + di)(c− di) = c2 + d2. Syftet med denna

övning är att bekanta sig med de grundläggande egenskaperna hos de komplexa talen:

• de fyra räknesätten,

• konjugat och absolutbelopp,

• geometrisk tolkning av komplexa tal,

• polär framställning,

• lösning av ekvationer: kvadratiska och binomiska,

• enhetsrötter.

Vi följer Kapitel 6 i Vretblads bok. (Uppgiftssiffrorna inom parentes syftar på en äldre version
av boken.)

Övning A

1. Lös följande uppgifter i Vretblad/Ekstig (Vretblad)s bok: 6.2 (6.1), 6.4 (6.2), 6.5 (6.6).

2. Låt z1 = a1 + b1i ochz2 = a2 + b2i beteckna två komplexa tal. Hur definieras summan
z1 + z2, skillnadenz1 − z2, produktenz1z2 och kvotenz1

z2
(här antasz2 6= 0)? Skriv ut

definitionerna med ledning av texten ovan eller avsnitt 6.2 i Vretblads bok.

Övning B Positiva och negativa tal

1. För att introducera de negativa talen brukar man utgå från de naturliga talen. Diskutera
olika metaforer för negativa tal som ni i gruppen har kommit i kontakt med (t.ex termome-
ter, pilar eller steg framåt/bakåt, skulder/tillgångar, motsatta tal, materie/antimaterie, mm).
Vad kan ni se för för- och nackdelar med dessa?

2. En stöttesten är multiplikation av två negativa tal, typiskt(−1)(−1). Standarddefinitionen
ger att(−1)(−1) = 1. Undersök vilka värden man skulle kunna ge(−1)(−1) annars, och
ändå bygga ett talsystem utan motsägelse. (t.ex., om man angav(−1)(−1) = −1, så skulle
man få att(−1)(−1) = (−1)1 och annuleringslagen skulle ge−1 = 1). Pröva ett system
med(−1)(−1) = 0 eller andra värde som ni anser intuitivt “naturliga”.
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Övning C Vi återkommer till de komplexa talen

1. Låtz = a + bi. Vad menas med det konjugerade taletz̄ (se avsnitt 6.2 i Vretblads bok).

2. Låtz = 3 + 5i. Beräknāz.

3. Låtz, z1, z2 beteckna komplexa tal. Bevisa formlerna:

(a) z = z,

(b) z1 + z2 = z̄1 + z̄2,

(c) z1z2 = z̄1z̄2,

(d) ( z1

z2
) = z̄1

z̄2
(z2 6= 0).

Övning D

1. Låtz = a + bi. Vad menas med absolutbeloppet|z|?

2. Låtz, z1, z2 beteckna komplexa tal. Bevisa formlerna:

(a) |z|2 = zz̄,

(b) |z| = |z̄|,
(c) |z1z2| = |z1||z2|,
Ledning. Kvadrera likheten och använd (a)!

(d)
∣∣∣ z1

z2

∣∣∣ = |z1|
|z2| (z2 6= 0).

3. Bestäm två par av positiva heltalk, l så attk2+l2 = (22+132)(52+82). Använd komplexa
tal och 2 (c). Kan du generalisera ditt resultat?

Övning E

Man tolkar det komplexa taletz = a + bi som punkten(a, b) i ett vanligt rätvinkligt
koordinatsystem (se avsnitt 6.4 i Vretblads bok). Man identifierarz med punkten(a, b) –
man säger ofta ”punktenz” om (a, b). Ibland vill man se taletz som en vektor – oftast från
(0, 0) till punkten(a, b).

1. Rita ett rätvinkligt koordinatsystem och tolka geometriskt följande tal:

(a) z = a + bi och z̄ = a− bi (försök beskriva deras läge i förhållande till varandra);

(b) Rez = a, Im z = b och|z| =
√

a2 + b2. Kan du se ett samband mellan|z| och en känd
sats?
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(c) z1 + z2 dåz1 = a + bi ochz2 = c + di. Tolka därefter|z1 + z2|, |z1| och|z2|;
Ledning. Summanz1 + z2 svarar mot diagonalen i den parallellogram som har sina hörn i
(de punkter som svarar mot)(0, 0), z1, z2 ochz1 + z2.

2. Kan du förklara hur triangelolikheten|z1 + z2| ≤ |z1| + |z2| kan tolkas geometriskt med
hjälp av förra uppgiften? (för ett algebraiskt bevis av denna olikhet se boken).

3. Hur tolkasz1 − z2 då z1 och z2 uppfattas som vektorer från(0, 0) till punkternaz1 och
z2? Använd samma bild som i förra uppgiften. Hur tolkas|z1 − z2|? Låt z1 = a + bi,
z2 = c + di och skriv ut|z1 − z2| – känner du igen en känd formel?

Övning F

1. Betrakta figuren

a

z = a + bi

�
�

�
�

�
�

�
�

�
q

|z|

b

θ -

6

och förklara varföra = |z| cos θ ochb = |z| sin θ. Vi förutsätter attz 6= 0.

Anmärkning. Vinkeln θ kallas för ettargument för z och betecknasθ = argz. Ofta
väljer man denna vinkel så att0 ≤ θ < 2π. Om θ är ett argument, så är bådeθ + 2π och
θ − 2π argument förz. Man kan skriva

z = a + bi = |z|(cos θ + i sin θ).

Den sista framställningen kallaspolär form .

2. Skriv på polär form

(a) z = 1 + i,

(b) z =
√

3 + i.

3. Låtz1 = |z1|(cos θ1 + i sin θ1) ochz2 = |z2|(cos θ2 + i sin θ2) vara komplexa tal på polär
form. Beräkna produktenz1z2 och kvotenz1

z2
. Skriv dessa tal på polär form. Förklara vad

som händer med beloppen och med argumenten då man multiplicerar eller dividerar två
komplexa tal (se avsnitt 6.4 i boken).
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4. Lös uppgift 6.33 (6.18) i boken.

5. Tolka geometriskt förhållandet mellan ett komplext talz 6= 0 och taletiz.

6. Omz = |z|(cos θ + i sin θ), så ärzn = |z|n(cos nθ + i sin nθ), vilket kallasde Moivres
formel (se Vretblads bok avsnitt 6.4). Lös med hjälp av denna formel uppgifterna 6.73
(6.39), 6.38 (6.19) och 6.39a) (6.20 a)) i boken.

Övning G Kvadratrötter och kvadratiska ekvationer

1. Vad menas med beteckningen
√
−1? Lös ekvationenz2 = −1.

Anmärkning. Med
√

r där r är ettpositivt reellt tal , menas den positiva lösningen till
ekvationenX2 = r (t.ex

√
2,
√

5). Ekvationen har en positiv och en negativ lösning,
nämligen

√
r och−

√
r. Med

√
a + bi menas omb 6= 0 ellera < 0 vanligen en godtycklig

lösning till ekvationenz2 = a + bi. (Denna ekvation har då två olika lösningarz1 och
z2 = −z1; ibland fixerar man en lösning genom lämpliga villkor. Man skriver t.ex. ofta√
−1 för att beteckna taleti (och ej−i).) Vi skall bara använda rottecknet i samband med

lösning av andragradsekvationer och då spelar denna tvetydighet ingen roll eftersom det
alltid föregås av±. I allmänhet skall man vara försiktig med användning av tecknet√med
komplexa tal eftersom vissa räkneregler som man är van vid från det reella området inte
gäller (t.ex är(−1)(−1) = 1 men

√
(−1)(−1) = i · i = −1 6=

√
1 vilket förbluffade Euler

(Se boken, s.146).

2. Beräkna:

(a)
√

3 + 4i,

(b)
√

7− 24i (se boken om du vill),

(c)
√

i.

Övning H Binomiska ekvationer

Ekvationerna av typenzn = A, därA är ett komplext tal, kallasbinomiska. Läs om dessa
ekvationer i avsnitt 6.6 i boken. OmA = |A|(cos α + i sin α) så ges alla lösningar på
formen

zk = n
√
|A|

(
cos

α + 2πk

n
+ sin

α + 2πk

n

)
,

därk = 0, 1, . . . , n− 1.

1. Lös ekvationenz4 = −16. Se exempel 1 i avsnitt 6.6. Läs noga. Använd formeln ovan för
att lösa denna ekvation.
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2. Lös ekvationenz3 = 2i− 2.

Enhetsrötter. Lösningarna till ekvationernazn = 1 kallasenhetsrötter. Dessa komplexa
tal har många anmärkningsvärda egenskaper och spelar en stor roll i matematiken.

3. Beräkna enhetsrötterna förn = 2, 3, 4, 5, 6 och tolka dessa komplexa tal geometriskt (en
bild för varjen).

Följande övningar i boken rekommenderas för självstudier:

Vretblad/Ekstig (Vretblad): 6.9 (6.5), 6.17 (6.9), 6.41 (6.22), 6.58 (6.29), 6.63 (6.30), 6.65
(6.32), 6.78 (6.44), 6.81 (6.47), 6.82 (6.48), 6.83 (6.49).
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