Explorativ 6vning Vektorer

Syftet med denna 6vning dr att ge grundliggande kunskaper om vektorrdkning och dess
anviandning i geometrin.

Liksom ménga matematiska begrepp kommer vektorbegreppet fran fysiken. Ordet vektor in-
troducerades 1846 av den engelska matematikern W. R. Hamilton, men redan langt innan
representerades och sammansatts krafter som vektorer. Senare kom vektorer ocksa att anvin-
das for att beskriva andra fysikaliska storheter som har storlek och riktning, t ex elektrisk
faltstyrka.

Vi ska tilldmpa vektorer i euklidisk geometri. Vi utser en godtycklig punkt O till origo och
fixerar en lingdenhet.

Definition. En vektor dr en riktad stricka som boérjar i origo.

Notation. Vi ritar en vektor, som slutar i en punkt A, som pil med fotpunkt O och spets i
punkten A, och skriver OA, eller a (eller a, eller @, eller ...).

—
Vektorns léingd eller belopp ér striackans lingd och skrivs som |OA|, |a.
—
En punkt A bestdmmer entydigt en vektor, nimligen O A, som kallas for ortsvektor for A.

—
Vektorn OO med fotpunkt och spets i O kan inte ritas som pil. Detta dr en degenererad riktad

—
stracka. Vektorn OO kallas far nollvektor och skrivs ocksa som 0.
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Definition: addition av vektorer. Summan OA 4+ OB &r den riktade diagonalen OC i

parallellogrammen O AC B.
B C

o A —  —
(Hur definieras summan om OA och OB ligger pa samma linje? Vad dr OA + OO0?)

Definition: multiplikation av en vektor med en skaldir. Om a ir en vektor och A &r
ett reellt tal sa 4r Aa den vektor som uppfyller

|Aa| = [A] - |al,

Om A > 0 sa har a och Aa samma riktning,

Om A < 0 sa har @ och Aa motsatt riktning,
Om A =0si édr A\a = 0.

En vektor med lingd 1 kallas for enhetsvektor. For varje nollskild vektor a finns det en
enhetsvektor med samma riktning, ndmligen ﬁa.

Vi introducerar koordinater i planet. Vi viljer tva vinkelrédta linjer genom origo, som vi kallar
for z-axel och y-axel. Eftersom en lingdenhet dr given finns det en ldngdskala pa bada linjer.
Vinkeln fran den positiva z-axeln till den positiva y-axeln ska vara moturs. Mot en punkt
Py i planet ordnas nu ett koordinatpar (zg, o) pa féljande sétt. Linjen genom Py, parallell
med y-axeln, skir z-axeln i en punkt som har koordinat zy, medan parallellen med z-axeln
skér y-axeln i punkten med koordinat yg. Omvént, givet ett talpar (zg,1yo) far vi en entydigt
bestdmd punkt Py som skdrningspunkt av linjer parallella med axlarna. Médngden av par reella
tal (z,y) kallas for R2. P4 liknande siitt introduceras koordinater i rummet. Méngden av alla
(z,y, 2) kallas for R3.

Om P &r en punkt i planet med koordinater (z,y) eller i rummet med koordinater (z,y, z), sa

z
punkter och vektorer. Enhetsvektorerna pa koordinataxlarna betecknas med e, es och eg. 1
1 0 0

R? har vi e; = ((1)), ey — ((1)) och i R har vi e; = (0), ey — (1), es = (0).
0 0

1

— T
skrivs motsvarande vektor OP som kolonn: (z), resp <y> . Beteckningen skiljer alltsa mellan

Exempel. Y
P=(21)




Sats. For vektorer i R3 gdller
T1 T2 T1+22 T Az
v |+ v ) =1 vty |, Moyl=1 2w -
21 22 21+22 z Az

Bevis. Eftersom vi bara har behandlat euklidisk geometri i planet visar vi de motsvarande
reglerna for vektorer i R2: (71) + (%2) = (%1122), A(%) = GTZ)

Y1 Y2 y1+y2 Y
C = (z3,v3)
B = (z2,%2)
A
D
0] Xo Xy X3

— = —
Lat A = (z1,91), B = (%2,y2) och OA+ OB = OC}; lat C = (x3,y3). Punkterna pa z-axeln,
som bestdmmer respektive koordinat, 4r Xy, Xo och Xj3. Triangeln AOXsB #r kongruent
med triangeln AADC. Fyrhorningen X;X3DA dr en rektangel. Vi far atu)OX2| :_leX3|
och ddrmed x3 = z1 + z5. Likadant visas y3 = y1 + y2. Specialfallen, ddr OA och OB ligger
pa samma, linje, eller en vektor ar nollvektorn, lamnas at lisaren.

H =
o=
Ay (T
OA' = /\(y)
0 X' X
— — ,
Lit nu OA = (f;) och OA" = )\(;) = (f;,), med koordinatpunkter X och X’ pa z-axeln.
— =
Trianglarna AOAX och AOA' X' ér likformiga. Dérfor ir OX' = AOX, sd o' = Az. Likadant
ar gy’ = \y. O

Ur de reella talens egenskaper foljer nu litt:

Rikneregler for vektorridkning. For alla vektorer a, b, ¢ och skaldrer \ och u gdller

. a+b=b+a (kommutativa lagen)
2. (a+b)+c=a+(b+c) (associativa lagen)
3. oma+b=a+c, sadrb=c (strykningslagen)

4. a+0=a

5. Apa) = (Au)a

6. 0a=0,la=a, \0=0

; g\)z:f)bc)t : i‘: j__ ﬁf: (distributiva lagar)



4 Explorativ 6vning Vektorer

Det gar ocksa att direkt visa ridknereglerna med geometriska argument. Figuren illustrerar
additionens associativitet.
F E

0 A

Vi noterar att regel 7 medfor att @ + (—1)a = 0. Vi skriver —a for (—1)a. Subtraktion av
vektorer definieras nu genom a — b = a + (—1)b.

For vissa tillimpningar betraktas vektorer med godtycklig fotpunkt, t ex fér att beskriva
faltstyrka. D4 har man i varje punkt i rummet en vektor med denna punkt som fotpunkt.
Vektorer kan bara adderas om de har samma fotpunkt.

Vi betraktar bara vektorer av typ OA med fotpunkt O. Vi definierar AB = OB —0OA. Detta ar
den vektor med fotpunkt i origo som har samma langd och riktning som den riktade strickan
AB.

o o . T3 - 3
Exempel. Lit A= (1,1), B=(3,1). D4 ir AB=0B - OA = (}) —

©) = ©)-

A=(1,1) B=(3,1)

2
0 ()
Vi har sett att vektorer kan adderas och subtraheras. Det finns séitt att multiplicera vektorer,

men multiplikationen f6ljer inte de vanliga reglerna. Speciellt kan man inte dela vektorer pa
varandra.

Definition: skalédrprodukt. Lat a och b vara vektorer. Lat v vara vinkeln mellan riktning-
arna av a och b. Skaldrprodukten &r talet

a-b=|al|lblcosy .
Om a och b har samma riktning, si ér cosy = 1 och a - b = |a||b|. Speciellt &r a - a = |a?,

eller |a| = v/a - a. Det kan vara att a - b = 0 utan att a = 0 eller b = 0; detta hinder om
vinkeln « ar rét. D3 séger vi att vektorerna &r ortogonala. Om e dr en enhetsvektor, har vi



en lingdskala pa linjen genom e och e-a ar lika met det reella talet som tillhér a:s ortogonala
projektion pa linjen.

Rikneregler for skaldrprodukt. For alla vektorer a, b, ¢ och skaldrer \ gdller

1. a-b=b-a (kommutativa lagen)
2. (a+b)-c=a-ct+b-c (distributiva lagen)
3. (Aa)-b=AX(a-b)

4 a-a>0ochoma-a=0,saira=0.

Reglerna 1, 3 och 4 foljer ganska direkt ur definitionen. For regel 2 observerar vi att a - ¢
beror bara pa a:s ortogonala projektion pa linjen genom ¢ (om inte ¢ = 0, i vilket fall regeln
stimmer), och projektionen av @ + b ir summan av a:s och b:s projektion. Figuren ilustrerar
fallet dér ¢ &r en enhetsvektor (med regel 3 kan vi alltid reducera till det hér fallet).

a+b

b-c a-c (a+b)-c

Sats. For vektorer i R? gdller

I X9
( )( ) = T1T2 + Y1Y2
n Y2
och for vektorer i R3 gdller

T1 T2
yr |- | w2 | =x129 +1Y1Y2 + 2122 .
21 z2

ml . . o o . wl o
Bevis. Lat a = <y1 . Om vi projekterar pa z-axeln far vi vektorn < 0 ) Saa-e = zx.
21 0

T2 1 0 0
Likadant 4r a - es = y; och a - e3 = z;. Eftersom (yz) = 9 (0) + 2 <1> + 29 (0) =
z2 0 0 1

1 o
Toe1 + yoeo + z9es far vi <y1 ) . (yz) =IToa-€e1 +Y2a- €3+ 290a-€3 =T1T2 + Y1Y2 + 21%2.

21 22

Formeln for R? visas pa samma sitt. O

T
Foljdsats. FEn wvektor (y) har lingd /z% + y? + 22 och avstandet mellan tva punkter

z

(z1,y1,21) och (T2,y2,22) dr v/ (z2 — 21)% + (y2 — 1) + (22 — 21)%.
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Det &r ocksd mojligt att multiplicera tva vektorer s& att resultatet blir igen en vektor, men
det funkar bara i R®. Produkten kallas vektorprodukt, eller efter beteckningen, kryssprodukt.

Definition: vektorprodukt. Lat a och b vara vektorer i rummet. Vektorprodukten a x b
dr den vektor ¢ som uppfyller

1. |e| = |al||b| sinvy, dér « dr vinkeln mellan a och b.
2. c &r vinkelrdt mot bade a och b.

3. tripeln (a, b, ¢) ar positivt orienterad.

Orienteringen bestdms med (kork)skruvregeln eller tumregeln: ¢ pekar at det hall, i vilket
tummen pa hogra handen pekar om pekfingern &r i a:s riktning och langfingern i b:s riktning.

c=axb

Det foljer att vektorprodukten dr ej kommmutativ, for @ X b = —b x a. Lingden av a x b ir
lika med arean for parallellogrammen som spidnns upp av a och b. Speciellt &r a X b =0 om
a och b ligger pa samma linje.

Ridkneregler for vektorprodukt. For alla vektorer a, b, ¢ i rummet och skaldrer A gdller

1. axb=-bxa (antikommutativa lagen)
2. (a+b)xc=axc+bxc (distributiva lagen)

3. (Aa)xb=M\axb)

4 axa=0.

Igen dr det bara associativiteten som ger problem. Lat ¢ vara en given vektor. Lat a' vara
projektionen av a pa planet vinkelritt mot vektorn ¢. D4 ér @ X ¢ = a’ x ¢, med riktning
som fas genom att rotera a’ om 90°. Nu ir projektionen av a + b summan av a:s och b:s
projektion. Sen roterar vi.

Sats. For vektorer i R3 gdller

Z1 Z2 Y122 — 21Y2
Y1 | X | Y2 | = | 21T2 — T122
21 22 ZT1Y2 — Y122



Bevis. Fran definitionen far vie; xes = —egxe; = e3, eaXe3 = —ez3Xey = e; och egxe; =
—ej X e3 = ey. Formeln foljer genom att berdkna (z1e1 + yi1es + z1e3) X (z2€1 + y2e2 + z0€3).
O

Ekvationen for en linje. Alla vektorer som &ar multipla av varandra, ligger pa en och
samma linje genom origo. Déarfér kan vi beskriva en linje genom origo i parameterform som

T =1tr, teR,

dir r dr en nollskild vektor pa linjen.

@)

Varje linje [ i planet har en entydig parallell genom origo. En nollskild vektor = pa parallellen
kallas for riktningsvektor for [. Om P dr en godtycklig punkt pa linjen med ortsvektorn p,
da far vi linjens ekvation pa parameterform som

rT=p+ir, teR.

Exempel. Bestim linjen genom punkterna P; = (2, —1,3) och P, = (4,1,1).

s p— 4 2 2 . N
Lésning. En riktningsvektor &r PPPob = (1) —| -1 ) = 2 |. En vektor i samma riktning

1 3 -2
1
dr | 1 |].Linjen ges av
-1

Vi kan ocksa skriva

z = 4+t
= 141t
z = 1—t

En linje [ i planet kan beskrivas med en linjir ekvation i z och y. Den kan fas genom att 16sa
ut parametern ¢, men ocksd pa foljande séitt. Lat n vara en normalvektor till linjen, d v s
n ligger pa en linje vinkelrdt mot [ och mot riktningsvektorn r for [. Da dr n - r = 0 och for
alle @ = p + tr med spets pa [ giller n-x = n - p. Detta dr den sokta ekvationen, oberoende
av t, pa formen ax + by = c.



8 Explorativ 6vning Vektorer

Exempel. Bestim ekvationen for linjen genom punkterna P; = (2, —1) och P, = (4,1).
Lésning. En riktningsvektor ar P Py, = (3) En normalvektor (Z;) uppfyller 2n; + 2no = 0.

Vi viljer (Z;) = (}1) Ekvationen blir x — y = ¢, dir ¢ bestdms genom att sitta in P;:s
koordinater: z —y = 2 — (—1) = 3. Vi kollar resultatet genom att sétta in punkten P, i

ekvationen z —y = 3.

For att beskriva ett plan i rummet i parameterform behévs tva riktningsvektorer. Planets
ekvation hittar man med samma metod som en linjes ekvation i R?. Vektorprodukten av tva
riktningsvektorer ger en normalvektor.

Exempel. Bestim ekvationen for planet som innehaller de tre punkterna P, = (1,1,1),
P, = (2,3,0) och P = (4,1, —5).

N 1 — 3
Losning. Tva riktningsvektorer &r PPy = [ 2 | och Pi1Ps = | 0 |. For att férenkla be-
-1 —6

1 1 1 —4
rikningen ersitter vi den andra med ( 0 ) En normalvektor ar ( 2 > X ( 0 ) = ( 1 )
-2 -1 -2 -2

Ekvationen blir —4x + y — 2z = —5, dér hogerledet bestdmdes genom att sitta in P;.

Avstand mellan en punkt och en linje. Avstandet frin P till linjen [ méts mellan P
och punkten R pa [ si att PR dr vinkelrdt mot /.

Exempel. Bestim avstandet fran punkten P:(2,1) till linjen [: x + 3y = —15.

Lésning. Normalen till [ genom P har som riktningsvektor linjens normalvektor (1

3
pa parameterform som (;) = (?) + t(é) I skdrningspunkten av normalen och linjen [ &r bada

ekvationer, (;) = (f) + t(é) och z + 3y = —15, uppfyllda, sa vi kan sétta in uttrycket for x

och y fran den forsta ekvationen i den andra:

) och skrivs

(2+t)+3(1+3t)=-15,

sa 10t = —20, t = —2. Skdrningspunkten har ortsvektor (;) = @) —2(;) = (_05) och avstandet

mellan P:(2,1) och skdrningspunkten (0, —5) ar |2(§)| = 2¢/10.

De viktigaste begreppen i detta avsnitt ar:

e vektorer, multiplikation med skaldrer, vektoraddition, koordinater
e skalidrprodukt, vektorprodukt

e rita linjer och plan

e avstand mellan punkter, linjer och plan

e cirkeln



Ovning A

1. Givet tva vektorer a och b, rita vektorerna 2a + b, 3b — a och —%a.
b a

2. Forenkla 3(a — 2b) — 4(3a — b).

3. Givet tva vektorer @ och b, rita vektorn 3(a + b) + 3(a — b). Forenkla ocksi uttrycket
och jamf6r svaren.

4. Lat a och b vara tvd nirliggande kantvektorer i en regelbunden sexhérning. Bestdm
diagonalvektorerna ¢, d och e uttryckta i a och b.

d

5. Visa att mittpunkten pa strickan AB har ortsvektorn %a + %b.

6. Bestdm ortsvektorn for den punkt P som delar strickan AB i forhallandet 1 : 2, resp
2 : 3 och allmant m : n.

7. (ﬂet ortsvektorer @ och b for punkter A och B. Var ligger punkterna X for vilka
OX=Xa+pbmed \+p=1,0< 1< 17

Ovning B

=) 4
1. Lt a = ( 3 ) och b = ( 1 ).Beréika?a—l—b,a—%,a—i—el och %a—k%b.
1 -1

2. Undersck om vektorerna ligger pa samma linje:

S0 (D) =) 2 (1) () 9=
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3. Bestam talet ¢ sa att vektorerna ligger pa samma linje:

a) (_}) och (?3) b) (%) och (;1> c) @) och (i)

4. Bestdm den punkt som ligger mitt emellan punkterna med koordinater (1,—1,5) och

(23 25 _3)
5. Visa att punkterna P = (2,3,1), @ = (4,7,—1) och R = (1,1, 2) ligger pa en och samma
riata linje.
Ovning C
1 9
1. Berékna alla skaldrprodukter som kan bildas med vektorernaa = 7 |, b= (3) och

2
c= ( 2 ) Beridkna vektorernas liangd.

2. a) Bestdm vinklarna i triangeln i (z, y)-planet med hérn (1,3), (4,9) och (9,—1).
b) Bestdm vinklarna i triangeln i rummet med hérn (0,0,0), (1,2,3) och (4,—1,1).

3. Bestdm talet ¢ sa att vektorerna blir vinkelréta:
2 1 1 2 t t 0 3
a) | 1 | och (1) b)[ 2 Joch | ¢ c) (—1) och | 2 d) (0) och <4>
-1 t —4 -1 2 -1 t 0
4. Visa att 1
wev = o(ju+of” —fuf” — |vf)
genom att anvinda formeln u - u = |u|? och riknereglerna for skalirprodukten.

5. Visa samma formel

1
wev=o(ju+of —fuf” —|vf)

geometriskt, med Pythagoras sats. Anvind formeln for att visa den algebraiska formeln

for skalarprodukten: (Z;) . (ij) = 1172 + Y1Yo-

v u-+v

lu +v
|v] h

|ul [v]cosy
6. Visa cosinusregeln: i varje triangel AABC giller ¢? = a® 4+ b®> — 2abcos .

— —
7. Lat OAB vara en triangel och sitt OA = a, OB = b. Visa att en punkt P ligger pa
bisektrisen till vinkeln AOB om och endast om det finns en skalar \ sa att

0_1)3—)\<ia+i )
la| = |b] )
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8.

Visa att bisektrisen skir sidan AB i punkten C, dér
_ b, ld
la|+ b~ |a[+[b]

—

oC b.

Betrakta triangel AABC. Visa att en punkt P ligger pa hojden genom C om och endast
— = Y= =

om PC - PA = PC - PB. Anvind detta for att visa att de tre héjderna i en triangel
skir varandra i en punkt.

Ovning D

1.

1 3
. Berdkna arean av den parallellogram som spanns upp av vektorerna (4) och ( 2 ) .

Beridkna vektorprodukterna

(1)) w0 ()3

6 -3

. Berdkna arean av triangeln med hérnpunkterna i (-2,4,1), (1,3,7) och (2, -3,0).

1 2 -1
Lat a = ( 1 ) , b= (—1) och ¢ = ( 2 ) Bestam alla enhetsvektorer som ar ortogo-
-1 2 1

nala mot bade a + b och b + c.

Ovning E

1.

Avgér vilka av punkterna (7,0), (6,1), (12,—11) och (0,5) ligger pa linjen

r = T7T—t
y = —1+2t.

. Linjen [ har ekvation i parameterform z = 2+ ¢, y = 5 — t. Avgdr vilken av féljande

ekvationerna som &r en annan parameterframstillning av samma linje.

r = 3+t xr = t r = 15 —17t
y = 4+t y = 6-1t y = —-8+1T7t

. Rita linjerna z — 2y = -1, z — 2y =0, x — 2y = 2 och z — 2y = 5 i samma figur.

Bestdm den linje genom punkten (2, 7), som &r parallell med linjen 3z — y = 5. Bestdm
linjen genom samma punkt (2,7) som dr vinkelrdt mot linjen 3z — y = 5.

. Beskriv i parameterform och parameterfri linjen genom

a) (2,1) och (3,3), b) (5,1) och (0,2), ¢) (—3,-1) och (3,1).

. Bestdm planet genom de tre punkterna (1,1,3), (0,0,4) och (—10,5,1).

Beskriv pa parameterform skéirningslinjen mellan planen z+4y—3z = 2 och 3x—y+2z =
3.
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Ovning F

1. Bestdm avstandet fran punkten (1,1) till linjen 22 — 3y = 2.
2. Bestdm avstandet fran punkten (1,—1,0) till planet 2z — 3y + z = 1.

3. Bestdm avstandet fran punkten P:(1,0,1) till linjen / genom punkterna @:(2,1,0) och
Q2: (4,1,4). Ndrmaste punkten R pa [ ligger i planet genom P, som dr vinkelrdt mot .
a) Skriv ekvationen for [ i parameterform.
b) Bestdm ekvationen for det plan = genom P som &r vinkelrdt mot [.
c) Hitta R genom att berikna skirningen mellan [ och .
d) Berikna avstindet mellan P och R.

4. Bestdm avstandet fran punkten (—1,—1,—1) till linjen genom punkterna (—2,—3,0)
och (—4,—1,5).

5. Bestidm avstandet mellan linjerna

r = —-1-2¢t r = 4+s
h=< vy = —-3+1 och b=q¢y = 2-—3s
z =t z = 3+s

Ledning: 14t 1 vara en godtycklig punkt pa l;, @2 en godtycklig punkt pa /5. Bestdm
Q1Q2. Berikna for vilka @1, Q2 vektorn QQ1Q2 ér vinkelrdt mot l; och [s. Beridkna for
dessa 1 och Qo vektorns lingd.

Ovning G

Cirkeln med radie r och medeﬂ}unkt M = (a,b) bestar av alla punkter P = (z,y) som
har avstand r till M, d v s |PM| = r. Ekvationen for cirkeln blir da

(x—a)?+(y—b*=r.

1. Bestdm ekvationen for cirkeln med medelpunkt (3, —2) och radie 5.

2. Bestim den geometriska betydelsen av ekvationen z2 + y2 + 42 — 2y = 6.
Ledning: kvadratkomplettera.



